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Mathématiques

Terminale spécialité — Corrections
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Consells de travail

Maitriser un exercice, ce n'est pas lire sa correction. A quoi sert donc de disposer d'un recueil de corrections? Voici
une méthode de travail conseillée, en plusieurs étapes. Attention, aucune méthode n'est universelle : celle proposée
ici peut trés bien ne pas vous convenir.

1» Se confronter activement a I'exercice. On ne réfléchit pas a un exercice, on I'éprouve.

i» On commence par prendre une feuille et un stylo, ou un tableau et un feutre ou une craie,

ii» On recense les informations de I'énoncé (quelles sont les données, les relations, les formules admises, mais
aussi comment s'appellent les objets en jeu, quelle est leur nature, ...),

iii» On identifie les objectifs (qu'est-ce qu'on cherche a montrer, réfuter, est-ce qu'on cherche & montrer une
égalité, une propriété; si c'est une propriété énoncée en francais, quel est son équivalent en notations
mathématiques...),

ive Eventuellement, on liste les formules, théorémes, méthodes, ... qui nous viennent a I'esprit.

A Important : se confronter # réussir. Quand on cherche a résoudre un exercice, on ne cherche pas la solution la
plus rapide, on cherche UNE solution. On explore plusieurs routes, certaines sont sans issue, et ce n'est pas grave.
C'est comme un labyrinthe : on ne trouve pas le chemin de la sortie du premier coup. Parfois il faut rebrousser
chemin, choisir quelle piste explorer... Parfois, il y a méme plusieurs routes vers la sortie.

2» Echouer. Si vous arrivez a faire tous les exercices du premier coup, ce n'est pas normal, vous n'avez rien a faire
en terminale!

A Laisser une page vide, ce n'est pas échouer, c’est abandonner. Expllquer A
On ne peut décemment pas rester sans écrire face a un exercice;;
il y a toujours des choses a écrire : comme dit ci-dessus, on Cours
peut lister les informations de I'énoncé, résumer les résultats des .
Exercices

questions précédentes, clarifier les objectifs, lister les méthodes,
formules et théorémes que I'on a tenté, que lI'on n'a pas encore
tenté...

Pour surmonter I'échec, on respecte la pyramide du soutien :

Correction D

Deman-
der E

a» On essaye d'expliquer |'exercice (de quoi il parle, ce que vous devez faire, ce que vous avez tenté, pourquoi
vous |'avez tenté...) a quelqu'un d'autre a voix haute. Trouvez un ami, un proche, ... prét a vous écouter,
sans nécessairement vous répondre. Si vous n'avez personne a disposition, la méthode du canard en plastique
(Wikipédia [£) est trés prisée des chercheurs et chercheuses. Le fait d'expliquer son probléme a voix haute
aide a prendre du recul. Ne vous est-il jamais arrivé de trouver la réponse a une question au moment méme
ol vous la posez?

b» On relit le cours. Y a-t-il une définition, une propriété, une méthode qui se rapproche de I'exercice ?

c» On relit les exercices déja traités. Y a-t-il un exercice proche de celui sur lequel on bloque? Si oui, essayez
de mimer la solution !

d» On recopie la correction. Dans ce manuel, les corrections sont rédigées de maniére plutét compacte, pour
deux raisons : I'une est écologique, |'autre est pour forcer une lecture active. Il faut faire preuve d'une grande
concentration pour suivre la correction telle qu'elle est écrite. En recopiant la correction, on s'assure de ne
pas passer trop vite sur un détail que I'on pense comprendre 3 tort.

e» Si vous ne comprenez pas la correction méme aprés |'avoir recopiée et étudiée, posez la question a un expert.
Votre professeur, un(e) camarade a l'aise, voire une intelligence artificielle pour certains cas.

3» Controler. On vérifie, a I'aide de la correction si elle est suffisamment détaillée, sinon en demandant une relecture
au professeur, que la rédaction est compléte : bons quantificateurs, connecteurs logiques, justifications...
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4» Recommencer. On choisit un autre exercice similaire, et on s'y confronte. On recommence jusqu'a réussir.
A Attention ! « Maitriser » un exercice, ¢a ne veut pas dire étre capable de le réussir, ca veut dire étre incapable
d'échouer.

5» Pérenniser. |l est important de réactiver la mémoire fréequemment ! La fin du chapitre en cours ne sonne pas la
fin du travail des exercices. De temps en temps, revenez sur les exercices d'anciens chapitres pour vous assurer
que vous les maitrisez toujours.

Pour les plus motivé(e)s, voici d'autres moyens d'aller plus loin dans cette méthode de travail :

» Qualifier I'avancement. Classez les exercices en 7 catégories : S pour les exercices que vous réussissez sans
probléme, A, B, C, D et E selon I'étage de la pyramide du soutien qui vous a permis de vous débloquer, et F pour
les exercices non traités.

Quand vous voulez travailler un chapitre, sélectionnez au hasard un exercice de chaque catégorie, et faites évoluer
leur notation en conséquence !

» Qualifier les obstacles. Aprés avoir galéré sur un exercice, prenez du recul et essayez d'identifier la nature des
obstacles que vous avez du surmonter. Etait-ce une faiblesse sur les formules de dérivation? Une erreur sur du
calcul fractionnaire ? littéral 7 Cela vous permettra d'identifier vos points faibles et d'y remédier.

A Lorsque vous devez réviser un examen incluant plusieurs chapitre : la quantité d'exercices travaillés doit &tre
inversement proportionnelle & votre niveau d'aisance. Par exemple, si vous étes & |'aise en géométrie mais pas en
probabilités, travaillez 3 exercices de probabilités et 1 de géométrie, et non l'inverse ! C'est désagréable car on éprouve
plus de difficultés, mais faire l'inverse revient a renforcer ses points forts et aggraver ses points faibles.

© La maitrise passe pas le mimétisme, la reconnaissance de patterns. Ces patterns ne sont pas quelque chose qui
s'explique, mais qui se ressent. Si on veut bien retenir la formule de dérivation d’un quotient, on dérive des quotients
encore et encore, jusqu'a ce qu'on n'ait plus besoin d'y réfléchir, pour que la formule nous semble naturelle. Si vous
avez besoin d'écrire qui et u, qui est v, écrire la formule, remplacer les différents blocs de la formule... cet effort
conscient signifie que la formule n’est pas instinctive pour vous. C'est comme un musicien qui répéte ses gammes
des centaines de fois pour pouvoir les faire instinctivement, ou un basketteur qui s’entraine des centaines d’heures
pour pouvoir lancer le ballon dans le panier, ot qu'il soit placé, et avec un excellent taux de réussite. Grace a leur
entrainement, leurs mains bougent toutes seules, ils n'ont pas besoin de réfléchir a quelle note jouer ou a quel angle
tirer le ballon.

Dans le cas du bac, on parle d'exercice « type bac » car ils ont tous un pattern en commun. En répétant encore
et encore des exercices « type bac », on intégre inconsciemment ce pattern, la raison que fait que cet exercice est
qualifié de « type bac », qui nous permettra de faire, toujours inconsciemment, des liens entre les exercices, et arriver
a trouver une solution plus rapidement.

© Apprendre, comprendre et maitriser sont des concepts distincts. Apprendre son cours, c'est le connaitre et étre
capable de le restituer. Maitriser son cours, c'est étre en plus capable de I'appliquer de maniére pertinente pour
résoudre un exercice. Comprendre son cours, c'est savoir expliciter les liens entre les différents objets, savoir identifier
la nature de tous les éléments d'un formule ou d’un théoréme, savoir pourquoi tel théoréme posséde telle hypothéses
et pas d'autres...

J'aime dire, sans aucun fondement scientifique, que : il faut 1 semaine pour apprendre une notion, 2 mois pour la
maftriser et 3 ans pour la comprendre.

En terminale, et de maniére croissante les années suivantes, |'autonomie de travail est capitale. Plus le temps passe,
moins on vous dira ce que vous devez travailler, jusqu'a ce qu'on vous balance une pile de documents sans plus
de précisions. On vient en cours pour comprendre le cours, pas pour I'apprendre. Le réle du professeur est de vous
débloquer 13 ou toutes les solutions en autonomie ont échoué, et a ce niveau d'études, ce role s'arréte la.
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n Dérivation

Exercices

Je maitrise les bases

Exercice 1

Lire graphiquement les images et nombres dérivés de
f définie par la courbe ci-contre en 0, 1, 2 et 3.

Exercice 3

1» Soit f : @ — 2® + 3z + 1. Calculer f(2) et
f/(2). En déduire I'équation de la tangente a
la courbe de f en 2.

2» Soit g : x — e®. Déterminer |'équation de la
tangente a la courbe de g en 0.

Exercice 5

Exercice 2

2 4+

T
1 4+

2 210 2
14+

To

ol

Lire graphiquement les images et nombres dérivés de
g définie par la courbe ci-contre en 0 et 1.
Déterminer graphiquement les abscisses pour les-
quelles le nombre dérivé est nul.

Exercice 4

1
Soit f:x+— 5 (2% + 322 — 24z + 7).
1» Dresser le tableau de variations de f sur R.

2» Déterminer une équation de la tangente 3 la
courbe de f en —1.

3» Déterminer les abscisses des points ol la tan-
gente est horizontale.

Calculer les dérivées des fonctions définies par les expressions suivantes :

» g(z) = ze®

. @) — §x3 43y

> h(x)=4a:—;



Dérivation

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 6

Pour chacune des fonctions définies par les expressions
suivantes :

» flz)=+a2+1 » hiz) =el/®
gla) =y i) = 4| S

Exercice 7

1» La décomposer en un programme de calcul,

2» En déduire une écriture comme une composée de
fonctions simples,

3» Donner son ensemble de définition,

Déterminer |'ensemble de définition et la dérivée des fonctions suivantes :

V2r—1

» a(z) = e 2F2 208 —dx? 41 B
1 »e(aj)— 1‘2+m+1 »h(x)iefzizﬂ
» b(x) = exp (x-i—l) v f(2) = (V3T =B) » i(z) = (22 + 5)e3*?
»o(z) = (de = +1)° e » j(z) = v/Bx — 6( — 2x)*
X
» d(z) = (22 — 5z + 3)2 » g(x) = <x+2>
Je comprends le cours
Exercice 8 Exercice 9

3 2
Soit f:x — (x2+2x—10> .
1» Déterminer I'ensemble de définition de f et sa
fonction dérivée.
2» Dresser le tableau de variations de f sur RR.

3» Déterminer les abscisses des points ol la tan-
gente est horizontale.

4» Dans un repére orthonormé, tracer la courbe
représentative de f et ses tangentes horizon-
tales.

1
i L x> 1{1+—|.
Soit f:x— vz + ( + \/5>
1» Déterminer |'ensemble de définition de f.

2» Déterminer la fonction dérivée de f sur I =
10; +o0[.
3» Quel est le minimum de f sur 17

4» En déduire que pour tous réels a et b stricte-

1 1
itif — 4+ — ) = 2v2.
ment positifs, v/a + b <\/5 + \/E) NG)
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Corrections Dérivation

Corrections

Souvent, le détail des calculs de dérivées, notamment |'identification de la formule usuelle en jeu et de ses composants,
n’est pas détaille. Sur une copie, il faut tout écrire. Ici, on économise de la place. Pour plus de détails sur les calculs,

consultez une source extérieure.

Correction de I'ex 1
Il s'agit de compter les carreaux :

» La tangente au 0 touche la courbe au point A. Elle monte de 2 carreaux lorsqu’elle en avance de 5, son

.. . 2 2
coefficient directeur est donc R et donc f'(0) = £
» La tangente au 1 touche la courbe au point B. Elle descend de 11 carreaux lorsqu'elle en avance de 4,
o ~11 , 11
son coefficient directeur est donc v et donc f'(1) = e

» La tangente au 2 touche la courbe au point C. Elle est horizontale, son coefficient directeur est donc 0,
et donc f/(3) = 0.

» La tangente au 3 touche la courbe au point D. Elle monte de 9 carreaux lorsqu'elle en avance de 1, son

. 9
coefficient directeur est donc 1= 9, et donc f'(3) = 9.

Correction de l'ex 2

La tangente Ty a un coefficient directeur de —2, donc f/(0) = —2. La tangente T a un coefficient directeur de
3, donc f/(1) = —3. La dérivée s’annule lorsque la tangente est horizontale, ce qui ici est environ aux abscisses
—1,3 et 0,55.

Remarque : les dérivées nulles correspondent ici aux extrema de la fonction on verra a la fin de I'année qu'il
existe un troisiéme cas de dérivée nulle : les points d'inflexion.

Correction de I'ex 3
1» Dégja, f(2) = 11. Pour tout z € R, f'(x) = 2z + 3, donc f/'(2) = 7. Ainsi, la tangente a la courbe de f
en 2 a pour équation Ty :y = f'(2)(x —2) + f(2) =T(z —2) + 11 = Tz — 3.

2» Déj3, g(0) = 1. Pour tout z € R, ¢'(z) = e, donc ¢’'(0) = 1. Ainsi, la tangente a la courbe de g en 0 a
pour équation Ty : y = ¢'(0)(x —0) + f(0) =1(xz —0) + 1 =2 + 1.

Correction de l'ex 4

1
1» La fonction f est dérivable sur R (car polynomiale) et pour tout z € R, f/(z) = §(3z2 + 6z —24) =
1 —2—-6 —24+6
g(x2+2m—8).OnaA=22—4><1><(—8)=36.Notonsxl= 5 = —detay = ; =

1
Ainsi, f'(x) = g(:v + 4)(xz — 2), et un tableau de signes élémentaires montre que f’(z) est négative

2.

entre —4 et 2 et positive ailleurs. Ainsi, f est décroissante sur [—4; 2] et croissante ailleurs. Il est bon de

compléter le tableau de variations avec des valeurs : f(—4) = 3 et f(2) = —3

2» Ona f(-1) = % et f/(—1) = —3. Ainsi,

11 2
Tqi:y=f(-)(x—-(-1))+ f(=1)==3x+1)+ 3= —3z + 3
3» La tangente est horizontale lorsque la dérivée s'annule, ce qui arrive aux abscisses —4 et 2 d'aprés la
factorisation précédente.
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Dérivation Corrections

Correction de I'ex 5
»f’(ac):2302—|—i »h’(m):4+xl

2V

> () = (@ + e

Correction de I'ex 6

» La fonction f correspond au programme de calcul suivant : 2 5 22 +1 % /22 + 1, ot u: t +— t2 + 1 et
vt +/t. Ainsi, f = vou. Pour tout x € R, 22 + 1 > 0 donc la racine de cette quantité est toujours
définie, donc Dy = R.

. . 1 1 1
» La fonction g correspond au programme de calcul suivant : z - — % \/7 o u:t— Tetu: t — /1.
T x

Ainsi, f = vowu. L'inverse impose que = # 0, la racine impose que son argument soit positif, soit z > 0,
donc D, = ]0; +of.

1
. . u v
» La fonction h correspond au programme de calcul suivant : z — — 2 el/*

x
Ainsi, f = vou. L'inverse impose que x # 0, donc D, = R* = R\{0}.

» La fonction h correspond au programme de calcul suivant :

\ 1 "
,ouu:tngtv:tr—»e.

e’ +1 e +1

T xT

r— e — e +1—

1 L. .. .
Notons a :t— et +1,b:t— n et c:t— +/t. Ainsi, f = co (a x b). L'inverse impose que = # 0, et
xr
la racine impose que soit positif, mais le numérateur étant toujours positif cela revient a z > 0.

T
Finalement, D; = R* = R\{0}.

Correction de I'ex 7

» La fonction a est définie sur R et a/(z) = —e=**2
. 1 1
» La fonction b est définie sur R\{—1} et V/(z) = REFSIP exp (az—f—l)

» La fonction c est définie sur R et ¢/(z) = —12e™ 7 (de™® + 1)°
» La fonction d est définie sur R et d'(z) = 2(2x — 5)(z% — 52 + 3)

» La fonction e est définie sur R (pour tout z réel, x> +x+1 > 0 car c’est une fonction polynomiale de degré
(622 =8z + 1)(2? + 2+ 1) — (223 —42® + x + 1)(2z + 1)
(22 + 2+ 1)2

2 de discriminant A = —3 < 0) et €/(z) =

: o 5 , 9
» La fonction f est définie sur 3 +oo| et f(z) = 3 3z —5
» La fonction g est définie sur R\{—2} et ¢'(x) =

» La fonction h est définie sur [2; +oo| (le dénominateur ne s’annule jamais, seule la racine restreint le

1 2 2
——e T 22 — 1(—22)e % F!
: V2z — 4o® — 2z + 1
domaine de définition) et h/(z) = 2r—1 -t Tt

(e=w?+1)2 V2x —1 e—=+1

» La fonction i est définie sur R et i'(z) = (6x + 17)e3*~4

Maths Tale Spé 8



Corrections Dérivation

1»

3(x? — 2x)4

» La fonction j est définie sur [2; +oo[ et j/(7) = et + 4(22 — 2)(2? — 22)34/32 — 6.
j [2+e0] et '(a) = ST (20— 2)(a? - 20)° V32 6

V3 s

Avec du temps, on peut simplifier : j'(x) = - (z — 2)2/z — 2(172% — 502 + 32).

Correction de I'ex 8

La fonction f est définie et dérivable sur R (comme puissance d'une fonction polynomiale) et pour tout

réel x,
/ 3 2, 3 2, 3
fi(x)=2 2x+§ x—!—ix—lo = (42 +3) a:+§x—10
Commencons par remarquer que le second facteur de f’ est une fonction polynomiale de degré 2, de

2 2
1
discriminant A = (2) —4x1x(=10) = (23) )

s s T —00 —4 -3 5 +0
. 5% _ ‘ \
Ses racmegs sor;; donc —5 Az +3 T
3t 3 -
—4 et —5 =5 Son coeffi- 22 + %x ~10 0 - ' - 0 +
cient dominant étant 1 > 0, elle )
est négative entre ses racines et f(@) - ¢ + ¢ - ¢ +
positive ailleurs. Enfin, 4z + 3 > 169
0 > ——.
=T 4 f \ 0 / \ 0 /

La tangente est horizontale 13 ou la dérivées s'annule, ce qui d'aprés ce qui précéde correspond aux
abscisses —4, § et ——.

2 4
On commence par placer les points de passage remarquables (interceptions des axes ou coordonnées en-
tiéres) et ceux donnés par les valeurs du tableau de variations. C'est |'occasion de constater si I'échelle
par défaut d'un carreau par unité est réellement adaptée a la situation. On matérialise ensuite les tan-
gentes remarquables (aux points de passage précédemment tracés; ici, les tangentes horizontales aux trois
extrema). Enfin, on trace la courbe en respectant les points et les tangentes.
A

Maths Tale Spé



Dérivation Corrections

Correction de I'ex 9

1»

2»

3»

Pour que f(x) soit définie, il faut que les expressions sous les racines soient positives ou nulles, et que le
dénominateur soit non nul. On doit donc avoir x = —1, & > 0 et 4/ # 0 soit > 0. Par conséquent,
I'ensemble de définition de f est Dy =]0; +oo[.

La fonction f est dérivable sur D (comme produit, somme et composée). Pour tout x € Dy,

- s 1o 25) o (k) - 2

Le dénominateur de f’(x) est strictement positif sur Dy. Le signe de f’(x) dépend donc uniquement de
son numérateur v/ — 1. Or 23/ — 1 > 0 < 2/ = 1. Si z > 1, alors v/ = +/1 = 1 par croissance
de la fonction racine carrée, et xy/x > 1 par produit. Si 2 < 1, alors /= < 1/1 = 1 par stricte croissance
de la fonction racine carrée, et donc xz+/z < 1 par produit. Ainsi, f'(z) = 0 < z > 1. On en déduit le
tableau de variations de f :

T 0 1 400
(@) - ¢+
f \A 2@/7

Elle admet un minimum atteint en z = 1, valant f(1) = 2v/2.

Soient a et b deux réels strictement positifs. D'aprés la question précédente, pour tout = > 0, f(x) = 2/2.

. a .
En choisissant z = 3 > 0, on obtient :

f(%)?Q\@ donc 4/Z+1<1+\/1§> > 2V/2

On met le radical de la premiére racine sur le méme dénominateur, et on simplifie I'expression dans la
parenthése avant d'elle aussi la mettre sur un méme dénominateur :

“Jbrb (1+£> >2V2 puis V‘i/%rb (ﬁ\/gﬁ) > 22

On rentre le v/b dans la parenthése et on simplifie une derniére fois |'écriture fractionnaire pour arriver a
I'inégalité recherchée :

\/a-i-b(\/\a/;\}b@))%@ puis Va b(\}g+\;5>>2\/§

Maths Tale Spé 10



a Suites et récurrence

Exercices

Je connais mon cours

Pour chacune des suites ci-dessous, calculer uq, us, Dans chaque cas, déterminer le sens de variation de
us et us. la suite (v,,) définie pour tout entier n > 1.
1» Pourtoutne N, u, =3n+5 on
1I» v, =4n—5 3 v =
2» PourtoutnelN, u, =2" -1 9 n n
n 2» v, =14+ —
3» Pour tout n e N, u,, = " n

n+1
4» ug =1et, pourtout ne N, upq41 = 2u, +7

=2 eN = -2 _ . o .
5 uo et, pour tout 7  Unt1 = Sty =20 On considére la suite (p,,) définie pour tout entier

naturel n par p, = n?> — Tn + 12.
Etudier les variations de la suite (p,,).

Dans chacun des cas suivants, exprimer t, .1, t,_1,
toy, et t3,_o en fonction de n.

1» PourtoutneNN, ¢, =2n+4 Déterminer les variations des suites suivantes :
2» Pourtoutne NN, t, =n?>—n+1
n—92 I up=-3n+1 3> Uy =27
3» Pour tout entier n > 1, ¢,, = 1\
2> upy = > Up = | —
n+2 3

Modélisez les situations suivantes...
1» ...avec une suite définie explicitement :

» Alice étudie une colonie de bactéries. Elle place 1 bactérie dans une boite de pétri. Chaque heure, le
nombre de bactéries double.

» Bob compte le nombre de passagers dans des trains successifs numérotés 1, 2, 3, etc. Le nombre de
passagers est égal au numéro du train multiplié par 3, auquel on ajoute 50.

2» ...avec une suite définie par récurrence :

» En 2020, Carole posséde 1000€ sur son compte d'épargne. Chaque année, son épargne lui rapporte 1,02
fois le montant de I'année précédente.

» David s’entraine pour un marathon. Le premier jour, il court 1,5km. Chaque jour, il progresse, et court
2km de plus que la veille.

3» ...avec une suite dont vous donnerez une expression explicite et une expression par récurrence :
Dans la suite d'allumettes suivante, quel est le nombre d'allumettes nécessaires pour réaliser chaque étape ?

T T Ty )

- - - - - -
ETAPE 1 ETAPE 2 ETAPE 3

11



Suites et récurrence

Exercices

Je comprends mon cours

Soit (uy) une suite arithmétique de raison r telle
que us = 41 et us = —13. Calculer ugg.

Soient (uy,) et (v,) deux suites croissantes.

1» Proposition 1 : « La suite (w,) de terme
général w,, = u,, + v,, est croissante. »

2» Proposition 2 : « La suite (w,) de terme
général w,, = u,, x v, est croissante. »

Un apiculteur a constaté qu'entre 2015 et 2019 le
nombre d'abeilles adultes de sa ruche a diminué d'en-
viron 10% chaque année. Il avait acheté une colonie de

50 000 abeilles en 2015.

Pour tout entier naturel n, on note u,, le terme d'une
suite modélisant le nombre d'abeilles dans la ruche en

I'an 2015 + n.
1» Montrer que u; = 45000 et us = 40 500.

2»  a» Exprimer, pour tout n € IN, u, 1 en fonc-

tion de u,.

On considére la suite (u,) définie par ug = —2 et,
pour tout n € IN, u,11 = 0, 5u, + 3.
1» Déterminer les trois premiers termes de cette
suite.
2» Pour tout n € IN, on pose v,, = u,, — 6.

a» Démontrer que (v,,) est une suite géomé-
trique dont on précisera les éléments ca-
ractéristiques (premier terme et raison).

b» Exprimer, pour tout entier n, v,, en fonc-
tion de n.

c» Exprimer, pour tout entier n, u,, en fonc-
tion de n.

b» En déduire la nature de la suite (up,).

c» Exprimer u,, en fonction de n.
3» Etudier le sens de variation de la suite (uy,).

4» Déterminer le nombre d'abeilles qu'il y aura dans
sa ruche en 2025 selon ce modéle si |'évolution
se maintient.

5» Estimer, avec ce modéle, en quelle année la po-
pulation initiale de la colonie d'abeilles aura di-
minué de moitié.

On considére la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n, par u,, = n® —n + 4.

1» Déterminer les trois premiers termes de la
suite.

2» Exprimer, pour tout entier naturel n, u,
en fonction de n. Développer et réduire.

3» Montrer que, pour tout entier naturel n, on
a:iUprl —up =3n(n+1)

4» Etudier le sens de variations de la suite (u,,).

5» L’algorithme ci-contre contient une fonction seuil qui doit permettre de déterminer un rang p a partir

1 def u(n):
2 return n*x*3 - n + 4

4 def seuil(A):

5 n =20

6 while u(n) < A:
7 n=n-+1

8 return n

duquel tous les termes de la suite sont supérieurs & un nombre réel A.

a» Quel est le role de la fonction u placée avant la fonction seuil?

b» Programmer cet algorithme et exécuter la fonction seuil en prenant A = 100; A = 100 000 et

A = 10'° successivement. Que renvoie-t-elle a chaque fois ?

c» La suite (u,) semble-t-elle disposer d'une valeur maximale ?

Maths Tale Spé
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Exercices Suites et récurrence

On colorie la surface d'un rectangle de 1 métre de largeur et de 2 métres de longueur de la fagon suivante : on
commence par colorier la moitié de la surface du rectangle, puis la moitié de la surface restante, puis la moitié
de la nouvelle surface restante et ainsi de suite.

Etape n°2
Etape n°1

Etape n°3

1» Au long terme, de quelle valeur I'aire de la surface coloriée semble-t-elle se rapprocher ?

2» Déterminer a partir de quelle étape I'aire coloriée représente 99, 5% de cette valeur limite.

. . . . n(n+1
Alice doit démontrer par récurrence que, pour tout entier n supérieur ou égal 32, 1+2+3+---+n = g

Sur le point de terminer sa démonstration, son chaton a sauté sur son bureau et a renversé du correcteur blanc!
Aidez Alice a réécrire les parties manquantes de sa rédaction ci-dessous.

Pour n un entier supérieur ou égal 3 2, on note P(n) la proposition
« ».
Montrons que P(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal a 2 par récurrence.

Initialisation : D'une part,
D’autre part,
On a ainsi montré que est vraie.

Hérédité : Soit n

On suppose vraie; autrement dit
Démontrons que ; autrement dit que
Par hypothése de récurrence : 1 +2+3+---+n = , donc :

142434+ ---4+n+(n+1)=

en factorisant par n + 1.
Donc est vraie.

Conclusion : par le principe de récurrence, on en déduit que
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Suites et récurrence

Exercices

On considére la suite (u,) définie par ug = 1 et
Up+1 = 2un + 1.
Montrer que, pour tout n € IN,

w, = 2" — 1,

La suite (u,) est définie par up = 1 et pour tout
entier naturel n, u, .1 = 0, 5u, + 0,4.

Démontrer a I'aide d'un raisonnement par récurrence
que, pour tout entier naturel n,

Un =0, 8.

On considére la suite (v,,) définie pour tout entier

naturel par v,,1 = /v, + 6 et vg = 10.
Démontrer que pour tout n € N,

3 < v, <10.

Soient a et r deux réels. On considére la suite arith-
métique (u,) de terme initial ugp = a et de raison
r. (On rappelle que pour tout entier naturel n, on a
alors up 41 = up +1.)

Montrer que, pour tout entier naturel n,

Up = a+ TN

Objectif Bac

La suite (u,) est définie par ug = —1 et pour tout
entier naturel n, u,41 = 0,9u, — 0, 3.

Démontrer a I'aide d'un raisonnement par récurrence
que, pour tout entier naturel n, u,, = 2 x 0,9™ — 3.

La suite (u,) est définie par ug = 3 et pour tout

entier naturel n, u,,1 = 3 Uy + 3 n+ 1.

Démontrer a I'aide d'un raisonnement par récurrence
que, pour tout entier naturel n, n < u,, <n + 3.

La suite (u,) est définie par ug = 3 et pour tout
entier naturel n, u,+1 = du, — 4n — 3.

Démontrer a I'aide d’un raisonnement par récurrence
que, pour tout entier naturel n, u, = n + 1.

On considére la suite (u,) définie pour tout entier
naturel par u, 1 = 3 Up + 2 et ug = 2.

Démontrer par récurrence que la suite (u,,) est crois-
sante.

La suite (u,,) est définie par ug = 400 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 0, 9u,, + 60.
Démontrer a I'aide d'un raisonnement par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u,, < upy1 < 600.

On considére la suite (a,,) définie par ag = 0,1 et pour tout entier naturel n, a,+1 = 1,9a,(1 — ay,).

1» On considére la fonction f définie sur [0;1] par f(x) = 1,92(1 — x).

a» Etudier les variations de la fonction f sur [0;1].
b» En déduire que, si z € [0;1], alors f(x) € [0;0, 5].

2» Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < a, < a,4+1 <0,5.

Maths Tale Spé
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Corrections Suites et récurrence

Corrections

Correction de l'ex 1

Pour les suites définies explicitement, il suffit de remplacer le n dans |'expression par le rang demandé :

U U2 us Us

N+5|3x1+5=8|3%x2+5=11|3x3+5=14|3x5+5=20

2" —1 2l —1=1 22-1=3 22 —1=7 2°—-1=31
_n_ 1 _ 1 2 _ 2 3 _ 3 4 _ 4
ntl T+1 2 241 3 341 4 1 -5

Pour les suites définies par récurrence, il faut calculer les termes de proche en proche :

»up =2up+7=2x14+7=9 »ug =2u3+7=2x57+7=121
» Uy =2U1 +T7T=2%x9+7=25
> U3 =2U +7=2x%x25+7=057 »us =2uy +7=2x1214+7 =251

Attention, pour la derniére suite, on fait intervenir a la fois u,, et n tout seul :

» up =3ug—2x0=3%x2—-2x0=6 » Uy =3u3z —2x3=3x44 -2 x 3 =126
» up =3u; —2x1=3x6—-2x1=16
» uzg =3us —2x2=3x16—-2x2=44 » us = 3uy —2x4=3x126 -2 x4 =370

Correction de l'ex 2

Méthode : partez de t, = f(n), colorez (sur votre feuille ou dans votre téte) chaque occurrence de n, et
remplacez-13 par le nouvel indice. Mettez systématiquement des parenthéses ! Il vaut mieux simplifiez a posteriori
des parenthéses inutiles plutot que d'oublier d’écrire celles qui sont capitales.

t’n, tn, +1 t t2n, t3n—2
2(n+1)+4 2 +4 - L
2n+4 om 46 o 49 202n)+4 =4dn+4 | 2(3n—2)+4 = 06n
(n+1)2— 2 2 (3n —2)% —
2n)% — (2
n?—n+1 (n+1)+1 +1 (f”inz j;}?jll (Bn—2)+1
=n?>+3n+3 =n?—n+1 n =9n%2—-9n+3
n—2 (’7+1)—2 _ n—1 —2  n-3 (2”)—2 _ 2n—2 (3n—2)—2 _ 3n—4
n+1 (n+1)+1 — n+2 +1 — n (2n)+1 — 2n+1 (B3n—2)+1 — 3n—1

Correction de I'ex 3

On utilise la méthode de la différence, ou du quotient lorsque la situation le permet. Il est conseiller d'abuser
des parenthéses pour éviter les erreurs de signe!

1» Pour tout m entier naturel, v,41 — v, = (4(n+1) —5) — (4n —5) = 4 > 0 donc pour tout n € NN,
Up41 > Uy, donc (vy,) est croissante.

2 2 —2
2» Pour tout n > 1, v41 — v, = |1+ —— ) — [1+ — | = ———— < 0 donc pour tout n € I,
n+1 n n(n+1)
Up+1 < Uy, donc (v,) est décroissante.
v nontl 2n n+n
3» Pourtoutn >1, v, >0 et ntlo_ = = Orn>=1doncn+n=n+1donc

Un, (n+1)2" n+1 n+l
n+n

1 = 1. Donc pour tout n € N, vy,41 = v, (car v, > 0), donc (v,,) est croissante.
n
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Suites et récurrence Corrections

Correction de lI'ex 4

Pour tout n entier naturel,
Prc1—Pn=[(n+ 12 =T +1)+12] = [n? —Tn +12] = [n®* = 5n+6] — [n* = Tn +12] =2n — 6

Or2n—6>0<n >3, donc (p,) est décroissante sur ses trois premiers rangs, et croissante par la suite.

Correction de I'ex 5

On utilise la méthode de la différence, ou du quotient lorsque la situation le permet. Il est conseiller d'abuser
des parenthéses pour éviter les erreurs de signe !

1» Pour tout n entier naturel, w,41 —u, = [-3(n + 1) + 1] — [-3n + 1] = —3 < 0 donc pour tout n € N,
Upt1 > Up, donc (uy,,) est décroissante.

_ u n+2)(n+2 n?+4n+4
2» Pour tout n entier naturel, u,, > 0 et ntl ( I ) = > 1 (le numérateur est
U, (n+3)(n+1) n2+4n+3

plus grand d'une unité que le dénominateur). Ainsi, pour tout n € IN, w,+1 = w, (car u, > 0), donc (uy,)
est croissante.

Untl 2n+1

Up, omn

3» Pour tout n entier naturel, u,, > 0 et = 2 = 1 donc pour tout n € N, u,41 = uy, (car

u,, > 0), donc (u,) est croissante.

4» On ne peut pas utiliser la méthode du quotient car u,, n'est pas toujours strictement positif. Pour tout n

entier naturel AN A A 1 1 )" X 4 Or cette
i urel, upy1 —uy, = [ —= - —= =|—-= ——= =(-= =.
i 3 3 3 3 3 3

quantité n'est jamais de signe constant (la puissance oscille entre positif et négatif a chaque rang), donc
(u,) n'est ni croissante ni décroissante.

Correction de I'ex 6
1» » On note a, le nombre de bactéries dans la boite de pétri aprés n heures. Le nombre de bactéries part de 1
et double a chaque heure, donc on multiplie par 2 & chaque heure, autrement dit on calcule 2 x 2 x --- x 2
avec autant de 2 que le nombre d'heures; ainsi, a,, = 2™.
» On note b,, le nombre de passagers dans le train numéro n. Ainsi, b, = 3n + 50.
2» » On note ¢, le capital de Carole n années aprés 2020. Ainsi, ¢g = 1 000. Chaque année, son capital est
multiplié par 1,02 par rapport a I'année précédente, c'est-a-dire que pour tout n € IN, ¢,,11 = 1,02¢,.
» On note d,, la distance en km parcourue par David le n-iéme jour de son entrainement. Ainsi, d; = 1, 5.
Chaque jour, cette distance est supérieure de 2 km par rapport au jour précédent, soit pour tout n € IN,
dn+1 = dn + 2
3» On note u,, le nombre d'allumettes a I'étape n.
Point de vue par récurrence : on part de u; = 4 allumettes, et a chaque étape, on en rajoute 3 par rapport
a I'étape précédent; autrement dit, pour n entier naturel, w, 1 = u, + 3.

[ —] | —] “ [ —] “ “
ETAPE 1 ETAPE 2 ETAPE 3

Point de vue explicite : on part de 1 allumettes, et on ajoute autant « C » a l'envers, formés de 3
allumettes, que le numéro de I'étape. Ainsi, u,, = 1 + 3n.

' ] ' 1 1 (] ] 1 1
ETAPE 1 ETAPE 2 ETAPE 3
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Corrections Suites et récurrence

Correction de I'ex 7

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r telle que uy = 41 et us = —13. Calculer uqp.

La suite (u,,) est arithmétique, donc elle admet une raison que I'on note r. Deux approches pour répondre a la
question :

Méthode n°1 : Pour tout n € IN, u, 41 = u, + r. Autrement dit, pour passer d'un terme au suivant, on ajoute
une fois la raison. Donc pour sauter de 2 termes, on ajoute 2 fois la raison, soit 27, et pour avancer de 3 termes,
on ajoute 3r. Les termes usy et us étant & 3 rangs d'écart, leur valeur différe de 3r, autrement dit us — us = 37.
En injectant les données du probléme, on obtient » = —18. Les termes us et ug différent de 15 rangs, donc
leur valeur différe de 15 fois la raison : ainsi, ugg = us + 157 = —13 + 15 x (—18) = —283.

Méthode n°2 : Pour tout n € IN, u,, = ug + nr. En particulier, us = ug + 2r et us = ug + 5r. En remplacant

) . o . 41 = uo + 2r .
par les données du probléme, on en vient & résoudre le systéme . En soustrayant la premiére
—13 = up + 57
ligne a la seconde, on obtient —54 = 3r, donc r = —18. En injectant cela dans la premiére ligne, on trouve

ug = 77. En écrivant ugg = up + 20r = 77 + 20 x (—18) = —283.

Correction de I'ex 8
Soient (uy,) et (v,) deux suites croissantes.

1» Proposition 1 : VRAL Soit n entier naturel. Comme (u,,) et (v,,) sont croissantes, les quantités w1 —uy,
et v, 11 — v, sont positives, donc :

Wnp4+1 — Wn = (un-H + Un-‘rl) - (un + Un) = (Un+1 - un) + (UTL-H - Un) =0
— Y

>0 =0
donc w11 = wy, donc (w,) est croissante.
... . . -1
2» Proposition 2 : FAUX. Considérons pour tout n entier naturel non nul, u,, = v, = —, qui sont le terme
n

. . 1 , . .
général de suites décroissantes. Or w,, = u, X v, = — est le terme général d'une suite décroissante.
n

Correction de I'ex 9

1» On utilise la relation de récurrence de la suite :
»up =0,5u0+3=0,5x(-2)+3=2
» uo =0,5u1 +3=0,5x2+3=4

2» a» PourtoutneN, u, =v, +6, et:
VUpt1 = Upt1 — 6 = (0,5u, +3) — 6 =0,5u, —3 =0,5(v, +6) —3=0,5v,

Donc (v,,) est géométrique de raison 0,5, et vg = ug — 6 = —8.
b» Pour tout entier n, v,, = 0,5" x (—8).
c» Pour tout entier n, u, = v, +6 =6 —8 x 0,5".

Correction de I'ex 10

1» Diminuer une quantité de 10% revient a la multiplier par 0,9. Ainsi, u1 = 0,9xug = 0,9 x 50000 = 45000.
De méme, us = 0,9 x uy = 0,9 x 45 000 = 40 500.
2»  a» Pourtout ne N, uy41 =0,9 x uy,.
b» La suite (u,) est géométrique de raison 0,9 et de premier terme ug = 50 000.
c» Pour tout n € N, u,, = 0,9™ x 50 000.

3» la suite (u,) est géométrique de raison inférieure 3 1, elle est donc décroissante.
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Suites et récurrence Corrections

4» L'année 2025 est 10 ans aprés |'année 2015 représentée par ug, on cherche donc a calculer uyg. D'aprés
une question plus haut, w19 = 0,919 x 50 000 ~ 17 434.

5» On peut calculer le tableau de valeurs de (u,,) a la calculatrice et chercher le premier rang pour lequel w,,
passe en-dessous de 25 000. Pour répondre algébriquement a cette question, on utilise le logarithme :

U, < 25000
< 0,9" x 50000 < 25000
< 0,9"<0,5 (car 50 000 > 0)
< In(0,9") < In(0,5) (car In est croissante sur R*)
< nln(0,9) < In(0,5)
In(0, 5)
> n(0,9) <0
— n n(0,9) (car In(0,9) < 0)
In(0,5) . . . R . . N
Or (0,9) ~ 6,6, mais n est entier, donc n = 7. Ainsi, aprés 7 ans, soit en 2022, la population d'abeille
n b

aura diminué de moitié.

Correction de I'ex 11

1» On utilise la relation de récurrence de la suite :
»up =4
rup=13—-1+4=4
»us=23-2+4=10

2» Pour tout n entier naturel,
Upi1 = +1)2 =+ 1) +4=n>+3n>+3n+1-n—-1+4=n>+3n>+2n+4
3» Pour tout entier naturel n,
Upi1 —Up = (N> +30% +2n4+4) —n® —n +4 =302 +3n =3n(n+1)

4» Pour tout n entier naturel, u,+1 — u, = 3n(n + 1) = 0 donc u,41 > u, donc (u,) est croissante.

5» a» La fonction u prend n en argument et renvoie la valeur de w,,.
b» Pour A = 100, on obtient 5. Pour A = 100 000, on obtient 47. Pour A = 1019, on obtient 2 155.
c» Non : il semble que quelque soit le seuil, aussi grand soit-il, la suite parvient & dépasser ce seuil.

Correction de I'ex 12

1» Aulong terme, le rectangle tend a étre complétement rempli, autrement dit la surface coloriée se rapproche
de 2.

2» A chaque étape, la surface restante est divisée par 2 : aprés |'étape 1, il reste 1 m?, aprés |'étape 2, il
. 1 . . 2 .
reste 3 m?2, aprés |'étape 3, il reste 1 m2... Aprés |'étape n, il reste donc on m?. Le fait que 99,5% de la

surface soient recouverts équivaut a ce que 0,5% ne le soit pas. Ainsi, on cherche la premiére étape n telle
que la surface passe en-dessous de 0,5% de 2, c'est-a-dire 0,01 m?2. Autrement dit, on cherche a résoudre

2 . . . .
o < 0,01. Cela équivaut a 2™ > 200. On peut calculer les premiéres puissances de 2 pour voir que
28 = 256 est la premiére 3 satisfaire I'inégalité. De maniére plus systématique, on utilise le logarithme :

1n(200)
"> = =
2" > 200 < nln(2) > In(200) < n ()

~ 7,6, mais n est entier donc n > 8.
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Correction de I'ex 13

Pour n un entier supérieur ou égal & 2, on note P(n) la proposition
1
«1+24+3+---4+n= M >

Montrons que P(n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal a 2 par récurrence.

Initialisation : D'une part, 1 +2 =3
22+1) _,

On a ainsi montré que P, est vraie.

D'autre part,

Hérédité : Soit n = 2.

. . +1
On suppose P,, vraie; autrement dit 1 +2+3+ -+ +n = %
. . +1 +2
Démontrons que P,, 11 est vraie; autrement ditque 1 +2+---+n+ (n+1) = %
1
Par hypothése de récurrence : 1 +2+3+---+n = % donc :
n(n +1
1+2+3+-~-+n+(n+1):(T)—k(n—l—l)
_nn+1)  2(n+1)
2 2
~nn+1)+2(n+1)
a 2
_ (n+2)(n+1)
B 2

en factorisant par n + 1.
Donc P,, 41 est vraie.

Conclusion : par le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € IN, P,, est vraie.

(Remarque : la conclusion d’Alice est un peu maigre, elle mérite d'étre davantage étoffée!)
Correction de I'ex 14
Pour n € IN, on note HR,, : « up = 2" — 1 ».

D’apres I'énoncé, ug = 1, or 2071 — 1 =1 = yg donc HRg : « ug = 2°t1 — 1 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : < Upi1 = 2”2 — 1 » est alors vraie.

i Upy1 = 2Uy + 1 d’aprés la relation de récurrence de (u,,)
'_
a =202"" —1)+1 d’aprés HR,
‘L
& =212 11
T
donc HR, ;1 est vraie.
On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
Ol d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
O

Uy = 27— 1.
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Correction de I'ex 15

Pour n € IN, on note HR,, : « u, = 0,8 ».
D'apres I'énoncé, ug =1 = 0,8, donc HRg : « ug = 8 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : « un4+1 = 0,8 » est alors vraie.

Uy = 0,8 d'aprés HR,,
donc 0,5u, >0,5x0,8=0,4 car 0,5 >0
>0,4+0,4=0,8

donc 0,5u, + 0,4
_———

=Un+1

HEREDITE

donc u,41 =0,8

donc HR,, .1 est vraie.

_ifl On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 |'est également :

8 d’apres le principe de récurrence, pour tout n € IN, H'R,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN, u,, > 0, 8.

Correction de I'ex 16

On consideére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel par v, 1 = +/v, + 6 et vy = 10.
Pour n € IN, on note HR,, : « 3 < v, <10 ».
D'apres I'énoncé, vy = 10, et 3 < 10 < 10, donc HRp : « 3 < vy < 10 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 41 : « 3 < vp41 < 10 » est alors vraie.

Uy = 0,8 d'aprés HR,,
donc 0,5u, > 0,5x0,8=0,4 car 0,5 >0
>0,4+0,4=0,8

donc 0,5u, + 0,4
| ——

=Un+1

HEREDITE

donc un41=0,8

donc HR,, .1 est vraie.

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
Ol d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
O

3 < v, < 10.
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Correction de I'ex 17

Pour n € IN, on note HR,, : « up, = a +rn ».
Onaa+r=a=ugdaprés I'énoncé, donc HRg : « ug =a +r x 0 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR,, 11 : « Uupt1 =a+7(n+ 1) » est alors vraie.
Upt1 = Up + T d’apres la relation de récurrence de (u,,)

=a+rn d'aprés HR,
=a+r(n+1)

HEREDITE

donc HR, 11 est vraie.

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
Up = @+ TN.

CCL

Correction de I'ex 18

Pour n € IN, on note HR,, : « up, =2 x0,9" —3 ».
D’aprés I'énoncé, ug = —1, or 2 x 0,9 —3 = —1 = ug donc HRo : « ug = 2 x 0,9° — 3 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR, 11 : « Upy1 = 2 x 0,973 — 3 » est alors vraie.

& Upy1 = 0,9u, — 0,3 d'apres la relation de récurrence de (u,,)
= =0,9(2%x0,9"—3)—0,3 d'aprés HR,,
L
1

& =2x0,9"t -3
T

donc HR, 11 est vraie.

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
Ol d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
O

U, =2 % 0,9" — 3.
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Correction de I'ex 19

Pour ne N, on note HR, : « n < u, <n+ 3 ».
D'aprés I'énoncé, ug =3 et 0 <3 <0+ 3, donc HRo : « 0 < ug <0+ 3 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR ;11 : « n+ 1 < upye1 <n+4 » est alors vraie.

n<u, <n+3 d'aprés HR,
1 1 1 1
donc §n< §un< §(n—|—3) car 5 >0
= d ! +1 +1<1 +1 +1<1( +3)+1 +1
= onc -—n+ -n <-up+2on < = (n -n
a 2" "2 2 2 2 2
-

% =Un+1
T

donc (M<)n+1<upp1 <n+2,5(<n+3)

donc n<upy <n+3

donc HR,, .1 est vraie.

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
d’'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
n<u, <n+ 3.

CCL

Correction de I'ex 20

Pour ne N, on note HR,, : « up, =n+1 ».
D'aprés I'énoncé, ug =3 =0+ 1, donc HRg : « ug = 0+ 1 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR, 11 : « Unt1 =1+ 2 » est alors vraie.

Uy, =N+ 1 d'aprés HR,,

= donc  bSu, = 5(n+1) car5>0
& donc Su, —4n—-3=5(n+1)—4n—3
Ll —_——
% =Un+1
X donc upp1=n+2

donc HR 41 est vraie.

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
Ol d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
)}

Up =n+ 1.
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Correction de l'ex 21

Pour n € IN, on note HR,, © « Upi1 = Uy >.
D’'aprés I'énoncé, ug = 2, et u; = ug + 2 = 4 > ug, donc HRo : « uy = ug » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR, 11 : € Unpio = Upy1 » est alors vraie.

Upt1 = Unp d'aprés HR,
q 1 - 1 1 0
onc  —Upy1 = U car — >
=) 1 1
o donc  —upi1+2= -up, +2
& 3 3
T =Un+2 =Un+1
donc  Upio = Upia
donc HR, 11 est vraie.
On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
Ol d'aprés le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € IN,
O

Upt1 = Up, CE qui signifie que (u,,) est croissante.

Correction de I'ex 22

Pour n € IN, on note HR,, : « 0 < up < Ups1 < 600 ».
D’aprés I'énoncé, ug = 400, et u; = 0,9ug + 60 = 420, or 0 < 400 < 420 < 600, donc HRy : «
0 <wup < up <600 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : « 0 < upa1 < Upyo < 600 » est alors vraie.

0 < up < upe1 <600 d'aprés HR,,
L}i_J donc 0,9 x0<0,9, <0,%,,1 <0,9 x 600 car 0,9 >0
Al donc 2<0,9u, +2<0,%,+1 +2<0,9 x 600+ 2
W [ — ————
5 =Un 41 =Un 2
L1 donc (0 <)2 < Upy1 = Unyo < 542(< 600) donc 0 < Upg1 = Upgo < 600
donc HR,, .1 est vraie.
On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 1 I'est également :
-

Ol d'apres le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € NN,
CR0 < up < uppr < 600, ce qui signifie que (u,,) est croissante.
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Correction de I'ex 23
On consideére la suite (a,,) définie par ag = 0,1 et pour tout entier naturel n, a,+1 = 1,9a,(1 — a,).

1» a» On pourrait dériver f et dresser son tableau de variations, mais on peut aussi étre plus astucieux :
f est une fonction polynéme de degré 2, de coefficient dominant —1,9 < 0 et de racines 0 et 1. En
particulier, f est croissante puis décroissante, et son sommet est le milieu de ses racines, soit 0, 5.
Ainsi, f est croissante sur [0;0, 5] puis décroissante sur [0, 5; 1].

b» L'argument précédent permet de dire que le sommet de la courbe de f est le maximum de f, et
£(0,5) = 0,475 < 0,5. Donc pour tout x € [0;1], f(z) <0,5.

2» Pour n e N, on note HR,, : « 0 < ap < apy1 < 0,5 ».

D’aprés I'énoncé, ag = 0,1, et u3 = 1,9a0(1 — ag) = 0,171, or 0 < 0,1 < 0,171 < 0,5, donc
HRy: « 0<ap <ay <0,5 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : « 0 < api1 < Gnyo < 0,5 » est alors

vraie.
0<a, <apy1 <0,5 d'aprés HR,

‘L
= donc  f(0) < f(an) < flant+1) < £(0,5) car f est croissante sur [0;0, 5]
[
- donc 0< ant1 < anio <0,475<0,5
‘L
T

donc HR,, ;1 est vraie.

On a montré que HRy est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, .1 |'est
Ol également : d’apres le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour
O

toutne N, 0 <a, <aps1 <0,5.
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a Combinatoire et dénombrement

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1

Simplifier les écritures suivantes :

(n+5)!
(n+7)!

A» (n+1) xnl
(n+2)!
(n+2)(n+1)

>

B»

Exercice 2

Ecrire les nombres suivants a |'aide de factorielles :

A L Cr 5x4x3x2
Ix2x1 1
B>8><7X6 >13><14

Exercice 3

Calculer a la main :

10 64
> »

1 63

(48) (20>

> >

47 2

55 30
> >

0 29

Exercice 4
En utilisant la formule du coefficient binomial, dé-
montrer que pour tout entier n > 2,

(5) -

Exercice 5

On effectue dix lancers d'une piéce de monnaie. Le
résultat d'un lancer est « pile » ou « face ». On
note la liste ordonnée des dix résultats.

Quel est le nombre de listes ordonnées possibles 7

25

Exercice 6

Quel est le nombre de maniéres de placer cinq per-
sonnes sur un canapé comptant cinq places?

Exercice 7

On note A = {b;i;e;n}.

1» Donner tous les arrangements a deux éléments
de I'ensemble A.

2» Combien y a-t-il de permutations de I'ensemble
A?

Exercice 8

Soient A et B deux ensembles disjoints tels que
card (A) = 11 et card (B) = 8.

Calculer card (A U B) et card (A x B).

Exercice 9
On considére I'ensemble F' = {a;b;c;d;e}.

1» Donner toutes les parties de F' de cardinal 3.

2» En déduire la valeur de <§)

Exercice 10

L'adresse IP est un numéro qui identifie chaque ap-
pareil connecté a internet. Une adresse de type IPv4
est composée de quatre nombres compris entre 0 et
255 inclus.

1» Est-ce suffisant pour identifier cinqg milliards
d’appareils de maniére unique ?

2» De nouvelles adresses, dites IPv6, utilisant six
nombres compris entre 0 et 255 inclus voient le

jour. Combien d’adresses IPv6 existe-t-il 7 Arron-
dir a 10'°.




Combinatoire et déenombrement

Exercices

Vrai ou faux? Pour tout entier n > 1,

1 1

1
nl (n+1)! n

Je comprends mon cours

Quinze personnes se rencontrent : chacune d'elles
serre la main a chacune des autres. Combien y a-t-il
de poignées de main échangées?

On considére I'ensemble A = {7:8;9}. Enumérer
toutes les parties de A.

Une assemblée de 20 personnes doit élire un comité
de 4 membres : un président, un vice-président, un
trésorier et un secrétaire.

Combien de comités différents peut-elle élire ?

Déterminer le nombre de fagcons de ranger quatre
livres sur deux étagéres.

Au championnat du monde d'athlétisme, la finale de
saut a la perche se joue entre huit athlétes. Com-
bien y a-t-il de classements possibles sans ex-quo ?
Justifier.

Dix coureuses participent a la finale du 100 métres.
Toutes arrivent et il n'y a pas d'ex-aequo. Combien
y a-t-il de podiums possibles 7 Justifier.

Un lycée compte 150 éléves en terminale. Parmi eux,
90 sont des filles, dont 70 suivent la spécialité maths.
Par ailleurs, 20 garcons ne la suivent pas. Détermi-
ner le nombre de garcons qui suivent la spécialité
maths en terminale.

En informatique, un octet est composé de huit va-
leurs qui sont soit 0 soit 1.

Combien y a-t-il d'octets possibles? Contenant
exactement quatre 17

En France, les préfixes des numéros de télé-
phone sont attribués a des opérateurs téléphoniques.
Orange posséde tous les numéros commengant par
06 7 et 06 8. Combien cela représente-t-il de numé-
ros?

Sur une grille de seize cases, on souhaite placer six
pions, indiscernables les uns des autres. Une case ne
peut comporter qu'un seul pion au maximum.

De combien de maniéres peut-on procéder?

Combien existe-t-il de codes, de quatre chiffres, pour
une carte bancaire?

(Bonus : exclure les codes & quatre chiffres iden-
tiques, ou les suites de quatre chiffres consécutifs,
croissantes ou décroissantes.)

Au jeu du 421, on jette trois dés simultanément. Le
but est de réaliser des combinaisons qui rapportent
un certain nombre de points. Le plus grand score est
obtenu avec un 4, un 2 et un 1, et le plus petit avec
un 2, un autre 2 et un 1. Un brelan est |'obtention
de 3 dés identiques.

1» De combien de facons peut-on obtenir le plus
grand score ?

2» De combien de facons peut-on obtenir le plus
petit score ?

3» De combien de facons peut-on obtenir un bre-
lan?

Combien peut-on former d'anagrammes du mot «
LAITUE » 7 et du mot « FEMMES » ?

Maths Tale Spé
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Objectif Bac

Deux urnes U; et Us contiennent respectivement 4
boules noires et 6 boules blanches dans I'urne U; et
1 boule noire et 3 boules blanches dans I'urne Us.

1» Combien y a-t-il de tirages possibles de deux
boules simultanément dans I'urne U ?

2» Combien y a-t-il de tirages possibles de deux
boules simultanément dans |'urne U; contenant
exactement une boule blanche et une boule
noire ?

3» On considére |'expérience aléatoire suivante : on
pioche simultanément deux boules dans I'urne
U; que I'on place dans |'urne Us, puis on pioche
au hasard une boule dans |'urne U,. Déterminer
la probabilité de tirer une boule noire dans I'urne
Us.

Chaque semaine, un jeu de Loto sportif propose une
grille avec 15 rencontres de football. Le jeu consiste
a pronostiquer les résultats des 7 premiers matchs
de la liste (jeu & 7) ou des 15 matchs (jeu a 15).
Pour chaque match, trois réponses sont possibles :
I'équipe 1 gagne (réponse « 1 »), les équipes 1 et
2 font match nul (réponse « N »), I'équipe 2 gagne
(réponse « 2 »). Le parieur coche une seule des trois
cases pour chaque match.

1» De combien de facons différentes peut-on rem-
plir une grille pour le jeu a 77 pour le jeu a 157

2» Pour le jeu a 7, on « gagne» a partir de 6 ré-
ponses exactes et pour le jeu a 15 a partir de 12.
Combien y a-t-il de grilles gagnantes pour le jeu
a 77 pourlejeualb?

3» En répondant au hasard, quelles sont les proba-
bilités de gagner au jeu a 77 Et au jeu a 157
Arrondir au premier chiffre significatif.

On constitue une main de 8 cartes & partir d'un jeu
de 32 cartes. Combien peut-on faire de mains conte-
nant au moins une carte de pique?

On dispose des chiffres "0", "1", "2" et "3".

1» Combien de nombres & quatre chiffres distincts
peut-on construire a partir de ces quatre chiffres :

a» en autorisant le "0" en premiére position ?
b» en interdisant le "0" en premiére position ?

2» Combien de nombres a trois chiffres distincts
peut-on constituer & partir de ces quatre chiffres :

a» en interdisant le chiffre "0" en premiére po-
sition ?

b» en autorisant le chiffre "0" en premiére posi-
tion et en obligeant le nombre obtenu a étre
multiple de 37

L'entrée d'un immeuble est commandée par un di-
gicode qui posséde 10 chiffres et 4 lettres. Un code
comporte cing éléments : trois chiffres suivis de deux
lettres.

1» Combien y a-t-il de codes possibles ?

2» Combien de codes commencent par le chiffre 07

3» Combien de codes commencent par trois chiffres
identiques ?

4» Combien de codes ont deux lettres identiques 7

Lors de I'oral d'un concours, un candidat choisit deux
sujets aléatoirement dans une banque publique de 80
sujets.

1» Combien y a-t-il de tirages possibles?

2» Dans le cas ou le candidat a préparé 10 des 80
sujets, quel est le nombre de tirages possibles
comportant au moins I'un des sujets qu'il a pré-
paré?

3» Quel est le nombre minimal de sujets qu'il aurait
dii préparer pour que plus de neuf tirages sur dix
contiennent au moins I'un des sujets révisés ?

On constitue un groupe de 6 personnes choisies

parmi 25 femmes et 32 hommes.

1» Combien de facons y a-t-il de constituer ce
groupe ?

2» Combien y en a-t-il ne comportant que des
hommes?

3» Combien y en a-t-il ne comportant que des per-
sonnes de méme sexe ?

4» Combien y en a-t-il comportant au moins une
femme et au moins un homme?

27
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Exercices

Vers le supérieur

Soit A={M;A;T;H;S}et B={0;1}.
1» Enumérer tous les éléments de A x B.
2» En déduire card (A x B).

2n
Pour tout n € IN*, on pose u,, = ( ) Montrer
n

que la suite (u,) est strictement croissante.

. 2n .
Soit n € IN*. Montrer que <k> est maximal pour

2
k = n. (Indication : étudier le quotient de < ]j ) par
2n
()

Un sac contient cinq jetons blancs et trois noirs. On
tire trois jetons simultanément dans le sac. Quelle
est la probabilité de tirer trois jetons de la méme
couleur?

Soient k et n deux entiers naturels non nuls tels que
k < n. Montrer que :

(o) =()

Le sélectionneur de I'équipe de France de foot-
ball doit choisir les onze joueurs qui débuteront un
match. Il a 23 joueurs a sa disposition.

1» Sans prendre en compte le poste de chaque
joueur, combien d'équipes peut-il former?

2» Parmi les 23 joueurs, on trouve trois gardiens,
huit défenseurs, cing milieux de terrain et sept
attaquants. Sachant que I'équipe sera composée
d'un gardien, de quatre défenseurs, de trois mi-
lieux de terrain et de trois attaquants, combien
d’équipes le sélectionneur peut-il former avec ces
nouvelles contraintes ?

Soient A et E deux ensembles finis tels que A < E.
On appelle complémentaire de A dans E |'ensemble
E\A, parfois noté A s'il n'y a pas d’ambiguité sur
E, et qui regroupe tous les éléments de E qui ne
sont pas dans A.

1» Justifier que An A = .
2» Justifier que AU A = E.

3» Démontrer que :

card (A) = card (E) — card (4).

Soient A et B deux ensembles finis. La différence de
A et B est I'ensemble noté A\B qui contient tous
les éléments de A qui n’appartiennent pas a B.

1» Faire un dessin représentant deux ensembles A
et B qui s'intersectent. Sur ce dessin, représenter
An B, A\B et B\A.

2» Que vaut (A\B)u (AnB)?
3» En déduire que card(Au B) = card(A4) +
card (B) — card (A n B).

Soient A et B deux ensembles finis. La différence
symétrique de A et B est |'ensemble noté AAB qui
contient tous les éléments qui sont soit dans A, soit
dans B, mais pas dans les deux a la fois.

1» Faire un dessin représentant deux ensembles A
et B qui s'intersectent. Sur ce dessin, représenter
AAB.

2» Justifier que AAB = (AU B)\(An B).
3» En déduire une définition de AAA.

4» Démontrer que card (AAB) =
card (B) — 2card (A n B)

card (A) +
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Corrections Combinatoire et dénombrement

Corrections

Parfois, le détail des calculs n'est pas détaille. Sur une copie, il faut tout écrire et expliquer. Ici, on économise de la
place. Pour plus de détails sur les calculs, consultez une source extérieure.

Correction de I'ex 1

A (n+)xnl=n+1)xnx(n—1)x--x2x1=(n+1)!

B (n+2)! :waxnx(n—l)x~'x2x1:n‘
(n+2)(n+1) (nA4-2) x (n+1] '

L (45! (457 x (44T x o~ x I x [ 1
(n+7)! (n+7)x (n+6) x A5 x a4 x o~ xEx L (n+7)(n+6)

Correction de l'ex 2

11
" 3x2x1 31
B»8><7><6:8><7X6X5X4X3X2X1:8—!
Bx4x3x2x1 5!
Cr 5x4x3x2=5x4x3x2x1=05!
1 12x11x---x2x1 12!

D»

I3x14 14x13x12x1lx--x2x1 14!

Correction de I'ex 3

Commencons par évacuer les « 0 parmi... » et « 1 parmi... » et leurs symétriques, qui ne nécessitent aucun

calcul :

55 14 10 48 64 30 50
G)-1 ()=t (Do (@) (@)= G- (7)-»
Pour les autres, on utilise la formule avec les factorielles :

| e
20 20! _20><19><,1/8’><,17/><//></1/:20><19:10><19:190

~ 182! WWx VT x . ~xIx2x1 2
) 120 12x11x10xFxgEx-~x) 12x11

— = =6x11 =066
912! Ix Ex ~xIx2x1 2 x

) 6! _Bxb5xdxBxZxy o . o
)-

v

3B FxIxIxgFxEx )

8! BXTxO6x5xAxFxIx]) Tx6x5 X2xH5=T7x10=

FTI P PY Y £ FEF EY S R
11> 11! 11xmxgxsxwﬁxw%“zxzxi:11x3x2x7:11x42:462

516! Bxdx3xZxIxBxBxAxFxIx)

Correction de l'ex 4

n\ _ ol nx (n—1) x (n—2 x (A x ~<xEx 1 nn—1)
()~

0 —

I(n—2)! (=2 xm—ATx.~xIxIx2x1 2
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Combinatoire et déenombrement

Corrections

Correction de I'ex 5

» Pour le premier lancer, il y a 2 choix.
» Pour le deuxiéme lancer, il y a 2 choix.

|

» Pour le k-iéme lancer, il y a 2 choix.

Correction de I'ex 6

» Pour la premiére place, il y a 5 possibilités.

» Pour la deuxiéme, il n'y en a plus que 4 puisqu’'une
personne est assise.

» Pour la troisiéme, il n'y en a plus que 3 puisque deux
personnes se sont assises.

» Pour la quatriéme, il n'y en a plus que 2 puisque
trois personnes se sont assises.

> ...
» Pour le dixiéme lancer, il y a 2 choix.

Il'y adonc2x2x---x2 = 219 listes ordonnées

possibles.

» Pour la cinquiéme, il n'y en a plus que 1 puisque
quatre personnes se sont assises.

Iy adonc5 x4 x3x2x1=05!=120 possibilités.

(Remarque : il s'agit d'une permutation : il s'agit de
compter toutes les maniéres d'ordonner ces cinq per-
sonnes.)

Correction de I'ex 7

1» Arrangements : pas de répétition, I'ordre compte.
{(byi) ; (bye); (byn); (i,e); (i,n); (e,n); (4,0); (e,b); (n,b); (e,1); (n,i); (n,e)}

2» L'ensemble A contient 4 éléments, donc admet 4! = 24 permutations.
L'exercice ne le demandait pas, mais si on veut les énumérer, il faut s'organiser : on a regroupé ci-dessous
toutes les permutations commencant par un méme lettre avec des couleurs. Chaque couleur est divisée en
trois lignes, selon la deuxiéme lettre. Aprés avoir classé par premiére et deuxiéme lettres, il ne reste que deux

possibilités !
» bien » bine » iben » bne » ebin » ebni
» beil » beni » ebn » ienb » eibn » einb
» bnie » bnei » ineb » inbe » enib » enbi

Correction de I'ex 8

Les ensembles A et B sont disjoints donc card (A n B) = 0, donc d'aprés la formule du crible, card (A u B) =
card (A) + card (B) —card (A~ B) =11+ 8 — 0 = 19.
Sans nécessiter aucune hypothése, card (A x B) = card (4) x card (B) = 11 x 8 = 88.

Correction de I'ex 9

1» Parties d’un ensemble : pas de répétition, pas d'ordre. Pour s'organiser, plutét que de choisir les trois lettres
a garder, on peut choisir les deux lettres a écarter. On scinde la liste en deux camps : les parties qui écartent
le a et celles qui ne |'écartent pas. Dans le premier camp, il y a 4 parties, excluant chacune des autres lettres.
Dans le second, on peut scinder en deux sous-camp, selon |'exclusion ou non du b. Et on répéte jusqu'a
avoir terminé.

> {gd; b; c; d; €} ;L
;b

» {d;b;¢;d; ¢}

> {a; B ¢ d; e}
> {a; B c; ds e}

> {a; B c; ds ¢}
> {a; b; ¢ s ¢}

> {d; B cid; e}
» {d: b d; e}

2» Par définition, (g) est le nombre de parties a 3 éléments d'un ensemble de cardinal 5. C'est précisément la

situation de la question précédente, donc (g) = 10.

IS

hd; f

i fsds ¢}
s e}

S
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Correction de I'ex 10
1» Le premier nombre a 256 (attention! pas 255) possibilités, le deuxiéme également, etc. Il y a donc 256 x
256 x 256 x 256 possibilités. La calculatrice permet de conclure que la réponse est non.

Fun fact : une approximation trés classique est de dire que 2'° = 1024 ~ 10%. Comme 256 = 28, le nombre
a estimer est (28)% = 232 = 22 x (210)3 ~ 22 x (103)3 = 4 x 10°. Il y a donc environ 4 milliards d’adresses
IPv4.

2» Similairement a la question précédente, on calcule 256% ~ 28 147 x 1010,

Correction de I'ex 11

= 1 1 1 1 2 1
aux ipourn =1, — — — = = # —.
P n 21 271
Correction de I'ex 12
» Pour la premiére valeur, il y a 2 choix. » Pour la k-iéme valeur, il y a 2 choix.
» Pour la deuxiéme valeur, il y a 2 choix. -
S » Pour la dixiéme valeur, il y a 2 choix.

llyadonc2x2x---x2=28 =256 octets possibles.

Pour choisir un octet contenant exactement quatre 1, on peut choisir la position des quatre 1 et remplir le
reste de 0. Les 1 sont tous interchangeables, et on ne peut pas placer deux 1 3 une méme position (absence
de répétition) : une combinaison permet donc de dénombrer les possibilités. Il y a 4 éléments a choisir et 8

. 8
positions, donc <4) = 70 octets contenant exactement quatre 1.

Correction de I'ex 13

IAIIez voir la vidéo de El JJ « Deux (deux ?7) minutes pour... les nombres de Catalan (4:48) ».

Correction de I'ex 14
Il faut s'organiser : on va classer les parties selon leur cardinal.
» Partie de cardinal 0 : &
» Parties de cardinal 1 : {7}, {8}, {9}
» Parties de cardinal 2 : {7;8}, {7;9}, {8;9}
» Partie de cardinal 3 : {7;8;9}

Correction de I'ex 15

[l s’agit de choisir 4 éléments distincts (sans répétition) dans un ensemble a 20 éléments. Les réles du comité
ne sont pas interchangeables (I'ordre compte). Il s'agit donc d'un arrangement de 4 parmi 20.
20!

A204=1—6|=20x19x18x17=116280
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Correction de I'ex 16
Deux maniéres de résoudre ce probléme :
» Par disjonction de cas : on sépare les cas selon le nombre de livres sur la premiére étagére.

e S'il y a 0 livre sur la premiére étagére : il faut en ranger O sur la premiére étagere (1 possibilité : ne
rien faire!) et 4 sur la deuxiéme étagére (4! = 24 possibilités; il s'agit d'ordonner 4 éléments, c'est une
permutation). Au total, 1 x 24 = 24 possibilités.

e S’il y a1 livre sur la premiére étagére : il faut choisir le livre qui ira sur la premiére étagére ((;l) = 4 choix)
puis le ranger (1 possibilité). On range ensuite les 3 autres sur la deuxiéme étagére (3! = 6 possibilités).
Au total, 4 x 1 x 6 = 24 possibilités.

e S'il y a 2 livres sur la premiére étageére : il faut choisir les 2 livres
qui iront sur la premiére étagére ((‘21) = 6 possibilités) puis les
ranger (2! = 2 possibilité). On range les 2 livres restants sur la
deuxiéme étagére (2! = 2 possibilités). Au total, 6 x 2 x 2 =24
possibilités.

e S'il y a 3 livres sur la premiére étagere : il faut choisir les 3 livres
qui iront sur la premiére étagére ((5) = 4 choix) puis les ranger

(3! = 6 possibilités). On range le livre restant sur la deuxiéme
étagére (1 possibilité). Au total, 4 x 6 x 1 = 24 possibilités.

e S'il y a 4 livres sur la premiére étagére : il faut en ranger 4 sur
la premiére étagére (4! = 24 possibilités) et 0 sur la deuxiéme
étagére (1 possibilité : ne rien faire!). Au total, 24 x 1 = 24
possibilités. |

Au total, il y a donc 24 + 24 + 24 + 24 + 24 = 120 possibilités.

» Astucieusement : imaginons un cinquiéme livre fantéme. Une fois les 5 livres ordonnés, on place les livres a
sa gauche (éventuellement, aucun livre) sur la premiére étagére dans le méme ordre, et ceux a sa droite sur la
seconde étagére dans le méme ordre. Ainsi, ce livre fantdme permet de choisir simultanément quels livres vont
sur quelle étagére, et dans quel ordre on range chaque étagére. Comme il y a 5! = 120 maniére d'ordonner
les 5 livres, il y a donc 120 facons de ranger 4 livres sur 2 étagéres.

-

// 7

’

7 7
// 7

Correction de I'ex 17

Comme il n'y a pas d'ex-aequo, deux athlétes ne peuvent pas occuper le méme rang, autrement dit il n'y a pas
de répétition. Il s'agit donc d'ordonner les 8 athlétes : c'est une permutation. Il y a 8! = 40320 classements
possibles.

Correction de I'ex 18

Comme il n'y a pas d'ex-aquo, deux coureuses ne peuvent pas occuper le méme rang, autrement dit il n'y a pas

de répétition. Les rangs sur le podium ne sont pas interchangeables : c'est un arrangement. Il y a 10 candidates,

10!
et seulement 3 places, ne nombre de podiums possible est donc A3, = - = 10 x 9 x 8 = 720.

Remarque : on peut raisonner sans arrangement. Pour la médaille d’or, il y a 10 candidates. Pour la médaille
d'argent, il n'y en a plus que 9 puisqu’une coureuse a déja été sélectionnée. De méme, pour la médaille de
bronze, il y a 8 candidates. Il y a donc 10 x 9 x 8 possibilités.
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Correction de I'ex 19
Deux maniéres de présenter |'exercice :

» La mauvaise maniére : on peut nommer des ensembles et étudier leurs cardinaux. Si on note M I'ensemble
des éléves suivant spé maths, M |'ensemble de ceux qui ne la suivent pas, F' |'ensemble des filles et G
I'ensemble des garcons, alors I'énoncé stipule que :

e card (F) = 90 o card (Gn M) =20
e card (FFn M) =170 e card (F U G) = 150

(Le dernier cardinal vient du fait que F' et G partitionnent I'ensemble des éléves du lycée. On aurait pu écrire
card (M v M) = 150 également.)

On cherche alors card (G n M). On va utiliser la formule du crible a plusieurs reprises : on peut partitionner
I'ensemble des garcons selon s'ils suivent la spé maths ou non, autrement dit G n M et G n M sont
deux ensembles disjoints dont la réunion donne G. Ainsi, card (G) = card (G n M) + card (Gn M) =
card (G n M) +20. De méme, F et G sont deux ensembles disjoints, donc 150 = card (F' u G) = card (F)+
card (G) = 90 + card (G) donc card (G) = 150 — 90 = 60, donc card (G n M) = 60 — 20 = 40.

Prenons un peu de recul sur ce qu'on vient d’écrire... Dans un excés de zéle, on a écrit de maniére
incompréhensible que : s'il y a 150 éléves dont 90 filles, il y a donc 150 — 90 = 60 garcons. Si parmi les 60
garcons, 20 suivent la spé maths, alors 60 — 20 = 40 ne la suivent pas... C'est élémentaire! Les notations

mathématiques n'apportent ici pas plus de rigueur et rendent le discours obscur, elles sont donc a éviter!
Mais ce n'est pas une généralité : parfois, elles sont pratiques... quand on n'a pas d’autre alternative !

» La bonne maniére : il y a deux caractéres (fille/garcon, spé maths ou non), on peut donc résumer les
informations dans un tableau croisé d’effectifs.
Spé Pas spé TOTAL
Fille 70 90
Garcons 7 20
TOTAL 150

On voit alors trés vite qu'il suffit de trouver le total de garcons en calculant 150 — 90 = 60 et le point
d'interrogation rouge que I'on cherche en faisant 60 — 20 = 40! On pourrait méme trouver toutes les autres
cases tu tableau...

Morale de I'histoire : pour résoudre un probléme combinatoire, le plus souvent, le principal défi est de
trouver la représentation adaptée. Apreés, ca coule tout seul!

Correction de I'ex 20
Deux maniéres de présenter :

» Considérons les numéros en 06 7. Il reste 7 chiffres 3 attribuer. L'ordre compte, et on a le droit de répéter
un méme chiffre : il s'agit d'une 7-liste. Chaque chiffre a 10 valeurs possibles, il y a donc 107 possibilités. Le
raisonnement est le méme pour les numéros en 06 8, il y a donc au total 2 x 107 numéros commencant par
06 7 ou 06 8.

» Pour le premier chiffre, on a 1 choix (on impose le 0). De méme pour le deuxiéme, on a 1 choix. Pour
le troisieme, on a 2 choix (7 ou 8). Pour chacun des sept suivants, on a 10 choix. Il y a donc au total
1x1x2x10x---x10=2x 107 possibilités.

[ —

7 exemplaires
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Correction de I'ex 21
Les pions sont indiscernables, donc interchangeables. Deux pions ne peuvent pas occuper la méme case, il n'y a

16 16!
donc pas de répétition : il s'agit d'une combinaison de 6 éléments parmi 16. Il y a donc (6) = Tolel 8008

possibilités.

Correction de I'ex 22

L'ordre des chiffres compte, et leur répétition est autorisée : il s’agit d'une 4-liste. Chaque chiffre a 10 possibilités,
donc il y a 10* codes différents.

Pour choisir un code a 4 chiffres identiques, il faut et il suffit de choisir le chiffre que I'on va répéter : il y a 10
choix.

Pour choisir un code a 4 chiffres consécutifs, il faut et il suffit de choisir le premier chiffre. Attention, il n'y
a que 7 possibilités : 6789 est le plus grand code permettant une suite consécutive, au-dela le derniére chiffre
devait étre plus grand que 9, ce qui est impossible.

Par symétrie, il y a également 7 codes aux chiffres décroissants consécutifs.

Il'y a donc 8008 — 10 — 7 — 7 = 7984 codes valides.

Correction de I'ex 23

1» Pour obtenir le plus grand score, il faut obtenir un 4, un 2 et un 1, indépendamment de I'ordre. Autrement
dit, toutes les combinaisons gagnantes sont les permutations de 4, 2 et 1 : il y a 3! = 6 possibilités.

2» Pour obtenir le plus petit score, il faut obtenir un 2, un autre 2 et un 1, indépendamment de I'ordre.
Autrement dit, les combinaisons avec le plus petit score sont les maniéres d'ordonner 2, 2 et 1. Cela revient
a choisir la position du 1 et mettre des 2 autres autres endroits : il y a 3 possibilités (122, 212, 221).

3» Choisir un brelan revient a choisir le numéro qui est répété : il y a 6 possibilités (111, 222, 333, 444, 555,
666).

Correction de I'ex 24

Former un anagramme d'un mot revient a permuter ses lettres.

LAITUE contient 6 lettres différentes, donc admet 6! = 720 anagrammes.

FEMMES contient 6 lettres, mais le E et le M sont chacun présents 2 fois. Sans tenir compte de ces répétitions,
il y aurait 6! = 720 anagrammes. Mais les 2 E étant interchangeables, on a compté 2 fois trop d'anagrammes.
De méme pour les M. Ainsi, il y a 720 +~ 2 -~ 2 = 180 anagrammes.

Correction de I'ex 25

Deux urnes U7 et U, contiennent respectivement 4 boules noires et 6 boules blanches dans I'urne Uy et 1 boule
noire et 3 boules blanches dans I'urne Us.

1» On choisit 2 boules simultanément (pas de répétition — on ne choisit pas 2 fois la méme boule — et I'ordre
10 .
ne compte donc pas), il y a donc <2> = 45 possibilités.

Il sera utile (et bon pour s’entrainer) de scinder les cas selon les couleurs du tirage. Dans les cas pertinents,
on utilise une combinaison car les boules sont indiscernables, donc interchangeables.

6
» Tirer deux boules blanches : on en choisit 2 parmi les 6 disponibles, soit (2> = 15 possibilités.

4
» Tirer deux boules noires : on en choisit 2 parmi les 4 disponibles, soit <2> = 6 possibilités.

» Tirer une boules blanche et une noire : on en choisit 1 parmi les 6 blanches et 1 parmi les 4 noires, soit

6 4 —
(1> X <1) = 24 possibilités.
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Au total, il y a donc 15 + 6 + 24 = 45 tirages.
2» Voir ci-dessus.

3» Trois cas de figure, d'aprés ce qui précéde :
15
» On tire 2 boules blanches (probabilité 4—5) : I'urne Uy contient alors 1 boule noire et 5 boules blanches.

La probabilité de tirer une boule noire est alors 6

. . ..., 6 . .
» On tire 2 boules noires (probabilité E) : I'urne Uy contient alors 3 boule noire et 3 boules blanches. La

probabilité de tirer une boule noire est alors 6

24
» On tire 1 de chaque couleur (probabilité E) : I'urne U; contient alors 2 boule noire et 4 boules blanches.

La probabilité de tirer une boule noire est alors T

15 6 3 24 2
L babilité de ti boul i td X4 —X -4+ —x== .
a probabilité de tirer une boule noire es onc45x6+45><6+45><6 0,3

(Remarque : essayez de représenter la situation par un arbre pondéré.)

Correction de I'ex 26

1» Dans chaque jeu, on répéte une sélection parmi 3 options (1, 2, N) 7 ou 15 fois, et |a répétition est autorisée :
c'est une liste. Il y a donc respectivement 37 et 3'5 grilles différentes.

2» Pour le jeu a 7 : pour gagner, on peut soit avoir tout juste (1 grille possible), soit commettre 1 erreur. Pour
choisir une grille avec exactement 1 erreur, on peut choisir I'emplacement de I'erreur (7 choix) et I'option
fausse que I'on choisit pour elle (2 choix, la mauvais équipe ou nul). Il y a donc 14 grilles avec exactement
une erreur. Il y a donc 15 grilles gagnantes.

Pour le jeu a 15 : on peut répéter le raisonnement précédent pour chaque nombre d'erreurs possibles.

<1o5> x 29 + (115> x 2 4 (125> x 22 4+ (135) x 23 = 4091

L'exposant de la puissance de 2 correspond au nombre d'erreurs, le coefficient binomial représente le nombre
de maniére de positionner les erreurs, et la puissance de 2 correspond au nombre de maniéres de se tromper
a ces endroits-1a.

3» D’aprés les deux questions précédentes, les probabilités de victoire au jeu a 7 et a 15 sont, respectivement :

5o o

~ 4
37 315 ~ 3 x 10
Correction de I'ex 27

Un main est composée de 8 cartes distinctes (pas de répétition) et sans ordre particulier. Il s'agit d'une combi-
naison, de 8 éléments choisis parmi 32 : il y a 382 = 10518 300 mains différentes.

Si I'on veut constituer une main sans carte de pique, on choisit les 8 cartes de la main parmi les 24 cartes d'une
autre couleur, soit (284> = 735471 possibilités.

Par complémentaire, il y a 10518300 — 735471 = 9782829 mains avec au moins une carte de pique.

(Remarque sur la rédaction : en « méta-analysant » ce exercice, on comprend bien que le coeur du raisonnement
est de passer par le complémentaire, et non les valeurs en elles-mémes; aussi, il est inutile d'écrire les valeurs
24

8)' qui a lui seul montre que

. . . . . 32
des deux coefficients binomiaux, et il est préférable de faire apparaitre <8) — (

vous avez compris toutes les subtilités de |'exercice!)
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Correction de I'ex 28
1» a» Il y a 4 chiffres disponibles, qui doivent tous &tre utilisés puisqu’on exige que les chiffres du code soient
distincts. Ainsi, chercher un code revient a ordonner les 4 chiffres : c’est une permutation. Il y a 4! = 24
codes.
b» Le premier chiffre a 3 possibilités (1, 2 ou 3). Le deuxiéme en a 3 également puisqu'on autorise de
nouveau le 0, mais on interdit de réutiliser le précédent chiffre. Pour le troisiéme, il ne reste que 2
candidats, et le dernier chiffre est forcé. Il y a donc 3 x 3 x 2 x 1 = 18 codes.

2» a» Pour le premier chiffre, il y a 3 possibilités (1, 2 ou 3). Le deuxiéme en a 3 également puisqu’on autorise
de nouveau le 0, mais on interdit de réutiliser le précédent chiffre. Pour le troisiéme, il ne reste que 2
choix puisqu’on ne peut pas réutiliser les deux premiers. Il y a donc 3 x 3 x 2 = 18 codes.

b» Un nombre est multiple de 3 si, et seulement si la somme de ses chiffres |'est également.

Si I'un des chiffres est 0, alors la somme des deux autres doit &tre multiple de 3. Comme les chiffres
sont distincts, les seules possibilités sont 1 et 2, 1 et 3, 2 et 3. Seule la premiére donne un multiple de
3. Ainsi, une premiére catégorie de codes multiples de 3 est le code 012 et ses permutations (3! = 6
codes).

Si aucun chiffre n'est égal a 0, alors les trois chiffres du code sont 1, 2 et 3. La deuxiéme catégorie de
codes multiples de 3 sont donc 123 et ses permutations (3! = 6 codes).

Il'y a donc 6 + 6 = 12 codes satisfaisants.

Correction de I'ex 29

1» Le premier chiffres a 10 possibilités. Le deuxiéme et le troisiéme aussi. La premiére lettre a 4 possibilités, la
seconde également. Il y a donc 10 x 10 x 10 x 10 x 4 x 4 = 160000 codes différents.

2» Le premier chiffres a 1 possibilité (le 0). Le deuxiéme et le troisiéme en ont 10. La premiére lettre a 4
possibilités, la seconde également. Il y a donc 1 x 10 x 10 x 10 x 4 x 4 = 16000 codes différents

3» Choisir un tel code revient & choisir le chiffre qui sera répété (10 choix) puis les deux lettres (4 x 4 choix),
il y adonc 10 x 4 x 4 = 160 codes satisfaisants.

4» Choisir un tel code revient a choisir les 3 chiffres (10 x 10 x 10 choix) et la lettre qui sera répétée (4 choix).
Il'y a donc 10 x 10 x 10 x 4 = 400 possibilités.

Correction de I'ex 30

1» Le candidat choisit 2 sujets distincts (pas de répétition) et sans ordre : c'est une combinaison. Il y a

(820) = 3160 tirages.

. . : . . . .. 10
2» Pour tirer un couple de sujets favorable, le candidat peut tirer 1 sujet parmi ceux qu'il a préparés (( 1)

70 10
choix) et 1 sujet parmi le reste (< 1) choix), ou deux sujets parmi ceux qu'il a préparés (( 2) choix). Le

1 1
candidat a donc <10) X (710> + <2O) = 745 tirages favorables.

Autre méthode : pour tirer un couple de sujets défavorable, le candidat doit piocher 2 sujets parmi les 70

L 70 . . . 80 70\ .
non préparés ( 5 choix). Il a donc, par complémentaire, N tirages favorables.

80 80 —
3» Soit n le nombre de sujets révisés. D'aprés le raisonnement précédent, le candidat a ( ) ( "

: 9 . , . 80 80 —
tirages favorables. Il vaut que cela excéde 10 des tirages, c'est-a-dire (2> ( 5 n) ( >
Apreés avoir calculé ce qui peut I'étre, on montre que cela équivaut a I'inégalité 2—n < 316. D'apres
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(80 — n)(80 — n — 1)
2

|'exercice 4, on peut le réécrire

Correction de I'ex 31

globale dans laquelle on fait la sélection.

6 6

Correction de I'ex 32

1» Il faut s'organiser : on peut par exemple faire un tableau.

< 316. Aprés avoir développé tout ce qui peut |'étre,

. . .1
et en rassemblant tout dans le membre de gauche, on arrive a I'inéquation 2n —79,5n + 2844 < 0. On
reconnaft une fonction polynéme de degré 2 en la variable n : on peut se servir du discriminant pour trouver
ses racines. Ona A = 79,52 —4 x 3 x 2844, et aprés quelques calculs longs et ennuyeux que la calculatrice

fait trés bien, on trouve environ 54,3 et 104,6 comme racines. Le coefficient dominant étant positif, cette
fonction polynéme est négative entre ses racines, donc n est compris entre 54,
104 puisque n est entier. On cherche le nombre minimal de sujets a travailler, donc in choisir n = 55.

3 et 104, 6, soit entre 55 et

Dans chaque question, les personnes au sein du groupe ont un role interchangeable, et on ne peut pas choisir
deux fois la mé&me personne : il s'agit de combinaisons. La différence dans chaque question est la population

- (%) > (%) > (5)+ ()

. , . L . 25 + 32 32 25
1» Il s'agit du complémentaire de la précédente question : — —

6

B M A T S
A
0 (M;0) (4;0) (T50) (H;0) (550
1 (M;1) (4;1) (T;1) (H;1) (S;1

2» card (A x B) = 8(= card (A) x card (B)).

Correction de I'ex 33

2n)! 2 2)!
Pour tout n € IN*, w,, = (2n) et Uy = & donc :
n!n! (n+ 1)(n+1)!
2n + 2)! 2n)!
Up4+1 — Up = ( - ) - ( n)

(n+DIn+1)!  nln!
(2n+2) (2n+1) x(2n) x 2n—1) x ---x 1 (2n) x

2n—1)x---x1

(n+ Dn! x (n+ 1)n!
2n+2)(2n+1) 1 ><(27”L)><(2n—1)><---><1
(n+1)2

{ 2n +2)(2n + 1) — (n+1)2] y (2n)!
= [

nln!

nin!
(2n)!
ninl(n + 1)2

(n+1)2
2n+2)(2n + 1) — (n + 1)?] x

(2n)!
ninl(n + 1)2

(2n)!

_ 2
N [3n, + 4n,] x nlnl(n + 1)2

=n[3n+ 4] x

donc (uy,) est croissante.

Toutes les quantités en jeu dans les produits et quotients sont positives, donc u, 11 — uy,

nln!

>0, donc upq1 = Uy,

37
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Correction de I'ex 34

2 2 2
Soit n € IN*. Montrer que ( ]:) est maximal pour k = n. (Indication : étudier le quotient de ( ]:) par ( n> .)
n

2
Pour k € [0, n], ( ]?) > 0 car il existe au moins une maniére de choisir k objets parmi 2n. Comme k est plus

petit que n, on peut effectuer les simplifications suivantes :

(%?) _ Cayfl(2n — n)!
(2n> k'(2n — k)!(2r)"

' nln!
T (20— k)
nln!
T K@2n—k)2n—k—1)---2n—n+1)(2n —n)!

aln!
T RC@n—k)(2n—k—1)---2n—n+ L)
_ nin—1)-(k+ 1)
J@2n —k)2n—k—1)---(n+1)
nn—1)---(k+1)
2n—k)(2n—k—-1)---(n+1)

Combien y a-t-il de facteurs dans le numérateur et le dénominateur 7 On se laisse convaincre qu'entre deux entiers
a et b (avec a < b, tous deux inclus), il y a b—a+1 nombres. Ainsi, le numérateur contient n—(k+1) = n—k—1
facteurs. Le dénominateur en contient (2n — k) — (n 4+ 1) = n — k — 1. ils en ont autant! On peut donc les
associer en paires :

k+1><k+2>< n ‘on peut réécrire k+1><k+2>< k+(n—k)
u'on peut réécrir
n+1l n+2 m—k P n+1l n+2 n+(n—k)

Or k < n donc pour tout i entre 1 et n — k, k + i < n + 4. Ainsi, chaque quotient est plus grand que 1, donc
leur produit I'est également.

) 2n . 2n .
On a montré que pour tout k entre 0 et n, est plus petit que . Il en va de méme pour k entre n
n

k
et 2n par symétrie du coefficient binomial. CQFD !

Correction de I'ex 35

On pioche les jetons simultanément, donc sans ordre et sans répétition : il s’agit de combinaisons. Deux scénarios :

soit on pioche les 3 jetons parmi les blancs, soit (3) = 10 possibilités, soit on pioche les 3 noirs, soit 1 possibilité.
Il'y a donc 11 scénarios monochromes, sur les <3) = 56 tirages possibles et équiprobables, la probabilité d'un

. 11
tirage monochrome est donc Tk

Correction de I'ex 36

Soient k et n deux entiers naturels non nuls tels que k < n. D'une part,

n n! n! nl
k(’f) T Km—k) kk(k— Din—k)! (k- D!(n—k)!
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D’autre part,

n—1\ (n—1)! _n(n—l)!_ n!
”(k1) “TE D —D) - k-1 K-k (k—Dn— k)

Correction de I'ex 37

1» Par hypothéses, les réles des joueurs sont interchangeables, et on ne peut pas sélectionner deux fois le méme

23) = 1352078 sélections possibles.

joueur : il s'agit de combinaisons. Il y a (11

3 8 )
2» On choisit 1 gardien ( 1 choix), 4 défenseurs ( 4 choix), 3 milieux de terrain ((3) choix) et 3 attaquants

7 _ 3 8 5 7 o .
(<3) choix). Il y a donc <1> X <4> X <3) X (3> = 117600 sélections possibles.

Correction de I'ex 38

1» Supposons que A N A # & |l existe donc un élément simultanément dans A et dans A. Or par définition
de A, cet élément ne doit pas étre dans A : c'est contradictoire. Donc An A = &

2» Comme A et A sont des sous ensembles de E, leur union est contenue dans E. Réciproquement, si I'on
consicEre un élément de A, alors soit il est dans A, soit il ne I'est pas, autrement dilil est soit dans A soit
dans A : I'emploi de la conjonction « ou » indique que cet élément appartient 3 AU A. On a montré légalité
demandée par double inclusion.

3» D’apreés la formule du crible : card (A v Z) = card (A) + card (Z) —card (A N Z). D’apreés ce qui précede,
card (A U A) = card (E) et card (A n A) = 0. Donc card (E) = card (A)+card (A) et soustraire card (A)
aux deux membres donne |'égalité demandée.

Correction de I'ex 39

2» (A\B)uU (An B) = A : il s'agit de la réunion de
la partie bleue et de la rouge. A\B

AnB

B\A

3» L'union de la question précédente est disjointe.
On ne peut pas utiliser la formule du crible
puisque c'est cette celle qu'on cherche a démon-
trer. On sait cependant que le cardinal d'une
union disjointe est égal a la somme des cardinaux.
Ainsi, card ((A\B) u (A n B)) = card (A\B) +
card (A n B). D'aprés la question 2», on peut le N B
réécrire card (A) = card (A\B) + card (A n B). :

En échangeant les réles de A et B, on montre que card (B) = card (B\A) + card (B n A). En ajoutant ces

deux égalités, on obtient :

card (A) + card (B) = card (A\B) + card (A n B) + card (A\B) + card (A n B)

Or A\B, A n B et A\B sont trois parties disjointes donc |'union donne A U B (sur le diagramme de Venn,
ce sont les régions bleue, rouge et verte). Ainsi, card (A) + card (B) = card (A v B) + card (A n B), puis
card (A U B) = card (A) + card (B) — card (A n B).
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Correction de I'ex 40

2» Cette égalité découle de la définition de la diffé-
rence symétrique : la différence symétrique de A
et B (notée AAB) est I'ensemble des éléments
qui sont soit dans A, soit dans B (c'est-a-dire
dans A U B) mais qui ne sont pas dans les deux
a la fois (privé de A n B).

3» En vertu de la formule précédente, AAA = (Au

ANANA) =A\A=¢. A B
4» En vertu des exercices précédents, comme A n B < A U B (si je suis dans A et B, alors je suis dans A ou
B):

card (AAB) = card ((A v B)\(A n B))
= card (A U B) — card (A n B)
= card (A) + card (B) — card (A n B) — card (A n B)
= card (A) + card (B) — 2card (A n B)
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4 | Equations différentielles

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1

Dans chaque cas déterminer I’ensemble des primitives de la fonction f définie par |'expression donnée (on se
souciera de l'intervalle).

1» f($)=m3_351;2+3$—1 O» f(il?):ZL‘Q—Fx—% 15» f(x)=2e2$
2» f(m):_1m3+lx2_x+2 30— 9 t 16» f(a;)zel—?)a;
37 T2 10> f(z) = - L
3>f(z)=x3—x_2+f_l r . > f(z) = xem
2 3 4 11» f(z) = — 18» f(z) = e
4r f(z) =2025 (z +2)? (e* +1)2
5 flz)=xz—-1 12» _ 2 X _ o
6r flx) =22 +2 @) = vae 19> fz) =
3 > = L N _ X
i@ = - B3 f(0) = (2 +22)3 20 f(2) = +21
2 3z 3z
8» f(m)Zp 14» f(m)=m 21» f(;v):—x?’—+1
Exercice 2

Déterminer /a primitive F' des fonction suivantes (on se souciera de I'intervalle) vérifiant la condition donnée.

I f(2) =% = 20; F(0) =2 4o (@) =~ — k3 P = 3
2 1 o2z 1

2’f(m):_P+x_1;F(1):§ 5>f($)=m;F(0)=—E

3» f(x)=62””+2e_$/2;F(0)=% 6> f(x):\/%;F@):z

Exercice 3

Pour chaque équation différentielle, montrer que g en est une solution particuliére.

1r 3 — 3y = 2e1% et g(z) = _%el—w 3y —3y=32+r+2etg(r)=—-a’>-x—1

1 1
4r ' =y +cos(z) et g(z) = 3 cos(z) +  sin(z)

2y =y+zetglx)=—az-1 5

Exercice 4

Résoudre les équations différentielles suivantes.
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Equations différentielles Exercices
1 1 /.2 2z +1
1r o/ = 3 ) = — 50 Y =32 + 2z +1 e of =
4 2\/x Y= . ) Y v+ x—5
R ’_ € 2
2 o =e” dr f =2 NG 6> ¢y = @2 +3)° 8 ¢ = 21:3;3595 +2
Exercice 5
Résoudre les équations différentielles suivantes.
1I» y =3y 3» y’:éy 50 4y’ =3y =0 8» 2y — 3y =8y + 4y’
2 6 v +2y=0 3
2> y' =2y 4 3y +2y=0 ™3y —y=0 9> —§y’—x/§y=0
Exercice 6

I» y/ =z —1avecy(l) = -1

2» 3 ++/2y =0 avec y(v/2) =1

3» 2y — 3y =2y + 3y avec y(0) =5
4» y' — 3y =0 avec y(0) = 2

Exercice 7

Résoudre les équations différentielles suivantes.

I» y =2y+3 4r /2y =+/6y —1
2» 2y —y =2 50 Y + 3y =2
3» 2y +3y =2 6r 3y =2y+1

Exercice 8

déterminer toutes les solutions de (E).

Je comprends mon cours

Exercice 9

Soit f la fonction définie sur I =]0;1[. par :

20— 1
f(x):m~

1» Déterminer les réels a et b tels que, pour tout

SCEI,f(ZZ?)I%‘Fm

2» En déduire les primitives de f sur I.

Déterminer I'unique solution de chaque équation différentielle satisfaisant la condition initiale donnée :

5» 2y + 3y =0 avec y(2) =1
(5) =e

7» y = —5y avec y(—2) =

6» 5y — 2y =0 avec y

—_

1
8» y+ 2y =0avec y(—2) = =

2
> y+3y =2 10>y +y=3
8y =2
O ¢y =5y +2 11» 4y +y—5=0

Montrer que ¢ : z — 3z — 1 est une solution particuliére de I'équation différentielle (E) : v/ + 3y = 9z, puis

Exercice 10

Soit f la fonction définie sur I =] — 2; +oo[ par :

223 + 922 + 122 + 2
f(x): 2 :
(z+2)

1» Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour

tOUtl’€I, f(I):a$+b+m

2» En déduire les primitives de f sur I.

Maths Tale Spé
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Exercices

Equations différentielles

Soit f la fonction définie sur I =] — 1;1[ par :

z(z? + 3)
f(l') - (I2 - 1)3 .
1» Factoriser 22 — 1.

2» Déterminer les réels a et b tels que, pour tout
b

zel, f(z) = EEIE + EFSIEL

3» En déduire les primitives de f sur .

Soit f la fonction définie sur I =] —1; 1] par :
22 +1
f(.’l?) - (1,2 _ 1)2
1» Démontrer que pour tout x € I,

2+ 1= %[(1‘4- D2+ (z —1)2].

2» En déduire les primitives de f sur I.

Pour chaque fonction f, déterminer une équation
différentielle dont f est solution.

I» frz—0

2> fix—e”

3 frx 337

4y f:x > 3e72" —4

1» Résoudre I'équation 5y’ —y = 4.

2» Déterminer la solution qui prend la valeur 5 en
—5.

3» On considére la fonction [ : 2z — —4 — esel
a» Veérifier que f satisfait I'équation différen-

tielle et f(5) = —5.

b» Etudier les variations de f sur R.
c» Etudier les limites de f en +o0 et —o0.

Dans un environnement ol la température est main-
tenue a 0°C, la vitesse de refroidissement d'un objet
est proportionnelle a la température de cet objet. Un
objet chauffé a 100°C voit sa température chuter a
45°C en 10 minutes. On note T'(¢) la température
(en °C) de I'objet aprés ¢ minutes.
1» Etablir I'équation différentielle vérifiée par la
fonction T (on rappelle que la (vitesse de) varia-

tion de T est représentée par T").

2» Déterminer la fonction T solution de I'équa-
tion différentielle et satisfaisant les données de
I'énoncé.

3» En combien de temps la température de cet objet
atteindra-t-elle 25°C 7 Arrondir & la minute.

Le nombre de bactéries B d'une culture passe de
600 a t =0 a 1800 en 2 heures. On suppose que le
taux de croissance est directement proportionnel au
nombre de bactéries présentes.

1» Trouver :
a» Une équation avec des conditions qui tra-
duisent le probléme.

b» Une formule qui permet de calculer le
nombre de bactéries B(t) a l'instant ¢.

c» Le nombre de bactéries aprés 4 heures.

d» Le temps ¢ nécessaire pour que le nombre de
bactéries dépasse 12 000.

2» Compléter I'algorithme ci-dessous afin qu'il
donne le résultat attendu a la question 1d».

t =0

B = 600

while ... 12000:
B = ooc

On considére les deux équations suivantes :

cos(x)

(B):y — (1+ )y=sin<x>

sin(z)
(E):y' —y=1
1» Donner I'ensemble des solutions de (E').
2» Soient f et g deux fonctions dérivables sur
]O; g[ et telles que pour tout x € ]O; g[

f(x) = g(x) sin(z).

Démontrer que f est solution de (E) si, et seule-
ment si g est solution de (E’).

3» Déterminer I'unique solution de (E) qui s'annule
71'
en —.
4

43

Maths Tale Spé



Equations différentielles

Exercices

Soit I'équation différentielle :
(B):y —3y =™

1» Résoudre I'équation homogéne associée.

2» Veérifier que la fonction ¢ définie sur R par
#(x) = 2e3® est une solution particuliére de (E).

3» En déduire la forme générale des solutions de

(B).

4» Déterminer la solution y de (E) telle que :

()

On considére |'équation différentielle :

(E):y + 3y =e*

1» Déterminer le réel a tel que la fonction p définie sur R par p(x) = ae®* est une solution particuliére de (E).

2» Résoudre I'équation (E).

3» Déterminer la solution de (E) vérifiant y(0) = 1.

Objectif Bac

—_— Partie |
On considére I'équation différentielle

(B):yf +y=c"

1» Soit u la fonction définie sur R par :

—x

u(z) = xe

Vérifier que u est solution de (E).
2» On considére I'équation différentielle (E') :
y +y=0.
Résoudre (E’) sur R.
3» En déduire toutes les solutions de (E) sur R.
4» Déterminer I'unique solution g de (E) telle que
9(0) = 2.
—— Partiell —
Dans cette partie, k est un nombre réel fixé que I'on
cherche a déterminer.
On considére la fonction f; définie sur R par :

fe(z) = (x+k)e™™

Soit h la fonction définie sur R par :
h(z) =e"

On note Ci, la courbe représentative de fi dans un
repére orthogonal, et C la courbe représentative de
h.

On a représenté en annexe les courbes C et Cj sans
indiquer les unités sur les axes ni le nom des courbes.

1» Sur le graphique en annexe, identifier la courbe
C.

2» En expliquant la démarche utilisée, détermi-
ner la valeur du nombre réel k et placer sur
I'annexe I'unité de chaque axe.

— Annexe

~
~ o
-
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Equations différentielles

On considére I'équation différentielle :

1
(E):y’—|—1y:206_iz

d'inconnue y, fonction définie et dérivable sur I'in-
tervalle [0; 4+o0[.

1»

3»

Déterminer la valeur du réel a tel que la
fonction g définie sur l'intervalle [0; +oo[ par
g(z) = aze™7* soit une solution particuliére
de I'équation différentielle (E).

On considére |'équation différentielle :

1
(E/):y/‘f‘zl/:()

d'inconnue y, fonction définie et dérivable sur
I'intervalle [0; +-oo[.

Déterminer les solutions de I'équation différen-
tielle (E').

En déduire les solutions de |'équation différen-
tielle (E).

Déterminer la solution f de I'équation diffé-
rentielle (E) telle que f(0) = 8.

45
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Equations différentielles

Exercices

Vers le supérieur

Résoudre les équations différentielles suivantes en
cherchant une solution particuliére ¢ de la forme in-
diquée.

» 2y +y=ax+1letp(x)=ma+p

2>y =3y = 322 —x—2et ¢(x) = ax’ + bz +c

3r Y +y=(3—2x)e” et ¢(x) = (mz + p)e”

La solution de I'équation différentielle y' — 4y = 0
qui prend la valeur yg en xg est la fonction y définie
sur R par y(z) = yo + e*(z=%0),

1» La fonction constante égale a 0 est solution
de toutes les équations de la forme ¢ = ay
ol a € R.

2» Les solutions non nulles de I'équation diffé-
rentielle 1y = ay, ou a est un réel strictement
positif, ont pour limite +00 quand x tend vers
+00.

Lors de la chute d'un objet de masse m sur Terre,
une force de frottement due a la résistance de I'air
s'applique a cet objet. L'intensité de cette force peut
étre considérée proportionnelle a la vitesse instanta-
née v de 'objet.

L'objet est laché au temps ¢ = 0. La chute étant
verticale, le principe fondamental de la dynamique
de Newton permet d'écrire la relation :

mXxa(t)=mxg—Fk x v(t)

ol la fonction a représente |'accélération de I'ob-
jet en fonction du temps t, g est la constante qui
désigne I'accélération de la pesanteur et k est une
constante positive. On rappelle que, pour tout ¢ = 0,
a(t) = v'(t).

1» Déterminer une équation différentielle de la
forme y' = ay + B vérifiée par v o0 « et 8
sont des constantes réelles.

2» Résoudre cette équation sur [0; +00[, puis ex-
primer v en fonction de t en considérant que
la vitesse initiale de I'objet est nulle.

Une colonie de 2 000 bactéries est placée dans une
enceinte close dont le milieu nutritif est renouvelé en
permanence. On admet que I'évolution en fonction
du temps t en heure (¢t = 0) du nombre d'individus
N(t) de cette colonie suit I'équation différentielle :

(E): N'(t) = 3N(t) — 0,005(N (t))?

Pour déterminer N (t), on se propose de se rame-
ner a la résolution d'une équation différentielle plus
simple 3 résoudre.
On suppose que la fonction N ne s'annule pas sur
[0; 4-00[.
1» On définit sur [0; +oo[ la fonction g par g(t) =
——. Déterminer ¢'(t).
O g'(t)
2» Montrer que N est solution de (E) si, et seule-
ment si, g est solution de :

(F):y = —3y+0,005.

3» Résoudre (F).
4» Reésoudre (E).

5» a» Déterminer la solution de (E) vérifiant la
condition initiale de I'énoncé.
b» Calculer le nombre de bactéries pré-
sentes au bout de deux heures (arrondir
a l'unité).

On note N (t) le nombre d'éléments radioactifs dans
un échantillon & un instant ¢, et Ny la quantité
initiale. La loi de désintégration radioactive stipule
I'existence d'une constante A > 0 telle que pour tout
t>0,
N'(t) = =AN(t).

Le temps de demi-vie d'une espéce radioactive est la
durée t1 nécessaire pour que le nombre d'éléments

2
radioactifs soit réduite de moitié par rapport a I'ins-
tant initial.

In(2
Montrer que ¢ ul )

1
2
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Corrections Equations différentielles

Corrections

Souvent, le détail des calculs de dérivées, notamment I'identification de la formule usuelle en jeu et de ses composants,
n'est pas détaillé. Sur une copie, il faut tout écrire. Ici, on économise de la place. Pour plus de détails sur les calculs,

consultez une source extérieure.

Correction de l'ex 1

>
8»

Commentaire pour les solutions avec deux intervalles : attention, écrire « sur ]0; +-0o[ ou sur | — 0; 0] »
n'est pas la méme chose qu'écrire « sur | — 00; 0[U]0; +00[ » : dans le premier cas, on se restreint & l'un
des deux intervalles, mais il faut choisir soit I'un soit I'autre; dans le second, on se place sur une union
d'intervalles, qui n'est pas un intervalle.

Commentaire pour les fonctions de la forme — : une méthode systématique est d'écrire :
x

primitive ~ x~"*t 1
xn —n+1 (—n+1)an-!

/
. . U . . L
Commentaire pour les fonctions de la forme — : lire le commentaire précédent.
u

Commentaire pour les fonctions de type 4/u, e* ou u™ : identifiez u, appliquez la formule de dérivation
de \/u, e* ou u™. Comparez le résultat a la fonction que vous avez, et jouez au jeu des différences : il
vous suffit de trouver par quel nombre multiplier votre solution pour retomber sur la bonne fonction. Par
exemple, si vous trouvez 3ze”” et que vous deviez avoir 6ze®”, multipliez votre primitive par 2.

Commentaire pour les fonctions de la forme u(z + a) avec w une fonction du tableau de primitives :
remplacez x par x + a partout dans le tableau de formules, ¢ca marche pareil.

Commentaire pour la question 19»» : attention, le e au dénominateur ne dépend pas de x, c'est une
constante ! Vous cherchez la primitive d’une forme ke®.

Sur R, {QIH%AL—ﬁ-&-g:cZ—:c—i-C : Ce]R} 12» Sur | = 3;+o0[ ou sur | —00; =3[,
4 3 2 {JCH—%-&-C’ : CER}
SurR, {om 42— 2 42240 : CeR ¢
12 6 2 1
4 3 2 13» Sur R, {am—»—i—i-C : Ce]R}
SU"R,{m'—’%—%-‘r%—ix-i-C:CER} 4(x? +2)?
Sur R, {z — 2025z +C : CeR} 14» Sur ]1; +o0[ ou sur | —oo; 1],
2 U .
Sur]R,{xH%forC;ce]R} {x 3(%3_1)3"'0'Ce]R
3 15 SurR, {z—e** +C : CeR}
Sur]R,{ng-&-Qx—i—C’ : CER}
1 4 s
Sur J0; +oof, {z — —6yz+C : CeR} 16> Sur R, {megel o Ce]R}
Sur]O;—l—oo[ousur]—oo;O[,{m»—>—2+0 : C’e]R} 1 2
x 17» Sur R, {w—»—iem 40 C’EJR}

9» Sur ]0; +00o[ ou sur | — oo; 0[,
2 2?1 1
T —+-+-+C : CeR 18» SurR, {z+—>——-+C : CeR
3 2 e’ +1
10» Sur ]0; 4+00[ ou sur | — o0; 0], .
e
{xH—%-ﬁ-%—i—C:CGR} 10> Sur]R,{:Jc»—»€+2+C:CeR}
11» Sur | —2;+00[ ou sur | —o0; —2[, 200 SurR, {z—~> V22 +1+C : CeR}
1
{m'—>x+2+0 : CER} 21> Sur]—1;4of, {z — —2V23+1+C : CeR}
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Correction de l'ex 2
4

1» Soit F' la primitive recherchée. La fonction z — % — 22 est une primitive de f sur I = R, donc il existe
4 4
0

C € R tel que pour tout z € I, F(x) = %71’2+C. Or F(0) =2, et F(0) = vy — 02+ C = C, donc

4
C = 2, et finalement, pour tout z € I, F(x) = % —z?+2.

2
2» Soit F' la primitive recherchée. La fonction z — — + 5 est une primitive de f sur I =1]0;+o0],
x

2 2 1
donc il existe C' € R tel que pour tout = € I, F(z) = — + % —z+C.Or F(1) = v et F(1) =
x
2 12 3 : 2 2?
I+§_1+C:§+O' donc C = —1, et finalement, pour tout = € I, F(x):f+?—x—1.
x

1
3» Soit F' la primitive recherchée. La fonction z +— 562“’ — 4e=%/2 est une primitive de f sur I = R, donc il
1 1 1
existe C' € R tel que pour tout z € I, F(z) = §e2“—4e_”/2+0. Or F(0) = 5 et F(0) = §e0—4e0+0 =
7 ' 1
-5t C, donc C = 4, et finalement, pour tout z € I, F'(z) = ie% —4e™? 4 4.

2

1 1
4» Soit F' la primitive recherchée. La fonction z — Py R % +g est une primitive de f sur I =]—o0; 0],
X xr
d il existe C € R tel tout € I, F(x) L L z2+z+COF( 1) 1 t
onc il existe el que pour tout z € I, = - — — + = .OrF(-1)=—=, e
q(p)2 VT Ty 2 T 2
1 1 -1 1 1 1 1 1
F(-1)= —— — — — (-)+C==+1--—-—-+C==-+C,d C=-1,et
(1) 512 - 5 +2( )+ 5 T 5 57T 5+ onc e
1 1 22 2
final t tout I, F = =0 — - — — — —1.
inalement, pour tout x € I, F(x) 5.2 " 2 5 +2

5» Soit F' la primitive recherchée. La fonction = — — est une primitive de f sur I = R, donc

4(e2* + 1)2
1
il existe C' € R tel que pour tout x € I, F(z) = R + C. Or F(0) = 16’ et F(0) =
1 1 . 1
_m +C = ~16 + C, donc C = 0, et finalement, pour tout z € I, F(z) = —m.

6» Soit F' la primitive recherchée. La fonction x — /222 + 1 est une primitive de f sur I = R, donc il existe
C eRtelque pourtout z € I, F(x) =222 +1+C. Or F(2) =2, et F(2) =4/2(2)2+1+C =3+C,
donc C = —1, et finalement, pour tout z € I, F(x) = v/222 + 1 — 1.

Correction de I'ex 3

, . . . 1
1» Soit 2 € R. La fonction g est dérivable en & (comme produit et composée) et ¢'(z) = 561_””, donc :

1 1 1 3
g'(x) — 3g(z) = 56171 -3 <2e1w> = ielf‘r” + ielﬂ” =2¢e!™"
Ainsi g est solution.
2» Soit x € R. La fonction g est dérivable en x (car affine) et ¢'(z) = —1, donc g(z) +x = —x — 1 + = =
—1 = g¢'(z) donc ¢'(z) = g(x) + x et g est solution.
3» Soit z € R. La fonction g est dérivable en z (car polynomiale) et ¢/(z) = —2z — 1, donc :

g(x)—3g(x)=20—-1-3(-2>—2—-1)=-20-1+322+3x+3 =32+ 2 +2
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Ainsi g est solution.

1 1
4» Soit x € R. La fonction g est dérivable en 2z (comme somme et produit) et ¢'(x) = 3 sin(z) + 3 cos(x),
donc :
1 1 . 1 1 .
g(x) + cos(x) = —3 cos(x) + 3 sin(x) + cos(x) = 3 cos(x) + B sin(z)

On a bien ¢'(z) = g(z) + cos(z).

Correction de l'ex 4

Les solutions sont les primitives de la fonction au second membre :

I» S(E)={z—~+xz+C : CeR} 5» S(E)y={os—a*+a?+2+C : CeR}
2% S(E) = {x—>c"+C : CeR} 6>S(E)—{xH—21 Lo CEIR}
S(E) = L C: CeR vl
3> S(E) = @ 22 T 7 S(E)y={as—>2vVa2+2-5+C : CeR}
1 2 3 1
4>S(E)={x'—>3x3—2\/5+C:CeR} 8>S(E)={wH—x+2$2 24+C CEIR}

Commentaire : pour I'antépénultiéme et la précédente, on reconnatit les formes u’/u? et u’//u.

Correction de I'ex 5

On reconnait la situation y' = ay :

1» S(E) = {Ce% : CeR} 6> S(E) :{Ce*% . CeR)

2» S(E) = {Ce ™ : CeR} 7oy = 7y donc S(E) = {Ce*? : CeR}

3» S(E) = {Ce®/? C’eIR}

4y = —3V donc S(E) = {Ce™22/3 : CeR} 8y = 7173/ donc S(E) = {Ce™'*? : Ce R}
5 g = fy donc S(E) = {Ce3*/* : C e R} 9y = —&»y donc S(E) = {Ce_Q‘/ﬁ’”/‘g’ :Ce IR}

Correction de I'ex 6

1 1
1» Il existe C € R tel que pour tout x € R, y(x) = 53:2 —xz+C. Ory(l) = —1 c'est-a-dire 5~ 1+C = -1,
1, 1

1
donc C' = ——. Finalement, pour tout z réel, y(z) = 550 —x— 5

2» Il existe C' € R tel que pour tout z € R, y(z) = Ce V2 Or y(v/2) = 1 c'est-a-dire Ce™2 = 1, donc
C = ¢?. Finalement, pour tout z réel, y(z) = e2e~ V2% = ¢2-V22,

3» L'équation équivaut a i’ = —5y. Il existe C' € R tel que pour tout = € R, y(x) = Ce™5*. Or y(0) =5
c'est-a-dire C' = 5. Finalement, pour tout x réel, y(z) = 5e=5%.

4» |l existe C € R tel que pour tout z € R, y(z) = Ce3*. Or y(0) = 2 c'est-a-dire C' = 2. Finalement, pour
tout x réel, y(z) = 2e3%.

. . 3 .
5» L'équation équivaut 3 y' = —3¥ Il existe C' € R tel que pour tout z € R, y(z) = Ce™2%. Or y(2) = 1
c'est-a-dire Ce™3 = 1, donc C' = €3. Finalement, pour tout x réel, y(z) = e3e—3%/2 = ¢3-32/2,
2
6» L'équation équivaut a ¢’ = =Y Il existe C' € R tel que pour tout = € R, y(x) = Ce>*/>. Or y(5) =

c'est-a-dire C'e? = ¢, donc C' = e~!. Finalement, pour tout = réel, y(z) = e~ 1e?*/5 = 2*/5-1,
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Corrections

»

8»

1»

2»

5»

O»

T

1
L'équation équivaut a ¢/ = —F Il existe C' € R tel que pour tout z € R, y(z) = Ce™ /5. Or y(—2) = 1

c'est-a-dire C'e*® = 1, donc C' = e~?/>. Finalement, pour tout z réel, y(z) = e~ 2/%e=%/5 = ¢=#/5-2/5,

1 1
L'équation équivaut a ¢’ = —3¥ Il existe C' € R tel que pour tout z € R, y(z) = Ce™%/2. Or y(—2) = 3

1 1 1 1
c'est-a-dire Ce’ = —, donc C' = —. Finalement, pour tout x réel, y(z) = —e %/ = —e~%/271,
2 2e 2e 2

Correction de I'ex 7

On reconnait une situation du type 3y’ = ay + b.

L’équation homogeéne associée est iy’ = 2y. L'ensemble de ses solutions est {x — Ce? : Ce R}. Cher-

. - . . 3
chons une solution particuliére constante y, = k : il faut y,, = 2y, + 3, soit 0 = 2k + 3, donc k = —3

L . , : 3
Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est {—2 +Ce*® . Ce ]R}.
1 . Py / 1 [ . N .2 12 1 1 .
L'équation se réécrit 3/ = §y+ 1. L'équation homogéne associée est iy’ = JY- L'ensemble de ses solutions
. - . 1
est {z > Ce®/? : C e R}. Cherchons une solution particuliére constante y,, = k : il faut ¢, = S+ 1,

1
soit 0 = §k + 1, donc k = —2. Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est {—2 + Ce™? : C e R}.

. . 3 , . . 3 ,

L'équation se réécrit ¢y = —5¥ + 1. L'équation homogeéne associée est y' = —3¥ L'ensemble de ses
solutions est {x — Ce3%2 ;. Ce ]R}. Cherchons une solution particuliére constante y, = k : il faut
2
y;, = —iyp + 1, soit 0 = —§k + 1, donc k = 3 Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est

2
{3 +Ce3%/2 . Ce ]R}.

1
L'équation se réécrit 4/ = /3y — . L'équation homogéne associée est i’ = 4/3y. L'ensemble de ses

V2
solutions est {x — CeV3 ;. (e R}. Cherchons une solution particuliére constante y, = k : il faut
Yl = \3yp — % soit 0 = +/3k — \% donc k = % = g Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation
est {\f +CeV3 : Ce ]R}.
L'équation se réécrit y' = —3y + 2. L'équation homogene associée est ' = —3y. L'ensemble de ses
solutions est {x — Ce ™3 : Ce IR}. Cherchons une solution particuliére constante y, = k : il faut
y]', = —3yp, + 2, soit 0 = —3k + 2, donc k = % Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est

{§ +Ce 3 . Ce ]R}.

L'équation homogeéne associée est iy’ = 2y. L'ensemble de ses solutions est {x — Ce?* . Ce IR}. Cher-

chons une solution particuliére constante y, = k : il faut y;, =2y, + 1, soit 0 = 2k + 1, donc k = —%.
Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est {—; +Ce*® : Ce IR}.

L'équation se réécrit iy’ = —éy + g L'équation homogéne associée est 3/ = —%y. L'ensemble de ses
solutions est {z — Ce~®/® : C e R}. Cherchons une solution particuliére constante y, = k : il faut
y;, = —gyp + 3 soit 0 = —ék + 3 donc k = 2. Ainsi, I'ensemble des solution de |'équation est

{2+Ce_m/3 : Ce R}.
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8» Il s'agit d'une recherche directe de primitive. Ainsi, I'ensemble des solutions de |'équation est
{2+ C : CeR}.

9» L'équation homogeéne associée est y' = 5y. L'ensemble de ses solutions est {x — Ce® . Ce ]R}. Cher-

2
chons une solution particuliére constante y, = & : il faut y;, = 5y, + 2, soit 0 = 5k + 2, donc k = —%
2

Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est {—5 +Ce® . Ce ]R}.

10» L’équation se réécrit ' = —y+ 3. L'équation homogéne associée est ' = —y. L'ensemble de ses solutions
est {z+—> Ce™® : C € R}. Cherchons une solution particuliére constante y, = k : il faut y, = —y, + 3,
soit 0 = —k + 3, donc k = 3. Ainsi, |'ensemble des solution de I'équation est {3 + Ce™™ : C € R}.

. . 1 5 ., . . 1 .

11» L'équation se réécrit vy = —1Y + 1 L’équation homogene associée est y' = 1Y L'ensemble de ses

solutions est {z — Ce /4 : C e R}. Cherchons une solution particuliére constante y, = k : il faut
1
Y, = —=Yp + -, soit 0 = _Zk + " donc k = 5. Ainsi, I'ensemble des solution de I'équation est
{5+ Ce /" : CeR}.
Correction de I'ex 9
1» Soit z € 1.
@ . b alz—12+bx® (a+b)a?—2ar+a
2 (x—1)2  22(x—-1)2 x?(x —1)2
5 a+b=0
Or cette expression doit étre égale 3 ﬁ Par identification, il suffit que { —2a =2 . En prenant
x?(x —
a=—1

a1
x2  (x—1)%

2» Grace a la forme nouvellement trouvée de f, on trouve comme ensemble des primitives :

donc a = —1 et b = 1, on obtient la relation : f(z) =

{x»—»l— 1 +C : CER}
x

r—1

Correction de I'ex 10

1» Soit z €1,
a4 b+ Car(z+2)2 +bx+2)%+c¢  ar®+ (2a+b)a® + (da+ 2b)x + (4b + ¢)
(xr+2)2 (x +2)? B (x +2)2
a=1
223 2412 2 . ) 2 b=
Or cette expression doit étre égale a v 927+ 12r ¥ . Par identification, il suffit que at 9
(x +2)? da + 20 =12

db+c=2

-2
En prenant donc a = 2, b = 1 et ¢ = —2, on obtient la relation : f(z) =2z + 1 +

(x +2)2

2» Grace a la forme nouvellement trouvée de f, on trouve comme ensemble des primitives :

2
{xr—>x2+x++C’ : C’ER}
T+ 2
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Correction de l'ex 11
1» Pour tout z réel, 22 — 1 = (z — 1)(z + 1).
2» Soit z € I,

a b alx =12 +bz+1)* (a+b)a®+ (—3a+ 3b)z* + (3a + 3b)x + (—a + b)

@ 17 @il @ 1P@iip @ 1)

2 3
Or cette expression doit étre égale a ZE;C _Jrl;? = <i2 J: ?f)c?) Par identification, il suffit que a + b = 1,
1
—3a+3b =0, 3a+3 =3et —a+b = 0. En prenant donc a = b = 5 on obtient la relation :
1/2 1/2
f@) = (x—1)3 * (z+1)3°

3» Grace a la forme nouvellement trouvée de f, on trouve comme ensemble des primitives :

1 1 1 1
{x‘—>—4(x_1)2—4(x+1)2+0 : CGR}

Correction de I'ex 12

1» Pour tout x € I,
1 2 2 1 2 2 2
5[(x+1) +(z—1) ]=§[x +2x+1+2°—2z+1]=a"+1

2» Pour tout z €1,

PO R G CE S VR UtV BR YU VR s | S U W W
S (22-1)2 0 [+ DEE-DP 2 (z+12(x—-1)2  2(x—-1)2 2(x+1)2
Ainsi, I'ensemble des primitives de f sur I est St o1l +C : CeR
insi, I'ensemble des primitives de f sur I est { x 52-1 32+1

Correction de I'ex 8

1» ¢(x) = 3z — 1 donc ¢'(x) = 3.
¢ (x) +3¢(x) =3+ 3(3x —1) =3+ 9z — 3 = 9z. ¢ est bien solution.

2» L'équation homogéne associée est y' = —3y, I'ensemble de ses solutions est {ac — Ce ™3 . Ce IR}.
L’ensemble des solutions de (E) est donc : S(E) = {z > Ce™* + 3z —1 : CeR}.

Correction de I'ex 13
Plusieurs réponses sont possibles.
I»y =0
2>y =y
3» f'(x) = —9e73% = —3f(x), donc ¥y’ = —3y convient.
4r f'(z) = =672 = -2 x 3e72® = —2(f(x) +4), donc f'(z) = —2f(z) — 8, donc ¥/ = —2y — 8 convient.

Correction de I'ex 14

. . 1 4 . . 1 , .
1» L'équation se réécrit ' = =Y + 5 L'équation homogéne associée est ' = £V L’ensemble de ses solutions
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1 4
est {3: — Ce®/® . Ce IR}. Cherchons une solution particuliere constante y, = & : il faut y,, = =Up + 5

1 4
soit 0 = gk + E donc k = —4. Ainsi, I'ensemble des solutions de |'équation est {74 +Ce*5 . Ce R}.

2» Soit y une solution de I'équation. Il existe C € R tel que pour tout 2 € R, y(x) = —4+Ce®>. On cherche la
solution telle que y(—5) = 5, c'est-a-dire —4 + Ce~! = 5, soit Ce™* = 9, donc C' = 9e! = 9e. Finalement,
la solution recherchée est la fonction définie sur R par y(z) = —4 + 9e*/5+1,

3» On considére la fonction f : & — —4 — e®/5~1

1
a» Pour tout 7 € R, f'(z) = —5ex/5_1, donc :

5f'(x) — f(z) =5 (—éeajm_l) — (—4 - eI/5_1> = ™ALy 44 et =y

La fonction f satisfait bien I'équation différentielle. De plus, f(5) = —4 — e'/>>*5~1 = —4 — 0 =
—4—1=-5.
1
b» Pour tout z € R, f'(z) = —gew/s_l. Comme pour tout réel t, e/ > 0, par produit f'(z) < 0. La
fonction f est donc strictement décroissante sur R.
1
cr e En—o0: lim <x — 1> — —o0. Par composition avec la fonction exponentielle, lim e*/5~1 = 0.
z— —00 \ H T— —00
Donc, par somme, lim f(x)= —4.
r— —0

z/5—1

1
e En +00 : lim gaz— 1) = +o00. Par composition, lim e = 4o00. Donc, par somme et

T— +00 T— 400

produit, IEI-r‘rlOOf(x) = —o0.

Correction de I'ex 15
1» Par proportionnalité, il existe k > 0 telle que T vérifie I'équation différentielle T"(t) = —kT'(¢).

2» Il existe C' € R tel que pour tout t > 0, T'(t) = Ce™**. D’aprés I'énoncé, T/(0) = 100 donc C = 100,
donc T'(t) = 100e~*t. Toujours d'aprés I'énoncé, T(10) = 45 donc 100e1% = 45 donc e1% = 0,45
1 4
donc —10k = In(0, 45) donc k = 711(27’05) ~ 0,0798.

Finalement, pour tout t > 0, T'(t) = 100e™(0:45)/10x¢,

3» On cherche a résoudre 100e™** = 25. Cette équation est équivalente a e=** = 0,25, soit encore —kt =

1 2 1 2 1
In(0, 25), puis t = n(g’k 5) = n(l(l)n’(O?)él;) 0 ~ 17,36 minutes. |l faudra donc environ 17 minutes.

Correction de I'ex 16

1» a» Par proportionnalité, il existe & > 0 tel que pour tout t > 0, B'(t) = kB(t) et B(0) = 600 et

B(2) = 1800.
b» Il existe C' € R tel que pour tout t > 0, B(t) = Ce*. Or B(0) = 600 = C donc B(t) = 600e*".
In(3
Par ailleurs B(2) = 600e?* = 1800 donc e** = 3 donc 2k = In(3) donc k = %) Finalement,

B(t) = 600e(3)t/2,
o> Il'y a aura B(4) = 600e?™(3) = 5400 bactéries.
d» On doit résoudre B(t) = 12000. D'aprés ce qui précéde, cela revient a résoudre 600e™(*)%/2 > 12000.

In(3 . 21n(20
Cela se raméne a ™32 > 20, puis %t > In(20), soit finalement ¢ > 111((3)) ~ 5,45 h. Notons
n

que l'inégalité ne change jamais de sens car tous les diviseurs sont positifs.

2» Remarquons que e™(3)t/2 — 3t/2,

53 Maths Tale Spé



Equations différentielles Corrections

iR=N0)

B = 600

while B < 12000:
T =T+ 0.25 # préciston au quart d'heure
B = 600 * (3%*(T/2))

Correction de I'ex 17

1» L'équation (E’) se réécrit y' = y+ 1. L'équation homogeéne associée est ¢y’ = y. L'ensemble de ses solutions
est {z+— Ce” : C € R}. Cherchons une solution particuliere constante y, = k : il faut y;, = y, + 1, soit
0=k +1, donc k = —1. Ainsi, I'ensemble des solutions de (E’) est {—1 + Ce® : C € R}.

2» La fonction f est dérivable sur ]O; g[ (comme produit) et pour tout = € ]O; g[ f'(z) = ¢'(x)sin(x) +
g(x) cos(z). Ainsi :

f est solution de (E)

— Vxe]O;g[, f(z) — <1+

cos(x)

) f(@) = sinz)

sin(z)

— Vuze ] ; g[, ¢'(x)sin(z) + g(z) cos(z) — <1 + Z?j((i))) g(x)sin(z) = sin(x)
«— Vze ]0; g[, g'(x)sin(z) + g() cos(z) — g(z) sin(z) — g(z) cos(z) = sin(x)
> Vuwe ]O; g[, g (z)sin(z) — g(x) sin(z) = sin(z)

Comme Vzx € ]O; g[ sin(x) # 0 on peut diviser par sin(z) pour obtenir :

f est solution de (E) <= Vx € ]O; g[, g(@) —glx)=1

ce qui signifie précisément que g est solution de (E’).
3» D'aprés la question précédente, les solutions de (E) sur ]0; g[ sont les fonctions de la forme f(z) =
g(z) sin(z) ol g est solution de (E’). Il existe donc C' € R tel que pour tout = € ]O; g[ flx) = (-1+

. L T a ™ , :
Ce®) sin(z). On cherche la solution s'annulant en i est-a-dire f (Z) = 0. On remplace dans |'expression

2
précédente : (—1 + Ce™*) sin (g) = 0. Comme sin (%) = % # 0, cela équivaut 3 —1 + Ce™* = 0, soit
C =e ™4,

Finalement, la solution recherchée est f : z — (™4 — 1) sin(x).

Correction de I'ex 18

1» L’équation homogéne associée est iy’ = 3y. L'ensemble de ses solutions est {z — Ce’® . Ce ]R}.

2» La fonction ¢ est dérivable sur R comme produit. Pour tout z € R, ¢'(z) = 1 xe3% + 2 x 3e3* = (3z+1)e3®.
On remplace y par ¢ dans le premier membre de (E) : ¢'(x) — 3¢(z) = (3z + 1)e3* — 32e3% = 3%, donc
la fonction ¢ est bien une solution particuliére de (E).

3» L'ensemble des solutions de (E) est donc :

{x > 2e’ +Ce® : CeR} ={az— (x+0)* : CeR}

4» Soit f la solution de (E) telle que f (;) = e. |l existe C' € R tel que pour tout 7 € R, f(z) = (z+ C)e®*.
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Or f (;) = <:1)) + C’> =e!, donc C = g Finalement, pour tout z réel, f(z) = (:U + ?)’) e,

Correction de I'ex 19

1» La fonction p est dérivable sur R et pour tout = € R, p/(x) = 2ae®*. La fonction p est solution de (E) si,
et seulement si, pour tout z € R :

2x 2z

p(z) + 3p(z) = e*  Cclest-a-dire  2ae®” + 3ae®” = e*” soit encore  5ae®” = e

- oo . 1
En divisant par €2* = 0, il vient 5a = 1, puis a = 3
2» L'équation homogeéne associée est ¢y’ = —3y. L'ensemble de ses solutions est {x — Ce™3* . Ce IR}. Eny

. . _ , . 1
ajoutant la solution particuliére p, I'ensemble des solutions de (E) est {5632“” +Ce™3® : Ce ]R}.

1
3» Soit f une solution de (E) telle que f(0) = 1. Il existe C' € R tel que pour tout z € R, f(x) = ge%—f—Ce_?’x.

1 1 4 1 4
Or f(0) = geO+Ceo =1, soit ngC =1,donc C = 5 Finalement, pour tout x réel, f(z) = gezerge*ST.

Correction de I'ex 20

Partie |

1» La fonction u est dérivable sur R comme produit. Pour tout 2 € R, v/(z) =1 x e @ + 2 x (=1)e™® =
(1—z)e*. On remplace y par u dans le premier membre de (E) : v/(z)+u(z) = (1—z)e " 4+ze ™ =e 7,
La fonction u est donc bien solution de (E).

2» L'équation (E’) se réécrit y' = —y. L'ensemble de ses solutions sur R est {x — Ce™™ : C e R}.

3» L'équation homogeéne associée a (F) est (E’), et u est une solution particuliére de (E), donc I'ensemble
des solutions de (E) sur Rest {x —ze ™™ +Ce ™ : CeR}={z— (z+C)e™™ : CeR}.

4» Soit g la solution de (E) telle que g(0) = 2. Il existe C € R tel que pour tout z € R, g(z) = (z + C)e™®.
Or g(0) = (0+ C)e® = 2, soit C x 1 = 2, donc C = 2. Finalement, pour tout x réel, g(x) = (z + 2)e .

Partie Il

1» La fonction h est strictement positive, et la courbe bleue en pointillés ne correspond a cette description.
Donc la courbe rouge en trait plein est celle de h et I'autre celle de fj.

2» Déja, h(0) = 1 donc l'intersection de la courbe de h avec I'axe des ordonnées donne |'unité de ce dernier.
On lit a I'aide d'un compas que la courbe bleue intersecte |'axe des ordonnées en 2, donc f(0) = 2. Or
fx(0) = k donc k = 2. La courbe de h intersecte celle de fi en une abscisse x. L'intersection signifie
que h(z) = fr(x), c'est-a-dire e™* = (x + k)e™ %, donc en divisant par e™® 0, on a z + k = 1, donc
x =1—Fk = —1. Cela donne |'unité de |'axe des abscisses.

Annexe

~
~ea
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Correction de I'ex 21

—x/4

1» La fonction g est dérivable sur [0; +o0[ comme produit. Pour tout z € [0; +0[, ¢'(x) = ae + ax x

1 1
<—4) et = qe=/* — Zaxe_”/‘l. La fonction g est solution de (E) si, et seulement si, pour tout

x € [0; 400 :

1 1 1
g (z) + Zg(x) = 20e”"* Clest-a-dire ae %/ — Za:cef""’/4 + Zaxe*””/4 = 20e /4

ce qui se rameéne a ae~*/* = 20e~%/4. En divisant par e*/* 0, on obtient a = 20.
1
2» L'équation (E’) se réécrit y' = Y C'est I'équation homogéne associée a (E). L'ensemble de ses

solutions sur [0; +o0[ est {z — Ce®/* : C e R}.

3» D’aprés ce qui précede, I'ensemble des solutions de (E) sur [0; +oo[ est :
{x — 20ze 4t 4 Ce™t . Ce IR} = {:c — (202 + C)e™™* . Ce ]R}

4» Soit f la solution de (E) telle que f(0) = 8. Il existe C' € R tel que pour tout = € [0;+x[, f(z) =
(20z+C)e=*/*. Or f(0) = (0+C)e = 8, soit C'x 1 = 8, donc C = 8. Finalement, pour tout z € [0; +0,
f(x) = (202 + 8)e=/4.

Correction de I'ex 22

Résoudre les équations différentielles suivantes en cherchant une solution particuliére ¢ de la forme indiquée.

1 1 1 1
1» L'équation se réécrit ¢y = —§y+ §x+ 3 L'équation homogeéne associée est 3y = —5¥- L'ensemble de ses
solutions est {x — Ce /2 . Ce IR}. Cherchons une solution particuliére ¢ sous la forme ¢(z) = ma+p.

La fonction ¢ est dérivable sur R et ¢'(z) = m. Il faut 2¢/(z) + ¢(z) = = + 1, soit :
2m + (mx +p) =x+1 autrementdit mz+ (2m+p)=xz+1

o , =1
Par identification, il suffit que mn . En prenant m = 1 et p = —1, on trouve ¢(z) = x — 1.
2m+p=1
L'ensemble des solutions de I'équation est alors {z +— z — 1+ Ce™"/2 : C e R}.

2» L'équation homogeéne associée est iy’ = 3y. L'ensemble de ses solutions est {x — Ce3* : Ce IR}. Cher-
chons une solution particuliére ¢ sous la forme ¢(z) = az? + bz + c. La fonction ¢ est dérivable sur R et
¢ (z) = 2ax + b. |l faut ¢'(z) — 3¢(z) = —32? — x — 2, soit :

(2ax +b) — 3(az® + br +¢) = =322 —2 -2 < —3az’ + (2a —3b)x + (b—3c) = —32> —x — 2

Par identification, il suffit que :

—3a = -3 a=1 a=1 a=1
2a —3b= -1 soit 2—-3b=-1 soit b=1 soit b=1
b—3c=-2 b—3c=-2 1—3c=-2 c=1

Ainsi, ¢(z) = 22 + z + 1. L'ensemble des solutions de I'équation est {z — 2? + 2 + 1+ Ce** : C e R}.

3» L'équation homogene associée est y' = —y. L'ensemble de ses solutions est {z — Ce™™ : C € R}.
Cherchons une solution particuliére ¢ sous la forme ¢(z) = (mx + p)e*. La fonction ¢ est dérivable sur
R comme produit et ¢'(x) = me® + (mx + p)e® = (mx + m + p)e”. Il faut ¢'(x) + ¢(z) = (3 — 2x)e”,
soit :

(mz +m +p)e® + (mz + p)e® = (3 —2x)e” Ccest-a-dire (2max +m + 2p) = (=22 + 3)
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(car pour tout x réel, e* % 0). Par identification, il faut que :

2m = =2 , L m=—1 . m=—1
c'est-a-dire soit encore
m+2p=3 —1+2p=3 p=2

Ainsi, ¢(x) = (—z+2)e”. L'ensemble des solutions de I'équation est {x — (—z + 2)e” + Ce™® : C € R}.

Correction de I'ex 23

L'équation différentielle se réécrit 4/ = 4y. L'ensemble de ses solutions sur R est {m — Cel® . Ce IR}. Soit f
la solution telle que f(zo) = yo. Il existe C € R tel que pour tout = € R, f(z) = Ce*®. Or f(xq) = Ce*™0 =y,
d'ott C' = yoe~**0. Finalement, pour tout = réel, f(x) = ype 4*0e** = yyet(=—20),

L’affirmation est fausse.

Correction de I'ex 24

1» VRAI : soit a € R. Considérons la fonction constante f :  — 0. D’une part, la fonction f est dérivable
sur R et pour tout x réel, f/(z) = 0. D'autre part, pour tout x réel, a x f(z) = a x 0 = 0. On a bien
f'(@) =af(z).

2» FAUX. L'ensemble des solutions de I'équation ¢ = ay est {x — Ce** : C € R}. Soit y une solution non

nulle, cela signifie que C' # 0 puisqu’'une exponentielle n'est jamais nulle. Comme a > 0, on a lim az =
T— +00

+00, donc  lim e** = +00 par composition. Par produit, si C < 0, alors lirE y(x) = —o0.
Tr— +00

x— +00

Correction de I'ex 25

1» En remplagant a(t) par v'(t), la relation issue du principe fondamental de la dynamique s'écrit mov/'(t) =
mg — kv (t). Comme la masse m est strictement positive, on peut diviser par m pour isoler v/ (t). La fonction
v vérifie donc I'équation différentielle :

, k
vV =——V+g
m
Il s'agit bien d'une équation différentielle de la forme ¢y = ay + S aveca=—— et S =g.
m
1. H Y 7 !/ k 1 .
2» L'équation homogéne associée est v = ——wv. L'ensemble de ses solutions sur [0;+o0[ est
m
{t —» Ce=*/m . C e R}. Cherchons une solution particuliére constante v, = w : il faut v, = ——uv, + g,
m

k
soit 0 = ——w + g, donc w = % Ainsi, I'ensemble des solutions est {t — % + Ce Rt/m . Ce R}.
m

Soit v la solution de cette équation modélisant la vitesse de I'objet, telle que v(0) = 0. Il existe C' € R tel

que pour tout t € [0; +oof, v(t) = % + Ce k™ Or v(0) = % + Ce® = 0, soit % + C =0, donc
mg

C=—-—>.
k

Finalement, pour tout ¢ > 0, I'expression de v en fonction de ¢ est v(t) = % (1 - e*kt/m).

Correction de I'ex 26

N'(t)

N(t)*

2» La fonction IV est solution de (E) si, et seulement si, pour tout t > 0, N'(t) = 3N(t) — 0,005N ()%

1» Pourtoutt >0, ¢'(t) = —
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Comme pour tout t > 0, N(t)? # 0 par hypothése, on peut diviser I'égalité par N(¢)? :

N N
N@? TN

— 0,005 c'est-a-dire — ¢'(t) = 3¢g(t) — 0,005

ce qui se réécrit ¢'(t) = —3g(t) + 0,005 : cela signifie exactement que la fonction g est solution de (F).

3» L'équation homogeéne associée a (F) est y' = —3y. L'ensemble de ses solutions sur [0;+oo[ est
{t — Ce ™3t . Ce ]R}. Cherchons une solution particuliére constante y,, = k : il faut y, = —3y, +0, 005,
0,005 1
soit 0 = —3k + 0,005, donc k = ’3 = 500" Ainsi, I'ensemble des solutions de (F) est :

1
S(F)={t'—>600+09_3t : CER}

1
4» D'aprés les questions précédentes, N (t) = o) ol g est solution de (F'). L'ensemble des solutions de (E)
g

sur [0; +oo[ est donc :

S(E)—{tHl : C’e]R}

_1 -3t
g0 + Ce

5- a» At =0, la colonie compte 2 000 bactéries, donc N(0) = 2 000. Soit N la solution de (E) telle

1
que N(0) = 2000. Il existe C € R tel que pour tout t > 0, N(t) = S a——T Or N(0) =
600 + Ce

! 2000, soit ! C ! De la, C ! donc pour tout ¢ = 0
—_ = , SOit —— = — , O = ——rx urtoutt =>0:
oo + Ced 600 2000 6000 P

1 6 000
N =~ T_o=8t 10— Te

600 — 6000C

6 000 6 000 A I'aide
= = ) |
10 — 7e—3%2 10 — Te—6
de la calculatrice, on trouve N(2) ~ 601,04 : au bout de deux heures, il y a environ 601 bactéries

présentes dans la colonie.

b» Au bout de deux heures, le nombre de bactéries est N(2)

Correction de I'ex 27

L'équation différentielle s'écrit N/ = —AN. L’ensemble de ses solutions sur [0; +o0[ est {t — Ce™* : C € R}.
Soit N la solution décrivant le nombre d’éléments radioactifs dans I'échantillon au cours du temps, sachant
qu'a ¢ = 0 la quantité initiale est Ny (autrement dit N(0) = Np). Il existe C' € R tel que pour tout ¢t > 0,
N(t) = Ce=*. Or N(0) = Ce® = Ny, donc C = Ny. Ainsi, pour tout ¢ réel positif, N(t) = Noe .

. . N
Par définition, le temps de demi-vie ¢,/ vérifie la relation N (t/5) = 70, ce qu’on réécrit :
No
2
1
donc e Mz = 3 (car Ny # 0)

1
d —Ayp=In{ =
onc 1/2 n<2>

donc — )‘tl/Q = — 11’1(2)
In(2)
A

Noe M2 =

donc t1/2 =

(car A > 0)
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a Limites de suites

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1
Par opérations sur les limites, déterminer dans
chaque cas la limite de la suite (uy,).
I» up =—4n+6 5 w. = n2 — 1
" n+1
2» u, =na/n 3 — 1
6> u, = 5
3 5 2 "
> Uy, = O —
" n+1 ™ u, =6"—-T"
_ no_gn
4>un:3n 5 8>un=3
2n +1 3" 4 2"
9 u, =vn+1—4/n
In2+n+1
10 =
U =02 +2n—1
(n+1)(3—n)
11» u, =
g m2 + 1
1
12» uy,, = |n—— ntl
n 2n?
Exercice 2

Par comparaison, déterminer dans chaque cas la li-
mite de la suite (uy,).

1» wu, = (cos(n) —2) xn
2% u, = 2n — cos(n)

cos(2n)

Vn

4» u, =n+1—cos(n)

3 u, =

n+ (—1)"
Bty = 2
" n?—1

6> u, = n? —sin(3n)

Exercice 3

On modélise le nombre de foyers frangais possédant
un écran plat (en millions) en fonction de I'année
2015 + n par la suite (u,) définie par ug = 1 et,
pour tout entier naturel n,

1
Upi1 = 0 Un (20 — uy,)

1» Soit f la fonction définie sur [0;20] par

) = %0 2(20 — z).

a» Etudier les variations de f sur [0;20].
b» En déduire que pour tout = € [0;10],
f(z) € [0;10].
2» Montrer par récurrence que pour tout entier
naturel n, 0 < u, < upy1 < 10.
3» Montrer que la suite (uy,) est convergente.

4» Le nombre de foyers francais possédant un
écran plat pourra-t-il dépasser 10 millions de
personnes selon la modélisation ?

Exercice 4

Soit la suite (t,) définie par t; = 1 et pour tout
entier naturel n non nul, ¢, = 0,5¢, + 0,4.

1» a» Montrer par récurrence que pour tout en-
tier naturel n non nul, ¢, > 0, 8.
b» En déduire que la suite (¢,) est décrois-
sante.
c» La suite (t,,) est-elle convergente 7 Justi-
fier.

2» On pose pour tout entier naturel n non nul,
Vp =ty —0,8.

a» Démontrer que (v,,) est une suite géomé-
trique, dont on précisera la raison et le
premier terme vq.

b» En déduire que pour tout entier naturel n
non nul, t, = 0,2 x 0,5"~1 +0,8.

c» Déterminer la limite de la suite (¢,,).
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Limites de suites

Exercices

Objectif Bac

On considére la suite numérique (u,) définie par
ug = 2 et, pour tout entier naturel n,

2
Upt1 = —= Uy, + 3Upy —

2
Partie A

1» Calculer les valeurs exactes sous forme de frac-
tion irréductible de u; et us.

N o

2» A l'aide de la calculatrice, donner une valeur ap-
prochée 3 107° prés des termes u3 et uy.

3» Conjecturer le sens de variation et la convergence
de la suite (u,) a I'aide de la calculatrice.

Parte B ————
On considére la suite numérique (v,,) définie pour
tout entier naturel n par v, = u,, — 3.

1» Montrer que, pour tout entier naturel n,

1 2
Un4+1 = _5 (%

2» Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, on a —1 < v, <0.

3» a» Démontrer que, pour tout entier naturel n,

1
Un4+1 — Un = —Up (2 Uy + 1)

b» En déduire le sens de variations de (v,,).
4» Justifier que (v,) converge.

5» On note ¢ la limite de la suite (v,). On admet
que ¢ appartient a l'intervalle [—1;0] et vérifie

1
I'egalité ¢ = -3 2.
Déterminer la valeur de /.

6> Les conjectures émises dans la partie A sont-elles
validées ?

On consideére les suites (u,,) et (v,) définies pour
tout entier n par

Vo = Uy = 1
Un+1 = Up + Up
Unt1 = 2un + Un

1» a» Calculer up et v.

b» Montrer que les suites (u,) et (v,) sont
strictement positives par récurrence.

c» Démontrer que la suite (v,,) est strictement
croissante, puis en déduire que, pour tout
entier naturel n, v,, > 1.

d» Démontrer par récurrence que, pour tout en-
tier naturel n, u, = n + 1.

e» En déduire la limite de la suite (v,,).

. v
2» On pose, pour tout entier naturel n, r, = — et
Un
-1 n+1
on admet que r2 =2 + %
u'I'L
a» Démontrer que pour tout entier naturel n,

1
u2

|
/
N

IS

b» En déduire la limite de la suite de terme
-1 n+1

général 5
n

c» En déduire la limite de la suite (r2).
d» En déduire que (r,,) converge vers /2.
e» Démontrer que pour tout entier naturel n,

2471,

Tn+1 =
1+,

La suite (u,) est définie sur IN par uy = 1 et pour
tout entier naturel n,

1
un+1:iu”+1n+1

1» Calculer, en détaillant les étapes, u; et us sous
forme de fraction irréductible.

2» L'extrait, reproduit ci-dessous d’une feuille de
calcul réalisée avec un tableur présente les va-
leurs des premiers termes de la suite (uy,).

A I
Unp
1
1,75
2,5625
3,421875
4,31640625

A W NN R O 3

@MHW

a» Quelle formule étirée ensuite vers le bas
peut-on écrire dans la cellule B3 pour ob-
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Limites de suites

tenir les termes successifs de (u,) dans la
colonne B?

b» Conjecturer le sens de variation de (uy).

3» a» Démontrer par récurrence que, pour tout en-
tier naturel n, onan <wu, <n -+ 1.
b» En déduire, en justifiant la réponse, le sens
de variation et la limite de la suite (u,).

o
c» Démontrer que lim — = 1.
n—+o0 N

4» On désigne par (v,) la suite définie pour tout
entier naturel n par v, = U, — N.
a» Démontrer que la suite (v,,) est géométrique

de raison —.

b» En déduire que, pour tout entier naturel n,

3\ "
Un+1 = Z +n

Soit la suite numérique (u,,) définie par ug = 2 et

pour tout entier naturel n, u,1 = 3 Uy +3x0,5™.

1» a» A l'aide de la calculatrice, présenter dans un
tableau les 8 premiers termes de (u,), ap-
prochés a 10~2 prés.

b» D’aprés ce tableau, énoncer une conjecture
sur le sens de variation de la suite (u,,).

2» a» Démontrer par récurrence que, pour tout en-

. 15
tier naturel n non nul, u,, > vy x 0,5".

b» En déduire que, pour tout entier naturel n
non nul w, 1 —u, <0.

c» En déduire que la suite (u,,) est convergente.

3» On admet que la limite de (u,) est 0. Le pro-
gramme suivant, écrit en langage Python, doit
renvoyer aprés son exécution la plus petite va-
leur de I'entier n pour laquelle u,, < 0,01. Com-
pléter la fin que le programme renvoie la valeur
attendue.

1 def seuil():

2 n=20

3 u =

4 while u ......:
5 u =

6 n=mn-+1
7 return

A Gotham City, le taux de criminalité est trés élevé
depuis I'arrivée du Joker qui envoie ses sbires racket-
ter les commercants de la ville. Pour s'assurer de ses
revenus, le Joker envoie son bras droit surveiller les
malfrats chargés du racket On estime que :

» lorsqu’un mafieux a racketté un commerce une se-
maine, la probabilité qu'il recommence la semaine
suivante est 0,9;

» lorsqu’un mafieux a préféré se la couler douce une
semaine, la probabilité qu'il se remette au travail
la semaine suivante est 0, 4.

On s'intéresse a l'activité d'un mafieux lorsque le
bras droit du Joker arrive pour le surveiller.

Soit n un entier naturel non nul. On note B,, |'événe-
ment « le mafieux a bien racketté la n-iéme semaine
» et p, la probabilité de B,,.

La premiére semaine, le mafieux est super méchant
et super motivé. On a donc p; = 1.

1» Donner py et montrer que p3 = 0,85. On pourra
s'appuyer sur un arbre pondéré.

2» Compléter I'arbre pondéré ci-dessous.

By
B —
Dn ! \
By i1
By
B, —
By

3» En déduire que, pour tout entier naturel n non
nul, p,+1 = 0,5p, +0,4.
4» a» Démontrer par récurrence que pour tout en-
tier naturel n non nul, p,, > 0, 8.

b» Comment le Joker peut-il interpréter ce ré-
sultat?

5» On considére la suite (u,) définie pour tout en-
tier naturel n non nul, par u,, = p, — 0, 8.

a» Montrer que (u,,) est une suite géométrique
dont on donnera le premier terme et la rai-
son.

b» En déduire |'expression de u,,, puis de p,,
en fonction de n.

c» En déduire la limite de la suite (py,).
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Comme la fouine ou le blaireau, la loutre fait partie de la grande famille des mustélidés. C'est une espéce
semi-aquatique vivant le long des cours d'eau assez sauvages, peu ou pas pollués et surtout riches en poissons.
Au XX siécle, la loutre a disparu de nombreuses régions européennes. Redoutée par les pécheurs qui la trouvaient
trop gourmande en poissons, elle a été intensément chassée et piégée. La destruction et la pollution de son habitat
ont aussi joué un réle important dans son déclin.

Au début de I'année 2020, on comptait 300 loutres d'Europe. Une étude a permis de modéliser ce nombre de
loutres par la suite (u,,) définie par ug = 300 et pour tout entier naturel n :

Uns1 = 0,8u, + 3

ol pour tout entier naturel n, u,, modélise le nombre de loutres au début de I'année 2020 + n.

1» Calculer, dans ce modéle, le nombre de loutres au début de I'année 2021, puis au début de I'année 2022.
2» Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 15 < up 1 < up.

3» La suite (uy,,) est-elle convergente 7 Justifier la réponse.

4» On appelle £ la limite de la suite (u,,). Déterminer la valeur de ¢ en justifiant.

5» On se propose de déterminer la limite de la suite (u,) d'une autre maniére. On considére la suite (v,,) définie
pour tout entier naturel n par v, = u,, — 15.
a» Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison 0, 8.
b» En déduire que, pour tout entier naturel n, u,, = 285 x 0,8™ + 15.
c» En déduire la limite de la suite (uy,).
d» En donner une interprétation dans le contexte de cet exercice.

6» On souhaite déterminer le nombre d'années nécessaires pour que I'effectif de la population passe en-dessous
d'un certain seuil S.

a» Dans cette question, on suppose que S = 30. A I'aide de la calculatrice, déterminer le plus petit entier
n tel que u, < 30 et interpréter.

b» Dans le programme Python ci-dessous, la variable n désigne le nombre d'années écoulées depuis 2020
et la variable u désigne I'effectif de la population.

Compléter ce programme afin qu'il retourne le nombre d'années nécessaires pour que I'effectif de la
population passe en dessous du seuil S.

1 def population():

2 n=20

3 u = 300

4 while u ......:
5 u =

6 n =

7 return
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Vers le supérieur

Proposer deux suites (u,) et (v,) tels que

lim w, = +o00 et lim v, = 0 et telles que
n—+400 n—+00

lim u, X v, = ...

n—-+0o0

1» +o0 2» —0 3» 0 4 4

1» Démontrer que si une suite (u,) est croissante
n'est pas majorée, alors elle diverge vers +c0.

2» Application : soit la suite (u,,) définie par ug =1
et, pour tout entier naturel n, Up+1 = Up + u%
a» Démontrer que la suite (u,) est croissante.

b» On suppose que la suite (u,) est majorée.
Montrer que, dans ce cas, elle converge vers
un réel que I'on précisera.

c» En déduire que u n'est pas majorée.
d» Préciser alors le comportement de u en +o0.

On considére une suite (u,) définie sur IN et telle
qu'aucun de ses termes n'est nul. On définit alors la

. 4 .
suite v par v, = —— pour tout entier naturel n. Les
Un
affirmations suivantes sont-elles vraies ? Justifier.
1» Si la suite (uy) converge, alors la suite v
converge.

2» Si la suite (u,,) est minorée par 2, alors la suite
v est minorée par —2.

3» Si la suite (u,) est décroissante, alors la suite v
est croissante.

4» Si la suite (u,,) diverge, alors la suite v admet 0
pour limite.

Les affirmations suivantes sont-elles vraies? Justi-
fier.

1» Toute suite croissante et majorée converge.

2» Toute suite croissante et convergente est majo-
rée.

3» Toute suite majorée et convergente est crois-
sante.

4» Toute suite décroissante est majorée.

On considére la suite (p,,) définie pour tout entier
naturel n par p, = n? — 42n + 4. La suite (p,)
est-elle strictement décroissante ? Justifier.

On considére deux suites u et v définies pour tout
entier naturel n. Les affirmations suivantes sont-elles
vraies ? Justifier.

1» Si lim w, = 400 et lim v, = —oo, alors
n——+0o0 n— -+
lim u, + v, =0.
n—+00

2» Si la suite (u,,) converge vers un réel non nul et

si lim v, = 400 alors u X v ne converge pas.
n—+0o0

3» Si les suites u et v convergent et v ne s'annule
pas, alors la suite ¥ converge.

Les affirmations suivantes sont-elles vraies? Justi-
fier.

1» Une suite non majorée tend vers + 0.
2» Une suite croissante tend vers +0o0.
3» Une suite qui tend vers +00 n'est pas majorée.

4» Une suite qui tend vers +o0 est croissante.

On considére la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n par u,, = n? — 17n + 20. Les affirmations
suivantes sont-elles vraies 7 Justifier.

1» La suite (u,) est minorée.

2» La suite (u,,) est décroissante.

3» L'un des termes de la suite (u,,) est égal a 2021.

4» La suite (u,) est convergente.

On considére une suite (u,,) telle que, pour tout en-
tier naturel n, n < u,, < n + 1. Les affirmations
suivantes sont-elles vraies ? Justifier.

1» Il existe N € IN tel que uy est un entier.

2» La suite (u,) converge.

3» La suite (uy,,) est croissante.

4» La suite (u,) n'a pas de limite.
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Corrections

Dans tous les exercices, la justification des limites est faite en ligne, par souci de gain de place. Cette présentation est
compléte et correcte, mais il peut étre préférable d'adopter la présentation en « accolades étagées » ou la présentation
« fleches » pour faciliter la lecture.

Correction de I'ex 1

1» Ona lim —4n = - donc lim —4n + 6 = —o0 par somme.
n—-+0oo n—+o

2» Ona lim n=+4owet lim 4/n=+00, donc hm Uy, = +00 par produit.

n—+0o0 n—+00
. : 2 . : .
3» Ona lim (n+1)=+oodonc lim —— = 0 par quotient. Finalement, lim wu, =5 par somme.
n—+00 n—+oon + 1 n—+00

4» (C'est une forme indéterminée : on factorise par le terme prépondérant au numérateur et au dénominateur.

3-2 3—7 1
Pour tout n € IN*, u,, = ﬂ/( ’f) . Or lim — = 0, donc par somme, produit et quotient,
w(2+1) 241 n—+0 N
ol tn =5
. 9 1 .
5- Ona lim n?=+wet hm = 0. Par somme, lim wu, = +0o0.
n—-+0oo0 n—+w n + ]_ n——+00

6» C'est une forme indéterminée : on factorise par le terme prépondérant. Pour tout n € IN*, u, =

g1 31
ad ”) .Or lim (3—1)=3et lim n=+00, donc lim wu, = 0 par quotient.
nxw n n—+0o0 n n—-+a0 n—+

7» C'est une forme indéterminée, on factorise par le terme prépondérant. Pour tout n € N, wu, =

ek (() —1). Or7 > 1donc lim 7" = +o0, et —1 < = < 1 donc lim () = 0. Par
7 n—4+0w 7 n—+ow \ 7
somme et produit, lim wu, = —oo0.
n—+00

8» C'est une forme indéterminée : on factorise par le terme prépondérant au numérateur et au dénominateur.

n 3\ _ n 3\ _ n
W=<4> XL.Oré>1donc lim <§) = +o0. De

P tout N, u, = n 5 n
RN (RO) @) o

3

[ 1<3<1t 1<2<1d li 3n7071' 2nfOP tient et
plus, 1 e 3 , oncn_l}ggOO 1 = —n_ILI_lOO 3 = 0. Par somme, quotient e
produit, lim wu, = —oo0.

n—-+ao0

9» C'est une forme indéterminée. Naivement, on pourrait tenter de factoriser par le terme prépondérant,
mais qui de \/n et v/n + 1 domine I'autre ? Essayons de factoriser par /n pour voir ce qui se passe :

v/ 1 1 1 1
pourtoutne]N*,unz\/ﬁ<f/gl> =\/ﬁ<4/n;1>.0rnz =1+ — ——— 1donc

n n—>+w

. . n+1 o -
par composition, lim = 1. On se retrouve alors avec une nouvelle forme indéterminée, type «

n—+w n
+00 x 0 ».
Avec des différences de racines carrées, la méthode privilégiée est la multiplication par la quantité conju-
guée. Pour tout n € IN,

" (\/n+ —n)(Wn+1+4/n) (n+1)— 1
g NCESESND = Ui R VeIV

Or hrn (\/n—i— + 4/n) = +00, donc par quotient lim wu, = 0.
n—

n— -+
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10» C'est une forme indéterminée : on factorise par le terme prépondérant au numérateur et au dénominateur.

AB+L14+L) 3414 L 1 1
Pour tout n € IN*, u,, = ( 72’ "12) = g "f.Or lim — =0et lim — = 0.Parsomme
w1+ 2-55) 1+2-—5  noten n—too n?
et quotient, lim wu, = 3.
n—+00

11» C'est une forme indéterminée. On peut développer le numérateur : (n+1)(3—n) =3n —n? +3 —n =
A (-1+2+ %) -1+24 3% 1

—n? + 2n + 3. Pour tout n € IN*, w,, = ( ”1"2)= "1”2.Or lim — = 0 and
A7 (24 55v) 2+ 57 noten

. 1 . . 1

lim — = 0. Par somme et quotient, lim wu, = —=.

n—-+o00 N2 n— 40 2

On peut également factoriser chaque parenthése par son terme prépondérant : pour tout n € IN* :

At ) G- (+s) G-

Uy = -
TR ) 24

1 1x (-1 1

Or lim —=0= lim — =0. Donc, par somme, produit et quotient, lim w, = #) = ——.

n—+0wn nstyon n—+00 2 2

12» C'est une forme indéterminée. Factorisons chaque parenthése par son terme prépondérant : pour tout

1 1+ 4 1 1 1 1 1
1

donc par somme et produit, lim wu, = =.
n—+0o0 2

Correction de l'ex 2

Commentaire : si vous ne savez pas a I'avance s'il faut utiliser une minoration ou une majoration, dans le doute
encadrez. A la fin, I'un des deux cdtés de I'encadrement vous sera inutile, mais ce n’est pas grave!

1» Pour tout n € IN, , —1 < cos(n) < 1. En soustrayant 2, on obtient —3 < cos(n) — 2 < —1. On peut
multiplier par n > 0 sans en changer le sens des inégalités : —3n < v, < —n. Or lim —n = —oo.
n—-+0o0
Donc, par majoration, lim wu, = —o0.
n—-+0o0

2» Pour tout n € N, , cos(n) < 1 donc —cos(n) = —1, et donc u,, = 2n — 1. Or lirf 2n —1 = +o0.
n——+0o0

Donc, par minoration, lim w, = +00.
n—+00

1 1 1

3» Pour tout n € N*, —1 < cos(2n) < 1. En divisant par 4/n > 0: ~Tn < Uy, < 7 Or nl—i}foo_% =0
. 1 o L . B
et nLHEw % = 0 donc, d'aprés le théoréme des gendarmes, nETw Uy, = 0.

4» Pour tout n € IN, cos(n) < 1 donc —cos(n) = —1, et donc u,, 2n+1—1=mn. Or liIJrrl n = +o.
n——+00

Donc, par minoration, lim w, = +0c0.
n—-+00

5» Pour toutn > 2, —1 < (—1)" < 1,donc n—1 < n+ (—1)" < n+ 1. On divise par n?> —1 > 0, pour

n—1 <n+(—1) < n+1 Or -

obtenir |'encadrement

n2—1_ n2-1 n2—1"
= = e = =
n?—1 (@m@=1n+1) n+l n2—-1 @"h+1) n+l
1 —1)" 1 1
Donc < n+(-1) < . Or lim = lim = 0, donc par le théoréeme des
n+1 n?—1 n—1 n>ton 4+ 1 nSyon —1
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. on+ (=" . .
gendarmes, lim ——-— = 0. Finalement, par somme, lim u, = —2.
n—oto n2-—1 n— 400

6> Pour tout n € IN, , sin(3n) < 1 donc —sin(3n) > —1 puis u,, > n? — 1. Or lirf n? —1 = +oo donc,
n——+00
par minoration, lim wu, = +oo0.
n—-+ao

Correction de I'ex 3

. . . - 1
1» a» On pourrait dériver et tracer le tableau de variations. On peut aussi dire que f : z — —1—0x2 + 2x est
0+ 20

une fonction polynomiale de degré 2, de racines 0 et 20. Son sommet est donc a |"abscisse 10,

et comme son coefficient dominant est —% < 0, son sommet est un maximum. Finalement, f est
croissante sur [0; 10] puis décroissante sur [10;20].
b» Comme f est croissante sur [0;10], pour tout x € [0;10], f(z) € [f(0); f(10)] = [0;10].
2» Pour n € IN, notons HR,, : « 0 < up < Upy1 < 10 »

D'aprés I'énoncé, ug = 1, et pour tout n € N, up,+1 = f(uy,). En particulier, uy = f(ug) = 1,9. Or
0<1<1,9<10,donc Hp: « 0 <ug <wu; <10 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HIR,, vraie. Montrons que HR 11 : « 0 < Upi1 < Upao < 10 » est alors
vraie.

D'aprés HR,, 0 < uy, < upy1 < 10, or f est croissante sur [0;10] donc f(0) < f(un) < funt1) <
£(10), c’est-a-dire 0 < tp 41 < Upt2 < 10, donc HR 41 est vraie.

HEREDITE

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, 11 : d'aprés le principe de
récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vrai, c'est-a-dire que pour tout n € IN, 0 < u,, < upq1 < 10.

CCL

3» D'aprés la question précédente :
e Pour tout n € N, u,, < upy1, C'est-a-dire que (u,) est croissante,
e Pour tout n € IN, u,, < 10, c’est-a-dire que (u,) est majorée par 10.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,,) converge.

4» Non, car (u,) est majorée par 10, et u,, représente le nombre de foyers frangais disposant d'un écran plat,
en millions.

Correction de l'ex 4
1» a» Pour n € IN*, notons HR,, : « t, > 0,8 »

D’aprés I'énoncé, t1 = 1. Or 1 > 0,8, donc HR; : « t; > 0,8 » est vraie.

Soit n € IN*, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 41 : « tpy1 > 0,8 » est alors vraie.

D'aprés HR,,, t, > 0,8.0r 0,5 > 0 donc 0, 5¢,, > 0,4, puis 0, 5t,+0,4 > 0,4+0,4, c'est-a-dire
tpn+1 > 0,8. Donc HR, 41 est vraie.

HEREDITE
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On a montré que HR, est vraie et que pour tout n € IN*, HR,, entraine HR,, .1 : d'aprés le
principe de récurrence, pour tout n € IN*, HR,, est vrai, c'est-a-dire que pour tout n € IN*,
t, > 0,8.

CCL

b» Pour tout n € N*, t,,.1 — t, = 0,5¢t, + 0,4 — t, = —0,5t,, + 0,4. Or, d’aprés la question précédente,
t, > 0,8. Comme —0,5 < 0, on a —0,5¢,, < —0,4, puis —0, 5¢,, + 0,4 < 0. Ainsi, pour tout n € IN*¥,
tnt1 — tn <0, donc tp41 < t,, donc (t,) est (strictement) décroissante.

c» D’aprés les questions précédentes :

e (t,) est décroissante,
e Pour tout n € N*, ¢, > 0,8, c'est-a-dire que (¢,) est minorée par 0, 8.
D'aprés le théoréme de la limite monotone, (t,,) converge.

2» a» Pour tout n e N*, v, =t, — 0,8, donc ¢, = v, +0,8, et :

Uns1 =tni1 — 0,8 = (0,5, +0,4) —0,8 = 0,5t, — 0,4 = 0,5(v, +0,8) — 0,4
= 0,50, +0,4—0,4 = 0,50,

Ainsi, (v,,) est une suite géométrique de raison ¢0, 5 et de premier terme v; =t —0,8 = 1-0,8 =0, 2.
b» Pour tout n € IN*, v,, = v; x 0,5" 1 =0,2 x 0,5""!, donc t,, = v,, + 0,8 = 0,2 x 0,5" "' + 0, 8.

c» Comme —1<0,5<1,ona lim 0,5""! = 0. Par somme et produit, lim ¢, =0,8.
n—-+0o0 n—-4oo

Correction de I'ex 5

Partie A
1» D'aprés |'énoncé, ug = 2.
1 3 1 3 3 5
u1:—§u%+3u0—2 :—§><22+3><2—§:4—§:f

2
2
1, 3 1 (5 5\ 3 23
=—cui+43u—S=—c-x (o) +3x () -S ="
YT T T Ty = T (2) (2) 273
2» A I'aide de la calculatrice, on trouve us =~ 2,99219 et us ~ 2,99997.
Commentaire : Attention 3 ne pas utiliser la valeur approchée de w3 pour calculer uy ! Dans un calcul, on
utilise toujours une valeur exacte.

3» En regardant le tableau de valeur ou le nuage de points tracé a la calculatrice, on peut conjecturer que (uy,)
est croissante et qu'elle converge vers 3.

Partie B
1» Pour tout entier naturel n, v,, = u,, — 3, donc u,, = v,, + 3, et :
1 3 1 9
Un+1 = Un+1 *3 = (2’114% +3’1,Ln — 2> *3 = *i(vn +3)2 +3(’Un +3) - 5
R 9 1, 9 9 1,
= 2(vn+60n+9)+3vn+9 5= "5 3un, 2+31)n+9 5= "5t

2» Pour n € N, notons HR,, : « —1 < v, <0 »

D'aprés I'énoncé, ug = 2, dotvg = 49 —3 =2—-3 = —1. Or =1 < —1 <€ 0, donc HRy : «
—1 < vy <0 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : « —1 < v,.1 < 0 » est alors vraie.
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2] D'apres HR,,, —1 < vy, < 0. La fonction carrée étant décroissante sur [—1;0], (—=1)* > v} > 07, soit
5 2 1 1 1 2 ' T
Tl =wv. =0.0r —3 < 0 donc —3 < ~3 < 0, c'est-a-dire —3 < Up41 < 0. Comme —1 < —g
o . .
wif on a bien =1 < v,41 < 0. Donc HR,, 41 est vraie.
T
_1] On a montré que HRg est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, 1 : d'aprés le principe
8 de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vrai, c'est-a-dire que pour tout n € IN, -1 < v, <0.

3» a» Pour tout entier naturel n, v,11 — v, = fﬁv% — Uy = —Up <2’un + 1).

b» D'aprés la question 2», pour tout n € IN, —1 < v,, < 0, en particulier :

e < 0donc —v, =0,

1 1
< §vn + 1, en particulier §vn +1>0.

N |

1 1 1
e —1 < v, donc —3 < 5Un (car 3~ 0), donc

Par conséquent, pour tout n € IN, v, — v, =0, donc v, 41 = vy, donc (vy,) est croissante.
4» D'aprés les questions précédentes :
o (vy,) est croissante,
e Pour tout n € IN, v, <0, c'est-a-dire que (v,,) est majorée par 0.

D'apres le théoréeme de la limite monotone, (v,,) converge.

1 1 1 1
5» D’apres I'énoncé, ¢ = 7582 donc 562 + ¢ =0donc/? 58 +1) =0donc?=0ou 56 + 1 = 0 (équation
produit nul), donc £ = 0 ou £ = —2. Or £ € [—1;0] d'aprés I'énoncé, donc la seule valeur possible est ¢ = 0.
6» Pour tout n € N, u,, = v, + 3. Comme (v,,) est croissante, (u,) I'est également. De plus, lim w, =

n—+400

lirf vp + 3 =04 3 = 3. Les conjectures de la partie A sont donc validées.
n——+0o0

Correction de I'ex 6

1» a» D’apres les relations de récurrence de I'énoncé :
up =upt+vo=14+1=2 et v1=2uy+v9=2%x1+1=3
b» Pour n € IN, notons HR,, : « u, >0et v, >0 »

D’'aprés I'énoncé, ug =1 > 0 et vg = 1 > 0, donc HR est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 41 : « Upy1 > 0 et v,41 > 0 » est alors
vraie.

D’aprés HR,, u, > 0 et v, > 0. la somme de deux termes strictement positifs est aussi
strictement positive, donc u,, + v, > 0, c'est-a-dire u,11 > 0. De méme, comme 2 > 0,
2uy, + vy > 0, c'est-a-dire v, 11 > 0. Donc HR,, 1 est vraie.

HEREDITE

On a montré que HRg est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, 1 : d'aprés le
principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour tout n € N, u,, > 0
et v, > 0.

CL

c» Pourtout ne N, v,41 — v, = 2u, + v, — v, = 2u,. Or, d'aprés la question précédente, u,, > 0, donc
2u,, > 0, donc v, 41 — v, > 0, donc v, 11 > v, donc (vy,) est (strictement) croissante. En particulier,
pour tout n € IN, v,, = v, c'est-a-dire v,, > 1.
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d»

ar

b»

d»

HEREDITE

Pour n € IN, notons HR,, : « U, =n+1 >»
D’'aprés I'énoncé, ug =1et0+1=1.0r1>1, donc HRp : « ug =0+ 1 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR, 11 : € Unpt1 = n+ 2 » est alors vraie.

D’aprés HR,,, u, = n + 1, donc u,, + v, = v, +n + 1, c'est-a-dire u,,41 = v, + n + 1. Or,
d'aprés la question précédente, v,, > 1, donc v, + n+1 > 14+ n+ 1 = n + 2. Finalement
Upy1 = Uy +n+1=n+2, donc upy =n+ 2, donc HR 41 est vraie.

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, 1 : d'aprés le
principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire que pour tout n € NN,
Up =n+ 1.

CCL

D'aprés la question précédente, par minoration, lim wu, = 400. Pourtoutn € IN, v, 11 = 2u, +v,. Or
n—-+0o0

v, = 1 donc v, 41 = 2u, + 1. Or lirf 2u, + 1 = 400 (par somme et produit), donc, par minoration,
n——+00

lim v, = lim v,y = 400.
n—+00 n—+ao0

Pour tout n € IN, —1 < (=1)"*! < 1. D’aprés la question 1», u, # 0, donc u2 > 0, on peut donc

.. . . _ -1 n+1 1
diviser ces inégalités par u2 sans en changer le sens : — < % < -
U U U
n n n
On a vu précédemment que lim w, = +o0, donc lim u? = +co par produit. Par quotient,
n—+00 n——+0o0
(_1)n+1
lim = =0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, lim -—5— =0.
n—+0 Uy n—+400 Up,
(_1 n+1
D’aprés I'énoncé, pour tout n € IN, 72 = 2 + 5 D’aprés la question précédente, par somme,
u
n

lim r2=2+0=2.

n—+00

) . . L, .
Pour tout n e N, u,, > 0 et v,, > 0, donc r,, = — > 0. La fonction racine carrée étant continue en 2,

Up
lim r, = lim +/r2 = lim 72 =+/2
nSdo " nSotm n n—+oo " \f
Pour tout n € N,
9. Up, 2Uy + vn
247, U, Up, %(271% + vn) 2uy, + vy Un+1 -
- - - = - = 1
147, 149 Un + Un Ur(un + vy) Up + U Upil n
Un, Un

Correction de l'ex 7

1» D’aprés la relation de récurrence de I'énoncé, comme ug =1 :

3 7
Uy 1u0+1x0+1=7x1+1=1
3 +1 141 3 7_’_1_'_1 21+4+16 41
= - - X =-X -4 - =— 4+ —4+ ===
2=y 47171 1616 16 16
2» a»r =3/4%B2 + 1/4xA2 + 1
b» La suite semble croissante.
3» a» Pourne NN, notons HR,, : « n<up, <n+1>»
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D'aprés I'énoncé, ug =1. Or0<1<0+1,donc HRg: « 0 <ug <0+ 1 » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : « n+1 < uy11 <n+2 » est alors

vraie.
N 3 3 3 3 ) 1 R

D'apres HR,, n < u, <n+1. Or 1 0 donc ik < 7ln < i(n + 1). En ajoutant ik +1a
| chaque membre, il vient :
}_
8 3+ +1< + +1<3 +3+1 +1 uis +1< < +7
‘ -n+-n < -up+ -n <-n+-+-n n <u <n+ -
< 1" 4Ty "1 P el 1
7 7

Or 1 < 2doncn + 1 <n+2doncn+1<uy1 <n+2, donc HR,,4+1 est vraie.

On a montré que HRy est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR, 1 : d'aprés
Ol le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vrai, c'est-a-dire que pour tout n € N,
)}

n<u, <n+ 1.

b» D'aprés la question précédente, pour tout n € IN :

e n<u,<n+letn+1<u,1 <n+2. Enracolant ces inégalités, on a u,, <n+1 < upy1, en
particulier u,, < u,11. La suite (u,) est donc croissante.

e n<u, Or lim n = 400, donc par minoration, lim wu, = +o0.

n——+0o0 n——+0o0
T . n U n+1 U 1
c» On divise I'encadrement de la question 2»a» parn > 0 — < — < donc1< =<1+ —.
n n n n n
. . 1 , .
Or lim 1= lim 14 = =1, donc d’apreés le théoréme des gendarmes, lim — = 1.
n—+o0 n—-+00 n n—+0 N

4» a» Pour tout ne N, v,, = u,, — n, donc u,, = v,, +n, et :

3 1 3 3 3 3
Upt1 = Upy1 — (n+1) = <4un+4n+1)n*1=4un*4n=4(vn+n)*4n
3 3 3 3
=—-Up+-N—-N= -0y

4 4 4 4

o . . 3 .
Ainsi, (vn) est géométrique de raison 1 et de premier terme vy = ug — 0 = 1.

3\" 3\" 3\" 3\"
P N - 2) =1 2) = (2 i == )
b» Pour tout n € IN, v,, = vy x <4> X <4) (4> , PUIS Uy <4> +n

Correction de I'ex 8

1» a» A l'aide de la calculatrice, on dresse le tableau des 8 premiers termes de la suite (uy,) :

n 0] 1 2 3 1 5 6 7
un | 2| 3,4 ] 2,18 | 1,19 | 0,61 | 0,31 | 0,16 | 0,08

Commentaire : Attention a ne pas utiliser une valeur approchée de u,, pour calculer u, 1! Dans un
calcul, on utilise toujours des valeurs exactes.

b» La suite (u,) semble décroissante a partir du rang n = 1.

15
2» a» Pour n € IN¥, notons HR,, : « U, = vy x 0,5™ »
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1 2 17
D’'aprés I'énonce, ug = 2, d'ot u; = guo +3x0,50 = 5 +3 = 5 = 3,4. Or pour n = 1,
15 15 15
ik 0,5! = 5= 1,875. Comme 3,4 > 1,875, HR1 : « uy = ik 0,5! » est vraie.

. ) 1
Soit n € IN*, supposons HR,, vraie. Montrons que HR, 11 : € Upy1 = T x 0,571 » est alors

vraie.

15 1 1 3
D’aprés HR,, un = R x 0,5™. Or £ > 0 donc gun > 1 x 0,5™. En ajoutant 3 x 0,5, il
vient :
i 3 n n 15 n
= Upy1 = — x 0,5 +3x0,5" etdonc wupy1 =>— x0,5
a 4 4
E 15 15 0,57+ 15 15 15 15
&for Z><0,5” = 70’5 -5 x0,5"*1. Or 5 > T et 0,5 > 0 donc ?XO,’{)"Jr1 >
15 15
Vil 0,5" %1, et donc w41 = il 0,5"*1. Donc HR, 41 est vraie.
On a montré que HR; est vraie et que pour tout n € IN*, HR,, entraine HR,, 1 : d'apreés le
2 principe de récurrence, pour tout n € IN*, HR,, est vraie, c'est-a-dire que pour tout n € IN*,
5
Clu, = — x 0,5
Un 4 x U,
1 4 N .
b» Pour tout n € IN*, u, 1 — u, = gun +3x0,5" —u, = —=u, +3 x 0,5™. Or, d'aprés la question

15 4 4 15 4 4
précédente, u,, = T x 0,5™ donc ~gUn < ~E X vy x 0,5" (car —% < 0), donc ~gUn < —-3x0,57,

.4 .
puis —gun + 3 x 0,5™ < 0. Ainsi, pour tout n € N*, w41 — u, <0.
c» D’aprés les questions précédentes :

e Pour tout n € IN*, u, 41 —u, <0, donc uy,41 < uy,, donc (u,) est décroissante a partir du range
1;

15
e Pour tout n € IN*, u,, > T x 0,5™ > 0, donc (uy,) est minorée par 0.

D’aprés le théoréme de la limite monotone, (u,,) converge.

3»
1 def seuil():
2 n=20
3 u =2
4 while u > 0.01:
5 u=1/56 % u + 3 *x 0.5%*n
6 n=n-+1
7 return n

Correction de I'ex 9
1» D’aprés I'énoncé, la premiére semaine, le mafieux est motivé donc p; = 1.

e Sachant qu'il a travaillé la premiére semaine (B; est réalisé), la probabilité qu'il retravaille la deuxiéme
semaine (Bz) est de 0,9. On a donc py = 0,9.
e Pour calculer p3, on peut construire un arbre pondéré pour les étapes n = 1 et n = 2. D’aprés ce qui
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précéde,
0,9 Bs
By
0,9 T~
0,1 o
3
0,4 Bs

071 /

D’aprés la formule des probabilités totales :
p3s =P (B3) =P(BonBs)+ P (BynB3) =0,9x0,940,1x0,4=0,81+0,04=0,85

2» Comme p, =P (B,) :

0,9 B
B —
Pn ! \
1 Bn+1
0,4 By
1—py, L /
B,
\

0,6
Bn+l

3» D'apres la formule des probabilités totales :

pn+1 = ]P(Bn+1) = ]P(Bn ﬁBn+1) +]P (EﬁBn+1)
=p,x0,94+ (1 —p,) x0,4=0,9, +0,4—0,4p, = 0,5p, + 0,4

4» a» Pour n € IN*, notons HR,, : « p, > 0,8 »

D’aprés I'énoncé, p; = 1. Or 1 > 0,8, donc HR1 : « p1 > 0,8 » est vraie.
Soit n € IN*, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 : « pna1 > 0,8 » est alors vraie.

D'aprées HR,, pn > 0,8. Or 0,5 > 0 donc 0,5p, > 0,4, puis 0,5p, + 0,4 > 0,4 + 0,4,
c'est-a-dire p,11 > 0,8. Donc HR,, ;1 est vraie.

HEREDITE

On a montré que HR; est vraie et que pour tout n € IN*, HR,, entraine HR,, 1 : d'aprés le
principe de récurrence, pour tout n € IN*, HR,, est vraie, c'est & dire que pour tout n € IN,
pn > 0,8.

CCL
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b» Le Joker peut interpréter ce résultat en se disant que, peu importe la semaine, la probabilité qu’un
mafieux rackette un commerce est supérieure a 80%.

5» a» Pour tout n € N*, u,, = p, — 0,8, donc p, = u,, +0,8, et :

Un+1 = Pn+1 _058: (075pn+O74)_078:0a5pn_054:075(un+078)_074
—0,5uy +0,4—0,4 = 0, 5uy,

Ainsi, (u,) est géométrique de raison 0,5 et de premier terme u; =p; — 0,8 =1—-0,8 =0, 2.

b» Pour tout n € IN*, u,, = u; x 0,5""1 = 0,2 x 0,5""!. Comme p,, = u,, + 0,8, on en déduit que pour
tout n e IN*, p, = 0,2 x 0,5"1 +0,8.

c» Comme —1<0,5<1,0ona lim 0,5""! = 0. Par somme et produit, nlirprn =0,8.

n— 400

Correction de I'ex 10
1» D’'aprés |'énoncé, ug = 300.

e En 2021 (n =1), u1 = 0,8ug + 3 =0,8 x 300 + 3 = 243. On compte 243 loutres.

e En 2022 (n =2), ug = 0,8u; +3 = 0,8 x 243 + 3 = 197,4. On compte environ 197 loutres.
2» Pour n € IN, notons HR,, : « 15 < up11 < up »

D'aprés la question précédente, ug = 300 et u; = 243. Or 15 < 243 < 300, donc HRg : «
15 < u1 < ug » est vraie.

Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR,11 : « 15 < upio < uny1 » est alors vraie.

D'aprés HR,, 15 < tUpi1 < up. Or 0,8 > 0 donc 0,8 x 15 < 0,8upy1 < 0,8u,, soit 12 <
0,8up11 < 0,8u,. Dela, 124+ 3 < 0,8upy1 + 3 < 0,8u, + 3, c'est-a-dire 15 < U412 < up41. Donc
HR, 11 est vraie.

HEREDITE

On a montré que HRg est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, ;1 : d'aprés le principe
de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est a dire que pour tout n € IN, 15 < upy1 < Uy,

CCL

3» D'aprés la question précédente :
e Pour tout n € IN, u,41 < uy, autrement dit (u,) est décroissante,
e Pour tout n € IN, 15 < w41, autrement dit (u,,) est minorée par 15.
D’aprés le théoréme de la limite monotone, la suite (u,,) est convergente.
4» La suite (u,) converge vers £, donc nlil}rl@ U, =L et nETw Up+1 = £. En passant a la limite dans la relation

de récurrence w41 = 0,8u, + 3, on obtient £ = 0,8/ + 3 donc ¢ = 15. Donc la limite de (u,,) est £ = 15.

5» a» Pour tout ne N, v, = u,, — 15, donc u,, = v,, + 15, et :

Ung1 = Uns1 — 15 = (0,8up, +3) — 15 = 0, 8uy, — 12 = 0,8(v,, + 15) — 12
= 0,80, + 12— 12 = 0,80,

Ainsi, (v,) est géométrique de raison 0,8 et de premier terme vy = ug — 15 = 300 — 15 = 285.
b» Pour tout n € IN, v,, = vg x 0,8" = 285 x 0,8", donc t,, = v, + 15 = 285 x 0,8™ + 15.
c» Comme -1 <0,8<1,ona lim 0,8%=0.Par somme et produit, lim u, = 15.
n—+0w n—+00

d» Selon ce modeéle, a long terme, la population de I'échantillon de I'étude va se stabiliser autour de 15
loutres d'Europe.
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6> a» A l'aide du tableau de valeurs fourni par la calculatrice, on trouve u1s ~ 34,6 et u13 ~ 30,7, puis w14 ~
27,5. Le plus petit entier attendu est donc n = 14. Cela signifie qu'a partir de I'année 2020+ 14 = 2034,
|'effectif descendra sous le seuil de 30 loutres.

Pour répondre algébriquement a cette question, on peut utiliser le logarithme :

15 15
n< 2 ,n ]- < 7n<7 1 ’n<1 aor
U, <30 <= 285x0,8"+15<30 < 0,8 TR n(0,8") n(285)

1 In (52
= nln(0,8)<ln(2855> = n>wm132 = n=>1l4

(les justifications sont, dans I'ordre : car 285 > 0, par croissance de In et car In(0,8) < 1.)
b» Voici le code complété :

1 def population(S):

2 n=20

3 u = 300

4 while u > S:

5 u=0.8%u+3
6 n=n-+1

7 return n

Correction de I'ex 11

1
1 u, =n?etv, =—:alorsu, X v, =n +0
n n—+00
2» u, =n?etwv, = — :alors u, X v, = —n—— —00
n n—+ao0
1
3» un:netvn:—Q:alorsunxvn:——>0
n n n—+w0
1
4» u,, =4netv, = — :alorsu, xv, =4 — 4
n n—+00

Correction de I'ex 12

1» Soit (u,) une suite croissante non majorée. « Non majorée » signifie que (u,) n'admet pas de majorant,
elle n'est pas plafonnée : autrement dit, quel que soit le seuil qu'on lui fixe, (u,) parvient a le dépasser.
Autrement dit, quel que soit S € R, il existe N € IN tel que uy > S. Or par croissance de (u,), pour tout
n>= N, u, =uy =S5 :onamontré que, quel que soit le seuil que I'on fixe, il existe un rang a partir duquel
tous les termes de la suite dépassent ce seuil : c'est la définition de diverger vers +co.

2» a» Pour tout n € IN, U1 — up, = u2 > 0 donc uy, 41 = uy, donc (u,) est croissante.

b» La suite (u,) est croissante et majorée, donc d'apres le théoréme de la limite monotone, (u,,) converge.
Notons ¢ sa limite. En passant la relation de récurrence de (u,) a la limite, par somme et produit, on
obtient la relation ¢ = ¢ + ¢2, donc ¢?> = 0, donc ¢ = 0.

c» Par croissance, pour tout n € N, u,, = up = 1 > 0, donc (u,) ne peut pas se rapprocher de 0, c'est-a-
dire que 0 ne peut pas étre la limite de (uy,). Or, en supposant que (u,,) est majorée, on a trouvé qu'elle
converge vers 0 : c'est contradictoire, on a donc montré par |'absurde que (u,,) n'est pas majorée.

d» D’aprés le théoréme montré précédemment, comme (u,,) est croissante et non majorée, elle diverge vers
+00.
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Correction de I'ex 13

. La suite (u,) converge vers 0.

3=

1» FAUX. Considérons la suite (u,) définie pour tout n € IN* par u,, =

Cependant, pour tout n € IN*, v, = —4n T —oo, et donc (v,,) ne converge pas.
n——+ao0

2» VRAI. Supposons que pour tout n € IN, u,, = 2. Comme 2 > 0, tous les termes u,, sont strictement positifs.

. L 1 1 ) .
Par décroissance de la fonction inverse sur ]0; +[, on a — < 3 En multipliant par —4 < 0, on obtient
Un

4 1 . . .
—— > —4x 5 soit v, = —2. La suite (v, ) est donc minorée par —2.
Up
3» FAUX. Considérons la suite (u,,) définie pour tout n € IN* par u,, = —n. La suite (u,,) est décroissante. Or
4 . , . .
vy = ——— = — qui est le terme général d'une suite décroissante.
-n n

4» FAUX. Une suite qui diverge ne tend pas nécessairement vers +o0. Considérons la suite (u,) définie pour
tout n € IN par u,, = (—1)™. Elle prend alternativement les valeurs —1 et 1, donc elle diverge. La suite (v,,)

est alors définie par v, = — —. Elle prend alternativement les valeurs —4 et 4, elle ne converge donc

(=1)

pas vers 0.

Correction de I'ex 14

1» VRAI C'est I'application directe du théoréme de la limite monotone.

2» VRAL. Soit (u,) une suite croissante qui converge vers un réel £. Pour tout n € IN, , u,, < £. La suite (uy)
est donc majorée par sa limite /.

3» FAUX. Considérons la suite (u,,) définie pour tout n € N* par u,, = % Elle est majorée (par 1) et converge
(vers 0), mais elle n'est pas croissante (elle est méme décroissante).

4» VRAI. Soit (u,) une suite décroissante. Pour tout n € IN, w, < ug. La suite est donc majorée par son
premier terme uy.

Correction de I'ex 15

Remarque : pour prouver qu'une affirmation est fausse, il suffit de trouver un contre exemple, ici, deux termes qui
ne sont pas dans le « bon ordre ». A la calculatrice, on lit que pa3 > pag, réfutant directement la décroissance.
Toutefois, on montre ci-dessous |'étude compléte des variations de (p,,). Pour tout n € IN :

Prt1 —Pn = [(n+1)* —42(n + 1) + 4] — [n® — 42n + 4]
=n®+2n+1-42n—42+4—n” +42n — 4 = 2n — 41

La suite est strictement décroissante si, et seulement si, p,+1 — p, < 0, autrement dit si, et seulement si
2n — 41 < 0 ce qui revient 3 n < 20,5. Ainsi, la suite est strictement décroissante sur ses 21 premiers rangs,
mais elle devient strictement croissante a partir du rang 21.

Correction de I'ex 16

1» FAUX. C'est une forme indéterminée. Contre exemple : si I'on choisit u, = n? et v, = —n, on a bien
lim w, = +o et lim v, = —c0. Cependant, u, + v, = n? —n =n(n—1),dot lim (u, +v,) =
n——+00 n——+00 n—-+0o0

+00 # 0 par produit.
2» VRAL Soit £ # 0 la limite de (u,,). Par régle des signes sur les produits de limites :

e Si/>0,alors lim wu, X v, = +00. e Si/<0,alors lim wu, X v, = —00.
n——+o0 n——+o0

Dans les deux cas, la suite u x v diverge vers l'infini, elle ne converge donc pas.
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1

3» FAUX. Contre exemple : considérons pour tout n € IN*, w, = 1 et v, = —. Les suites (u,) et (v,)
n
: , u
convergent (respectivement vers 1 et 0) et (v,,) ne s'annule pas. Pourtant, — = n ———— +00 donc la
. n—+0o00

suite quotient ne converge pas.

Correction de I'ex 17

1» FAUX. Considérons la suite (uy,) définie pour tout n € IN par u,, = n x (—1)". Ses termes de rang pair
grandissent vers +0 et ses termes de rang impair vers —oo. La suite n'est pas majorée, mais elle ne tend
pas vers +00 (elle n’admet pas de limite).

. : - 1 . :
2» FAUX. Considérons la suite (u,,) définie pour tout n € IN* par w,, = ——. Elle est strictement croissante,
n
mais elle converge vers 0. En particulier, elle ne tend pas vers +o0.

3» VRAL Par définition, si lim wu, = 400, alors pour tout réel S, il existe un rang N & partir duquel tous les
n— -+

termes u,, dépassent S. Aucun réel S ne peut donc majorer la suite.
4» FAUX. Considérons la suite (u,,) définie pour tout n € IN par u,, = n + 2(—1)". On a up = 2, u; = —1,
uz =4, ug = 1... La suite n'est pas croissante (car u; < wug). Pourtant, comme n — 2 < u, < n+ 2 et

lim (n—2)=+00,0na lim wu, = 400 par minoration.
n—+o n—-+o

Remarque : il est souvent plus simple et tout a fait suffisant d'esquisser un contre exemple plutét que de
chercher une expression exacte! Par exemple, pour la derniére affirmation, un dessin d'une « vague qu monte
» aurait constitué un contre exemple parfaitement recevable.

Correction de I'ex 18

1» VRAI La fonction x — x2 — 17z 4 20 est une fonction polynéme de degré 2, dont le coefficient dominant
est 1 > 0. Son somme est donc un minimum. La suite (u,,), définie comme w,, = f(n), est donc minorée
par la valeur de ce minimum.

2» FAUX. On a ug = —52 et u1g = —50 > ug.

3» FAUX. Résolvons I'équation u,, = 2021 : cela donne n? — 17n + 20 = 2021 donc n? — 17n — 2001 = 0. Le
discriminant de ce polynéme est A = (—17)?2 —4 x 1 x (—2001) = 289+ 8004 = 8293. Comme A > 0, les
17 — /8293 17 + /8293

2

racines sont ny = ——— et ny = . Or n est entier, ce qui n'est pas le cas de ces deux

racines, donc aucun terme de la suite n'est égal a 2 021.

17 20 17 20
4» FAUX. Comme u,, = n? <1— +2) pourtoutn e IN* ona lim n?=4owet lim 1—-—+— =1.
n o n n—+0

n—-+o0 n  n?

Par produit, lim wu, = +o0.
n—+0o0

Correction de I'ex 19

1» FAUX. Par hypothése, pour tout n € IN, n < u,, <n + 1. Comme n et n + 1 sont deux entiers consécutifs,
il n'existe aucun entier strictement compris entre eux. Ainsi, aucun terme w,, ne peut &tre un entier.
2» FAUX. On a 11111 n = +00. Comme pour tout n € IN, u,, > n, on en déduit par minoration que lirf Uy =
n—+0oo n——+0o0
+00.

3» VRAL Pour tout n e N, n < u,, < n + 1, en particulier n + 1 < u,, .1 < n + 2. En racolant ces inégalités,
on obtient u, <n + 1 < u,41, en particulier u, < U,1.

4» FAUX. Comme démontré a la question 2», liIJIrl Uy = +00.
n— o0
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a Limites de fonctions

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1 Exercice 2
On donne ci-dessous la courbe représentative d'une Soit f une fonction définie et dérivable sur R\{—1}
fonction f définie sur R. dont on donne le tableau de variations ci-dessous.
A
5 T| —ow -1 1 3 +00
4 +00 +00 4
3 / / \ / \
2
N ¥ 2 1 —o0
1

1» Donner les limites de f en —o0, +00 et —1.

v

-4 -3 -2 —-10 1 2 3 4 5 6 7T

2» Préciser le type de chaque asymptote qu'ad-
met la courbe de f ainsi qu'une équation cor-

1» Conjecturer le tableau de variations de f sur respondante.
R, en y précisant les limites de f en —o0 et 3» Tracer une allure possible de la courbe repré-
en +oo. sentative de f.

2» Déterminer une équation de I'asymptote hori-
zontale de la courbe de f.

Exercice 3 (QCM)

. . - +1 . .
On consideére la fonction g définie sur R par g(z) = xT La limite de la fonction g en —o0 est égale a :
e
1» —0 2» +0 3» 0 4» n'existe pas
Exercice 4
Déterminer les limites suivantes.
Ir lim 2® — 5z +2 4 lim 1 7y lim 2
o ) z— +o 2 — cos(z) z— +o e? + 1
2> zEIEOOI — 6z + 5y =5 5- lim cos?(z) — @ 8 lim v—a®+a2+x
(x) xT— +00 Tr— —0
3 lim 6> lim cos?(z) —x
z—+0 4+ 1 Tr— —0
Exercice 5
Déterminer les limites en +00 et en —oo des fonctions suivantes lorsque cela est possible.
I f(z) =52 -3z +1 3> f(z)=—-22*+2%+3 5s f(z) =5e* +
2 1 1
2 —3r—54 —— 4r f(x)=1+ — —2yx — L 9e®
» f(z) =3z o () /7 v 6> f(x) 1—|—ex 2e
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Exercice 6

Etudier les limites des fonctions suivantes et préciser
les éventuelles asymptotes associées.

1» f(x)=3en0Oeten?2

2» f(z) =|x|en 0, 3 eten =5

3 fz)=223+522—z+1enb
4 f(x)=x++/ren0, 1en +o0
5 f(r)=+2Z+5en0, 3eten —0
6> f(z) =v2Z—5en+/5eten —0
T (&) = VET T~ yE en 4

8> f(z) =e ™ en +o0 et en —0

9 f(z)=e"+e " en —0

10> f(z) = T enOeten —w
e(l?_

Exercice 7
On considére la fonction f définie sur R par :

et —2

e +1

fz) =

Déterminer les limites de la fonction f en +oo et en
—o0 et interpréter graphiquement.

Je comprends mon cours

Exercice 11

Etudier les fonctions suivantes (ensemble de défi-
nition, variations, limites au bord de son ensemble
de définition, asymptotes a sa courbe) puis tracer
sa courbe dans un repére orthonormé ainsi que ses
asymptotes.

2

36 > 9(@) = —

Exercice 8

On considére la fonction f définie par :

20— 5
r)=——"—
@) 2 —3x + 2
1» Déterminer I'ensemble de définition de la fonc-
tion f.
2» Etudier la limite de la fonction fen0,enlet
en +0o0.
3» Déterminer les éventuelles asymptotes a la
courbe de f.
Exercice 9

Dans chacun des cas suivants, déterminer |'ensemble
de définition de f puis calculer les limites de f aux
bornes de cet ensemble. On précisera également les
éventuelles asymptotes.

z?+3 z3
Iy flz) = 7— 3» f(x):m

R e N ORI e

Exercice 10

Calculer :
1 6 4
A» lim D» lim X"
T2 T — z—23r — 6
x>2 r<2
1—
B» lim E» lim :c
z—>22 — 1 z—22 —x
r>2 r<2
Cr i F» li !
» lim » lim ——
z—>10x —1 14>1$2——1
<l r>1

Exercice 12

Soit f la fonction définie sur R\{1} par

2w +sin(x)
o oz—1

f(x)

1» Déterminer les limites en +00, —oo et 1 de f.

2» Déterminer les éventuelles asymptotes de la
courbe de f.
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On considére la fonction f définie sur R par :

e’ —1

e +1

fx) =

On appelle C sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.

1» a» Calculer les limites de f en —o0 et en +00.

b» En déduire I'existence de deux asymptotes a
C.

2» a» Démontrer que, pour tout réel z,
f(=z) = —f(z).

b» Qu’en déduit-on graphiquement ?
3» a» Calculer la dérivée f' de f.
b» Etudier le signe de f’.
c» En déduire le tableau de variations de f.

On considére la fonction f définie sur R par :
fla) =2

On appelle C sa courbe représentative dans un repére
orthonormé.

1» Calculer les limites de f en —o0 et en +00.
2» Calculer la dérivée f’ de f et étudier son signe.
3» En déduire le tableau de variations de f.

4» Résoudre |'équation f(z) = 1.

5» Déterminer une équation de la tangente a C
au point d’abscisse 2.

On note E(x) la partie entiére du nombre réel z,
c'est-a-dire le plus grand entier relatif inférieur ou
égal a x. Soit la fonction g définie par :
E(z)+2
7)) = T2
g(x) .
1» Déterminer I'ensemble de définition de g.

2» Justifier que pour tout z € IR,
r—1<E(x)<=z

3» En déduire lim g(x).

T— +00

Pour chaque fonction représentée :
1» Conjecturer I'ensemble de définition.

2» Quelles limites peut-on conjecturer aux bornes
de I'ensemble de définition ?

3» Quelles asymptotes éventuelles peut-on conjec-
turer?

—/—N\

—8-7-6-5-4-3-2}9

b
L
234567

=SNGV V)

»

L
= Al 2:@/234
-2

=N W ok Ot

ST eo~329[VM 234567

—2

—4

[P—‘[\DOD»&U‘
»

87654329 1234567
—2
-3
—4

Indiquer si chaque proposition est vraie ou fausse.
Justifier.

1» Si f est une fonction strictement décroissante
sur [0; 4+00[, alors  lim f(z) = —oo0.
r— +00

2% S xEIEoc flx) = 40 et xl}rilsog(:c) = 4o,

alors IEIEOO f(z) —g(zx) = 0.

Maths Tale Spé

80



Exercices

Limites de fonctions

Soit f une fonction définie sur R vérifiant, pour tout réel z, x — 2 < f(x) < = + 2. Que peut-on en déduire

pour les limites de f en +o0 et en —o0?

Déterminer |'expression d'une fonction f définie sur un ensemble a préciser vérifiant lim f(z) = 3 et

;};IL% f(z) = —o0.

T— 400

Déterminer |'expression d'une fonction f définie sur R dont la représentation graphique admet une asymptote
d’'équation y = 2 en —oo mais pas d'asymptote horizontale en +o0.

Vers le supérieur

Une seule réponse est bonne. Laquelle ? Justifier. On
consideére la fonction g définie sur [0; +oo[ par

_a
Cbtet

g(t)

ol a et b sont deux nombres réels. On sait que
g(0) =2 et tligl g(t) = 3. Alors :
—+00

I»r a=2etb=3
2y a=4etbh=

3ra=4etb=1
4y g =6etb=2

Q|

r—3
T+5
1» Déterminer la limite de f en 4o0.

2» En déduire yl}rﬂwf(f(x))

Soit la fonction f définie par f(z) =

3» Retrouver le résultat de la question précédente
par une autre méthode.

Soit f une fonction définie sur un ensemble Dy. On
note Cy sa courbe représentative dans un repére or-
thogonal.

1» Au maximum, combien d'asymptotes horizon-
tales C; peut-elle admettre ? Et d'asymptotes
verticales ?

2» Trouver deux exemples de représentations gra-
phiques permettant d'illustrer les réponses a la
question précédentes.

Soit f la fonction racine carrée et A un nombre réel
positif.

1» Rappeler I'expression f(xz) ainsi que l|'en-
semble de définition de f.

2» Conjecturer la limite de f en +o0.

3» Justifier que, si @ > A2, alors f(z) > A.

4» Que peut-on en conclure sur la limite de f en
+007?
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Corrections

Corrections

La rédaction des solutions n'est pas toujours pleinement détaillée ou expliquée. Pour plus de détails, consultez une

source extérieure.

Correction de l'ex 1

1»

2»

1»

2»

3»

Correction de l'ex 2

x| —oo —-2,5 1 400

100 2,9
! \25/ \1

En 400, la courbe de f semble admettre une
asymptote horizontale d'équation y = 1.

On lit lim f(z) = =2, lim f(z) = 40 et
Tr— —0 r— —1

La courbe de f admet une asymptote verticale

d'équation = —1 et en —o0 une asymptote ho-

rizontale d'équation y = 2

Correction de I'ex 3

— —T

On commence par matérialiser les points de pas- Pc'>ur tout z € R, g(x) = ¢z + 1)

. . R D'une part, par somme, lim x + 1 = —o0.
sage renseignés par les images au bout des fléches T —0
et leurs antécédents, puis on trace les asymptotes. D'autre part, en effectuant le changement
On matérialise également les tangentes horizon- de variable y = —x —— > +® ona
tales aux extrema locaux. Enfin, on esquisse I'al- lim e ® = lim e¥ = +o0. Ainsi, par pro-
lure de la courbe en couchant celle-ci contre les T =00 y— +0
asymptotes et en respectant les variations. duit, wl}rfoo g(z) = —o0.
Voir figure ci-contre.

Correction de l'ex 4

1» C'est une forme indéterminée : on factorise par le terme prépondérant. Pour tout « > 0, 23 — 5z + 2 =
5 2 5 2 5 2

21— —=+=).0r lim — = lim — =0, donc par somme lim 1— — + — = 1. Comme
2 23 z—>+40 12 >+ 3 z— +00 R

lim z3 = 400, par produit lim 23 — 5z + 2 = +o0.
r— +00 r— +00

2» C’est une forme indéterminée : on factorise par le terme prépondérant. Pour tout z > 0, 22 —6z+5y/7—5 =

6 5 5 6 5 5
x? <1 -t — - 2). Or lim — = lim —== lim — =0, donc par somme la parenthese
xr  xyr w T—>+00 X 1> +0 T\/T ro+0 T

tend vers 1. Comme lim 22 = 400, on en déduit par produit que liril 2% — 61 + 5y/T — 5 = +00.
Tr— +00

r— +00
COS 1 1
3» Pourtout z = 0, —1 < cos(z) < 1, donc — < () < carz+1>0.0r lim + ==
z+1 x4+ 1 z+1 z—4+0  x+1
T o . cos(z)
0, donc d'aprés le théoréme des gendarmes, lim = 0.

z—+00 x + 1

4» Pour tout z > 0, —1 < cos(x) < 1donc1 > —cos(x) = —1donc 1 < 2—cos(x) < 3. La fonction inverse

v
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6»

8»

1»

3»

5»

1 r+1 r+1
<

< 1, pui < 1>0.0
puis 3 chos(:c) car r + r

. 1
étant décroissante sur ]0; +©[, ona - < ——
3 2 —cos(x)
z+1 r+1

lim = +00. Donc, par minoration, lim — = +o0.
s> to 3 a— +0 2 — cos(z)
Pour tout z réel, —1 < cos(z) < 1 donc cos(z)? < 1, donc cos(z)? —2<1—2.0r lim 1—2=-w

Tr— +00
donc, par majoration, lim cos(x)? —x = —o0.

r— +00

Pour tout z réel, —1 < cos(x) < 1 donc cos(x)? < 1, donc cos(x)? —x > —x. Or lim —z = +w©
r— —00
donc, par minoration, lim cos(z)? —x = +o0.

r— —0

C'est une forme indéterminée : on factorise le dénominateur par son terme prépondérant (le numérateur
. o . 207 2 . )
est déja un produit, inutile de factoriser) : = .Or lim e® = lim e =0
1 1+e® T— 400 y— —0
1+ —
el’
. . 2e” 2
(y = =+ ——— —o0) donc, par somme et quotient, lim =_=2
x——+00 z— 4+ e + 1 1

. 1 1 1 1
Pourtout z <0, 22 + 22+ =23 -1+ -+ — ). Or lim — = lim — =0, donc la parenthése
x 2 T— —0 I z— —0 12
tend vers —1. Comme lim z® = —oo, par produit lim —z2 + 22 + © = +00. Par conséquent,
Tr— —00 Tr— — 0

lim v—2%+22+2 = lim ,/y = +o0 en effectuant le changement de variable y = —2® + z* +
y— +00

r— —00

r —— +00.
T——00

Correction de I'ex 5

3 1
Pour tout = # 0, f(x) = 23 (5 -+ 3>. La parenthése tend vers 5 en —c0 et en +c0.
x x
e Comme lim 23 = +o0, on obtient par produit : lim f(x) = +o0.
= fo0 T +00
e Comme lim 23 = —o0, on obtient par produit : lim f(z) = —o0.
r— —0 r— —0
e En+o0: lim 3z —5=+wet lim = 0, donc par somme lim f(z) = +co.
T— 400 =400+ 2 T— +00
e En —w: lim 3z —-5=—wet lim = 0, donc par somme lim f(x)= —oo.
xr— —0 z—»—oox+2 xr— —0

1 3 -
Pour tout = # 0, f(z) = z* (—2+ — + 4>. La parenthése tend vers —2 aux infinis. Comme
2

lim z*= lim 2* = 400, par produit on a :
xr— +00 T— —00

lim f(z)=—-00 et lim f(z)=—-w

T— +00 xT— —0
La fonction f est définie sur ]0; +00[, on cherche donc uniquement la limite en +00. On a lim W =0
Tr— +00 X
et lim -2/ = —o0. Par somme lim f(x) = —o0.
im 27 Jim ()
e En +o0: lim 5e” = lim x = 400, donc par somme lim f(z) = +o0.
T— +00 r— +00 T— +00
e En —o0: lim 5e" =0et lim x = —oo, donc par somme lim f(z) = —o0.
Tr— —00 Tr— —00 Tr— —00

83
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6» Pour tout z € R, f(x)

1
1+ ——2e"=1+e"% — 2e”.
eCL‘

e En+oo: lim e®= lim e =0 (y=—x)et lim —2e® = —oo, donc par somme lim f(z)=
z— +00 y— —0 — +00 T— +00
—o0.
e En—oo: lim e ®= lim e¥=+0w(y=—z). Comme lim —2e” =0, parsomme lim f(z)=
xTx— —0 y— +0 r— —0 r— —0
+00.

Correction de I'ex 6

1» La fonction f est constante, donc g}gno f(x)= g}iir%?) =3et J}LmQ f(x) =3 de méme.

2» Par continuité, zli_l)n()f(m) = |0| = 0, de méme ggr% f(x) =13] =3 et zE,H_l5f(m) =| -5 =5.
3» Par continuité, lim f(x) = 2(5)3 +5(5)2 —5+1=250+125—-5+1 =371

4» o En 0 et en 1, par continuité et somme : ;grbf(x) =0et Ilgnlf(x) =1+1=2.

e En +o0: lim z=+4owet lim +/x = +00, donc par somme lin+1 f(z) = 4o0.
r— +00

xr— +00 r— +00

5» e En 0 et en 3, par continuité : limof(x) =+/5et lim3 f(z) =v32+5=+14.

e En —co: lim z? + 5 = 400, donc en effectuant le changement de variable y = 22 + 5 —— 40,

r— —0 T ——00
ona lim z) = lim = +00.
im f () Jm Vo=
6> o En+/5: par continuité de la fonction carré, lim 2 —5 = 0, donc par continuité de la fonction racine
z— /5
carrée, lim +/22 —5 = lirrb\/y = 0 en effectuant le changement de variable y = 22 — 5.
ac—>\/g y—
e En —0: lim 2?2 -5 =400, donc lim +z2—5= lim = +o0 en effectuant le changement de
Tr— —00 Tr— —00 y—)ﬁ

variable y = 22 — 5.

7» Pour plus d'informations sur ce genre de situation, allez voir la correction de |'exercice 1 sur les limites de
suites. Pour tout z > 0 :

f(x):(’/ﬁ “Vr)Wr+1+ye) (@4l -x 1
Ve+1+4/z Ve+1l+4yz Vo+1+4x

Or lim +x+1= lim +/x = +o0, donc par somme le dénominateur tend vers +c0 puis, par quotient,
r— +00 x— +00

La courbe de f admet donc une asymptote horizontale d'équation y = 0 en +o0.

8» On effectue le changement de variable y = —22. Ona lim —22 = —0 et lim —2? = —o0. Ainsi,

T— 400 T— —00
lim f(z)= lim e¥ =0.
r— + y— —0

La courbe de f admet donc une asymptote horizontale d'équation y = 0 en 0.

9» On sait que lim e* = 0. De plus, lim —xz = 400, lim e * = lim eY = +oo d’aprés le change-
T— —0 r— —0 r— —00 y— +00
ment de variable y = —x. Par somme, lim f(z) = +o0.
Tr— — 0
f(z) — f(a)

10» Rappel : « f est dérivable en a » signifie que admet une limite en a, auquel cas cette limite

est f'(a).
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T 0

. . . .et— L. et—1
e La fonction exponentielle est dérivable en 0, donc lim = exp’(0), autrement dit hm0 =
r— — r— x
. .. . . 1
1. Ce quotient est l'inverse de f(x) : par quotient, on trouve donc que hrn0 f(z) = 1= 1.
xr—
e On sait que lim e* =0, donc par somme lim e* — 1 = —1. Par quotient, lim f(z) = +o0.
T— —00 T— —00 T— —00

Correction de l'ex 7

a» On sait que lim e* = 0. Par somme, lim e* —2 = —2 et lim e* + 1 = 1 donc par quotient,
r— — 00 xr— —o0 r— — 00
-2
li =— =-2.
Jm f(z) =~
Interprétation graphique : La courbe de f admet une asymptote horizontale d'équation y = —2 en —oo0.
e’ (1—-2 1-2 1427
b» Pour tout z réel, f(x) = ( el) = T = .Or lim e * = lim eY =0, donc par
1
i li =-=1
somme et quotient, zirilwf(m) 1

Interprétation graphique : La courbe de f admet une asymptote horizontale d'équation y = 1 en +o0.

Correction de I'ex 8

1» Les valeurs interdites de f sont celles qui annulent son dénominateur. Résolvons I'équation 22 —3z4+2 =0 :
c’est une équation polynomiale du second degré. Son discriminant est A = (=3)2—4x1x2=9-8 =1 > 0,

. . _ 3—1 3+1 ,
|'équation admet deux solutions réelles distinctes : x7 = — = 1et gy = % = 2. L'ensemble de
définition de f est donc Dy = R\{1; 2}.
2(0) =5 5
2» a» En 0 : par continuité, g}l_r}no flz) = 02(3)(0)+2 =—3
b» En 1 : pour tout = € Dy,
(@) 2xr —5 2r—5 2::3—5>< 1
T) = = =
22-3z+2 (z—1)(x—-2) =z-—-2 =z-1
., . 2z-=5 . . 1 . 1 .
Par continuité, lim = 3. On sait que lim = +00 et lim = —oo. Par produit,
el T = Jgc—>>11x_1 sz_<)11x_1
lim1 f(z) =+ et lim1 f(z) = —c0.
To1 Tel
z(2-2) 1 23 , 3
c» En 400 @ pour tout z > 0, f(z) = m =X =342 Orxkr}rloog :mkrfooi =
2
lim — = 0, donc la seconde écriture fractionnaire tend vers — = 2. Comme lim — = 0, par
T— 400 I 1 T— 400 I

produit wl{riloof(x) = 0.

3» e La droite verticale d'équation = = 1 est asymptote a la courbe de f.
e La droite horizontale d'équation y = 0 est asymptote a la courbe de f en +oc0.

e On montre de méme que précédemment que les limites de f en 2 a droite et & gauche sont infinies, donc
la droite verticale d'équation = = 2 est asymptote a la courbe de f.
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Correction de I'ex 9

1»

3»

>

>

Ensemble de définition : la valeur interdite est celle qui annule le dénominateur, c’est-a-dire 1. Ainsi,
Dy = R\{1} =] — oo; 1{U]1; +0o0[.

2 3 3
) 2 (1+ =% 1+ =% 3 1
Limites aux infinis : f(z) = (179”2) =2 x +2.0r lim — = lim ~ =0, donc I'écriture
x(;—l) - z— +oo 2 T+ T
1
fractionnaire tend vers — = —1. Par produit, lim f(z)= —o et lim f(z)= 4o0.
-1 o= +00 a— —n0

Limitesen 1: f(x) = —(22+3) x

1 1
T Par continuité, lim —(2%+3) = —4. On sait que lim 1=
z— z>1 1 —
r<l

—oo et lim = +00. Par produit, lim f(z) = +w et lim f(x) = —o0.
z—>1x —1 x—1 r—1
z>1 <l r>1

Asymptote : la droite verticale d'équation x = 1 est asymptote a la courbe de f.

Ensemble de définition : la valeur interdite est celle qui annule le dénominateur, c'est-a-dire —3. Ainsi,
Dy = R\{—3}.

- e z(1+2 1 1+2 2 3 :
Limites aux infinis : f(z) = (7“”)2 =—-x—>"5.0r lim —= lim — =0, donc I'écriture
O R TR

fractionnaire tend vers 1 par somme et quotient. Comme lim — =0, par produit lim f(z)=0.

r— +00 x— +00

1 2
Limite en —3 : pour tout = € Dy, f(z) = (z +2) x CFEE = (z+2)x <x—3> . Par continuite,
lim x +2 = —1. On sait que lim = —oo, donc en effectuant le changement de variable
z— —3 z— 73‘;3 z+3

r<—

1 1 \? 1 \°
Yy = 3 ona lim < n 3) = lim %% = +o0. On montre de méme que lim ( ) = +0.
x x

z— —3 y— —0 z—>-3\x+3
r<—3 Yy<—00 r>—3
Par produit, limgf(x) = limgf(x) = +o0, donc lim3f(:c) = +o0.
r— — xr— — Tr— —

r<—3 r>—3
Asymptotes :
e La droite horizontale d'équation iy = 0 est asymptote a la courbe de f en +o0 et en —0.
e La droite verticale d'équation © = —3 est asymptote a la courbe de f.

a» Ensemble de définition : pour tout z réel, 22 > 0 donc 22 +1 > 1 > 0, donc le dénominateur ne

b» Limites aux infinis : f(z) =

s'annule jamais. Ainsi, Dy = R.

3

T 1 . 1 . . .
STy S EX T Or lim — = 0, donc I'écriture fractionnaire
.’L‘(l-f—;) 14+ = T— +0 T

xr
tend vers 1. Par produit lim f(z) = +co.
x— +00

c» Asymptotes : La courbe de f ne posséde aucune asymptote horizontale ni verticale.

a» Ensemble de définition : la fonction est définie pour les valeurs de x telles que x — 5 # 0 et

r+3
> 0.
5

x
Un rapide tableau de signe justifie que le quotient est positif a |'extérieur de | — 3; 5[. La valeur 5 étant
interdite, on a Dy =] — 00; —3]uU]5; +0f.

- L +3  z(1+32 1+3 +3 +3
bs Limites aux infinis : — = ( g) = &. Ainsi lim < —let lim = = 1.
. +3 o . .
Effectuons le changement de variable y = z 7 L opar continuité de la fonction racine carrée
T _
z+3
li =li =1 le ch iable y = .
T_}riloof(x) Jim, NG, avec le changement de variable y po—-
. - . +3 +3 .
c» Limite en —3 : par continuité, lim = 0 et pour tout = € Dy, reo > 0, donc lim f(z) =
z—>-31T—5H r—5 z— —3
r<—3
li = 0.
SNV =0
y>0
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3 1
dr Limiteen5: 212 — (x+3) x 3 =8, et on sait que lim = +00.
-5 x — -5 -5 —5H

£

X . X
Par produit, lim = +400. Avec le changement de variable y =

-3 . .
£ on obtient th flx) =

z—5 1 + x r—
r>5 xr>5
lim = +o0.
y— +00 \/>

e» Asymptotes :
e La droite horizontale d'équation iy = 1 est asymptote a la courbe de f en +00 et en —o0.
e La droite verticale d'équation = = 5 est asymptote a la courbe de f.

Correction de I'ex 10

1
A» D’aprés le cours, lim = +o0.
T2 — 2
r>2
3 N . _ 3
B» Pour tout z # 2, —— = —3 x . D'apres le cours, lim = +o donc lim —— = —o0 par
2—x r—2 =2 — 2 =22 —T
x>2 x>2
produit.
1
C» Pour tout z # 1, T = X . Par continuité, lim x = 1. De plus, lim = —o0. Par produit,
r—1 r—1 z—1 1;211‘%_1
T
lim = —o0.
z—>1x—1
rx<l
6x + 4 6x + 4 6x + 4 1 6x + 4 16
D» Pour tout 2, = = . P tinuité, li = —. D'aprés |
» Pour tout x # 326 3z —2) 3 Xz—2 ar continuité II_)IDQ 3 3 apres le
6 4
cours, lim = —o0. Par produit, lim T —
z—2 1 — 2 z—23x — 6
r<2 <2
1—=x 1—2x z—1 Ce . o
E» Pour tout z # 2, = = =(rx—1)x . Par continuité, lim z — 1 = 1. D’aprés
2—z —(z—-2) x-2 x—2 T2
le cours, lim = —o0. Par produit, lim —r —0
=2 — 2 z—22—T
r<2 r<2
1 1 1 1 1 1
F» Pour tout z € R\{—1;1}, pon i EEE ) =211 % 7-1 Par continuité, $l£n Y1 %
D’apres le cours, lim 1= = +00. Par produit, hm o = 400.
Z;f—$'— x>1 N

Correction de I'ex 11

T +2

3x—6

a» Ensemble de définition : la valeur interdite de f est celle qui annule son dénominateur, c'est-a-dire telle
que 3z — 6 = 0, autrement dit = 2. L'ensemble de définition de f est donc Dy = R\{2}.

b» Limites aux bornes de Dy :

1» Etude de la fonction f : x —

En 40 et —0 : f(z) = v (1+3) L Or lim 2 0, donc I'écriture fractionnaire
. —00 : — L = . - =0,
3z(1-2) 3 1- % T—tw T

1 1
tend vers 1= 1. Par produit, hm flz) = 3
2 2 1 2 4
e En 2: Pourtout z € Dy, f(z) = 3(Zt 3 — m—?&)— X5 . Par continuité, hrnQ% =3 D’aprés
1
le cours, :}Lmz = toet Q}LmQ oSl Par produit zILmQ f(x) = 4w et hm f(z) = —c0.
r>2 <2 r>2 w<2
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c» Variations : la fonction f est dérivable sur Dy (comme quotient). Pour tout =z € Dy, f'(z) =

1x@Br—6)—(x+2)x3 3x—-6—-3x—6 —12
= = . Pour tout Dy, (3z —6)? > 0 et
Gz —06)2 Bz —06)2 Gr—0)2 our tout z € Dy, (3z —6)° > 0 e

—12 < 0, donc f'(x) < 0. La fonction f est donc strictement décroissante sur | — o0; 2| et sur ]2; +0o[.

d» Asymptotes :

. . . . 1
e La droite horizontale d'équation y = 3 est asymptote a la courbe de f en —oo et en +o0.

e La droite verticale d'équation = = 2 est asymptote a la courbe de f.

22 +3x+3
T+ 2

a» Ensemble de définition : la valeur interdite de g est celle qui annule son dénominateur, c'est-a-dire telle
que z + 2 = 0, autrement dit x = —2. L'ensemble de définition de g est donc Dy, = R\{—2}.

b» Limites aux bornes de D :

22 (1+2+35) 1+3+ 3% 3 3 2
2
xT

2» Etude de la fonction g : z —

e En+oet—w:g(z) = =X 2Or lim —= lim — = lim —=

x(1+%) 1+ T 40X T+ T T— 40 T
0, donc I'écriture fractionnaire tend vers 1. Par produit, lirJrr1 g(z) = too.
r— +00

1
e En —2: Pour tout = € Dy, g(x) = (2? + 3z + 3) x 5 Par continuité, lim2£2 +3z+3 =1
‘ T

xr— —
1 1

D'aprés le cours, lim = 4w et lim = —o0. Par produit, lim g(z) = 40 et

z— -2 + 2 z—> -2 + 2 rz— —2

r>—2 r<—2 r>—2
lim g¢(r) = —o0.
r— —2
r<—2

c» Variations : la fonction g est dérivable sur D, (comme quotient). Pour tout = € D,, ¢'(z) =
20 +3)(z+2)— (2> + 3z +3) x 1 +1)(z+3 . :
Qet3)@+2) - (@ z+3) = (z+ Dz ) Le dénominateur (z + 2)? étant strictement

(x4 2)2 (x+2)2
positif sur Dy, ¢'(x) est du signe du produit (z + 1)(x + 3), qui est un polynéme du second degré
s'annulant en —3 et —1, et d coefficient dominant 1 > 0, donc positif a |'extérieur de ses racines. On

en déduit que :

e ¢ est strictement croissante sur | — 00; —3] et sur [—1; +o0].
e g est strictement décroissante sur [—3; —2[ et sur | — 2; —1].

d» Asymptotes :

e La droite verticale d'équation © = —2 est asymptote a la courbe de g.
1
et que li =
e e 7 2 0

la droite d'équation y = = + 1 est une asymptote oblique a la courbe de g en —c0 et en +c0.

1
e Pour aller (plus) loin : comme pour tout z € Dy, g(x) — (z + 1) = =
x

Pour la représentation graphique, tracez les fonctions sur votre calculatrice, Geogebra, Desmos, Wolfram
Alpha...

Correction de I'ex 13

1» a» Limites de f :

. . . . 0-1
e En —o0 : onsait que lim e” = 0. Par somme et quotient, lim f(z) = —— = —1.
T— —00 T— —00 0+1
e(1-4) 1-L 1-e=
e En +00 : pour tout x réel, f(x) = ( 9 ) = T = .Or lim e™® = lim e¥=0
e (1-}—67) 1+= 1+e® T— +00 y— —0
1-0
h td iable y = —x). P t quotient, li =——=1
(changement de variable y x). Par somme et quotien mﬁu}rloof(x) 150
b» Asymptotes : d'aprés les limites précédentes, la droite horizontale d'équation y = —1 est asymptote a

la courbe C en —o0, et la droite horizontale d'équation iy = 1 est asymptote a la courbe C en +c0.
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et -1 -1l EE 1-e  —(e"-1) f(z)
= = — = = = —f(x).
er+1 L1 LE ] 4er e’ + 1

eT

2» a» Pour tout x réel, f(—x) =

b» Interprétation graphique : la fonction f est impaire, donc C est symétrique par rapport a |'origine du

repére.
3» a» La fonction f est dérivable sur R (comme quotient dont le dénominateur ne s'annule pas). Pour tout
e®(e® +1)— (e —1)e® ¥ 4% —e2® 4 ¢ 2e”
réel, f'(z) = ( )= ) = = .
(e” +1)2 (e” +1)2 (e” +1)2

b» Pour tout x réel, e* > 0 donc 2e* > 0. De plus, (e* 4+ 1)? > 0 comme carré d'un nombre réel non nul.
Par quotient, pour tout x réel, f'(z) > 0.

c» La fonction f est strictement croissante sur R. Il faut bien penser a indiquer les limites dans le tableau
de variations.

Correction de I'ex 14

2
1» Limites de f : pour tout = # 0, 2% — 22 = 22 (1 — ) Or lim % = 0, donc la parenthése tend vers 1.
€T )

r— +

Comme lim =z
r— +00

y = 22 + 2z, on montre que lim f(x) = lim e¥ = +o0).
) y— +o0

2 = 400, par produit lirE 22 — 22 = 400. On effectue alors le changement de variable
Tr— T 00

2» La fonction f est de la forme e* avec u(z) = x? — 2z, elle est donc dérivable sur R (comme composée) et
pour tout z réel, f/(z) = (2 — 2)e® ~2¢ = 2(z — 1)e® ~2*. Comme pour tout z réel, e”’ =27 > 0 et 2 > 0,
f'(z) est du signe de x — 1. Ainsi, f'(x) < 0 pour tout x €] — o0; 1] et f/(x) > 0 pour tout z €]1; +oo[, la
dérivée s'annulant en z = 1.

3» La fonction f est strictement décroissante sur | — o0; 1] et strictement croissante sur [1; +0o[. Pensez bien
a indiquer les limites et la valeur du minimum (1/e) dans le tableau de variations.

4» Pour tout z réel, f(z) =1 «= e "2 =0 «= 2222 =0 <= z(z—2) = 0. L'équation (produit

nul) admet donc deux solutions : z = 0 et = 2. L'ensemble des solutions est {0; 2}.

5» L'équation réduite de la tangente a C au point d'abscisse 2 est y = f/(2)(x—2)+ f(2). Or f(2) = e’ —2(2) =
e =1let f/(2) =2(2—1)e¥2® =2 x1x1 =2 Par conséquent, y = 2(z — 2) + 1, autrement dit
y =2z —3.

Correction de I'ex 15

1» La fonction g est définie pour toutes les valeurs de = qui n'annulent pas son dénominateur. La seule valeur
interdite est donc « = 0. Par conséquent, D, = R* =] — o0; 0[U]0; +o0f.

2» Par définition, la partie entiére E(x) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal & x. On a donc, de
maniére immédiate, E(x) < x. De plus, par définition du plus grand entier inférieur, I'entier suivant F(z)+1
est strictement supérieur & x, ce qui s'écrit E(x) + 1 > x, autrement dit E(x) > x — 1. En regroupant ces
deux inégalités, on obtient bien pour tout x réel : z — 1 < E(z) < x.

3» Pour tout « > 0, d'aprés I'encadrement précédent, z + 1 < E(x) + 2 < = + 2, puis en divisant par z > 0,
<

1 2
on a T < g(z) < Tt ,autrement dit 1+ — < g(x) <1+ —.0r lim —= lim — =0, donc par
x T

T— +00 I T— +00 I

1 2
somme lim 1+ — =1+ — = 1. D’apreés le théoréeme des gendarmes, on en déduit que lim g(z) = 1.
r— +00 €T €T r— +00

Correction de I'ex 12

1» e En 400 : pour tout = réel, —1 < sin(z) < 1, donc 22 — 1 < 2z + sin(x) < 2+ 1. Pour z > 1, on a

1 2+ 1 2r—1 x(2-1) 2-1
x —1> 0, dans ce cas x_l<f(x)<;_+1.0rpourtout:c;é0, ;—1::1021—2;:1—3
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Limites de fonctions Corrections

. 1 . . . 20+ 1
Comme lim — = 0, cette expression tend vers 2. De méme, lim
r— +00 I z— 400 1 — 1

des gendarmes, IEIEoof(‘T) =2.

= 2. D’aprés le théoréme

e En —o0 : en reprenant |'encadrement précédent pour z < 1, on a x — 1 < 0, ce qui inverse le sens des

. . 20 +1 2¢ —1 . .

inégalités : T < f(z) < T Par un calcul identique, les deux bornes tendent vers 2. Le théoréme
T — x

des gendarmes assure alors que lim f(z) = 2.
Tr— — 0

e En 1: pour tout x € Dy, f(z) = (22 + sin(z)) x T Par continuité, lim 2z + sin(z) = 2 + sin(1).

T — >
Comme —1 <sin(1) <1, on a 2 +sin(1) > 0. D'aprés le cours, lim = 4w et lim = —0.
z— 1 — 1 x—1xr —
z>1 <l
Par produit, lim1 f(z) =+ et limlf(x) = —a.
=1 el
2» e La droite horizontale d'équation iy = 2 est asymptote a la courbe de f en —o0 et en +o0.
e La droite verticale d'équation & = 1 est asymptote a la courbe de f.
Correction de I'ex 16
Dans |'ordre :
» Dy =R\{-1;1}, lim f(z)= lim f(z)=1, lim f(z) = lim f(z) = —oo, lim f(z)= lim f(z) =
r— —00 r— +00 rz— —1 rz—1 rz— —1 rz—1
r<—1 r<l r>—1 r>1
+00, asymptotes d'équations y = 1 en o0, x = —1, z = 1.

» On peut voir la fonction de deux maniéres : soit Dy = R, soit Dy =]—o0;2[. Dans les deux cas, lim f(z) =
Tr— —00

—1. Dans le premier cas, liIE f(z) = —o0, dans le second lim2 f(z) = +o0. Dans les deux cas, la droite
r— +00 r—

r<2
horizontale d’équation y = 0 es asymptote a la courbe de f en —oo. Dans le second cas, la droite verticale

d’'équation x = 2 est asymptote a la courbe.
» Dy = R\{-3;1}, lirgoof(x) = hToof(x) =0, limgf(x) = lim f(x) = —o0, limgf(x) = lim f(z) =

r<—3 zm—<>11 z>—3 II—>>11
+00, asymptotes d'équations y = 0 en o0, x = =3, z = 1.
» Dy = R\{=3;1}, lim f(x)= lim f(z)=0, lim f(r)=—o0, lim f(z)= lim f(z)= lim f(z) =
r<—3 z>—3 r>1 zr<l
lim1 f(z) = 400, asymptotes d'équations y = 0 en 0, x = —3, x = 1.
Correction de I'ex 18
Par minoration, lir}rl (x) = 400. Par majoration, lim f(z) = —c0.
Tr— +00 Tr— —0
Correction de I'ex 17
1
1» FAUX. Contre-exemple : f: x — :
z+1
2» FAUX. Contre-exemple : f:z+—> 2% etg: x>z, 0ona f(z) —g(z) =22 —z = z(x — 1) — ot
r—+00

Correction de I'ex 19

Exemple : f:x+— 3 — 5 A justifier proprement !

o
(z =)
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Corrections Limites de fonctions

Correction de I'ex 20

I Exemple : f: 2 +— 2+ e®. A justifier proprement !

Correction de I'ex 21

S . B _ _ : . —t_ g u_
D'apres I'expression, ¢g(0) = b1 2, donc a = 2(b+1). Par ailleurs, tkrfooe ULHPOOG 0 (changement
a
de variable u = —t), donc par somme et quotient, tlir}ra g(t) = 7= 3, donc a = 3b. Ainsi, a est a la fois un
—+00

multiple de 2 et de 3, donc un multiple de 6 : seule la réponse a = 6 satisfait ce critére.

Correction de I'ex 22

-3 3 3 5
1» Pour tout z différent de 0 et —5, on a f(z) = a # (1) .Or lim — = lim — =0 donc, par

x+5:¢(1+%) 5 f0 . a>fox
. . 1
somme et quotient, $£r£wf(x) =1= 1.
2» On effectue le changement de variable y = f(x) : par continuité de f en 1, liIE f(f(x) = lim1 fly) =
r— +00 y—
—2
1) = —=2.
z—3 18
= -3 (x-3)—3@x+5) —20-18 F(-2-1)
3» On calcule directement : f(f(z)) = 25 = = = 2. Or
« ” 2245  (¢—3)+5(x+5)  6z+22 #(6+22)
lim — = lim — =0, donc par somme et quotient, on retrouve bien le méme résultat.
r— +00 I r— +00 I

Correction de I'ex 23
1» Elle ne peut admettre qu'au plus 2 asymptotes horizontales (aux deux infinis) et une infinité d'asymptotes
verticales.

2» La fonction inverse a deux asymptotes horizontales, bien qu’on pourrait arguer qu'elle n'en a qu'une puisque
les asymptotes aux deux infinis sont confondues. Il suffit de dessiner une fonction du type inverse en décalant
verticalement |'une des branches de I'hyperbole, pour changer la limite. Inutile de chercher un expression,
un joli dessin est une justification convaincante.

. 1 .
La fonction  — ——— a une asymptote verticale tous les .
sin(zx)

Correction de I'ex 24
1» Pour tout z € Dy = RT, f(x) = v/z.

2» il semble que zEwa(x) = +00.

3» Si x > A?, alors /x > /A2 par stricte croissance de la fonction racine carrée, or A est positif, donc
VA2 = A, donc f(z) > A.

4» La fonction f dépasse définitivement n'importe quel seuil A (concrétement : si on fixe un seuil A, alors pour
tout z > A2, f(z) dépasse ce seuil), donc elle tend vers +oo.
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. Continuité

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur R par :

22— 2z —2
(x—4)/x
1» Tracer la courbe représentative de f sur

[—5;5].

2» Que peut-on conjecturer quant a la continuité
de f sur R?

3» Démontrer cette conjecture.

siz <1

fz) =

sinon

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = {

2 4+2x+1

siz<1

sinon

1» Tracer la courbe représentative de f sur
[—5;5].

2» Que peut-on conjecturer quant a la continuité
de fsur R?

3» Démontrer cette conjecture.

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur R par :

fla) = |2* — 4]

Graphiquement, la fonction f semble-t-elle continue
sur R ? Dérivable sur R 7

Exercice 4
On consideére la fonction f définie sur R par :
f(z) =ze® —2

Justifier que I'équation f(x) = 0 admet des solu-
tions sur R.

92

Exercice 5

On donne le tableau de variations d’une fonction f
définie et continue sur RR.

Tr | —oo 2 +00

o7
0 —0

1» Justifier que pour m € ]0; e?[ I'équation f(z) =
m admet exactement deux solutions.

2» Justifier que pour m € Je?;+o0[ I'équation
f(x) = m n'admet aucune solution.

Exercice 6

Soit la fonction f définie sur [—2; +oo[ par :
f(zx) = 2% — 322 4+ 3.

1» Dresser le tableau de variations de la fonction f.
2» a» Montrer que I'équation f(z) = 1 admet au
moins une solution dans [—2; +0].

b» Montrer que I'équation f(z) = 5 admet une
unique solution « dans [—2;+oo[. En don-
ner un encadrement au dixiéme prés.

Exercice 7

On considére la suite (u,) définie par uy = 2 et,
pour tout n € N, u,41 = u, + 4.

1» Déterminer |'expression d'une fonction f telle
que, pour tout n € N, u,+1 = f(u,) ainsi que
|’ensemble de définition de cette fonction f.

2» Veérifier que si x € [2;5], alors f(z) € [2;5].




Exercices

Continuité

On consideére la suite (u,,) définie par ug = 300 et pour

tout entier naturel n :

Upy1 = 0,8u, +3

1» Démontrer par récurrence que pour tout entier

Je comprends mon cours

On considére la fonction g définie sur R par :
g(x) = (x +2)e”* — 2.

1» Déterminer la limite de la fonction g en +c0.

2» Démontrer que la limite de la fonction g en —c0
vaut —2.

3» On admet que la fonction g est dérivable sur R
et on note ¢’ sa fonction dérivée. Calculer ¢'(z)
pour tout réel x, puis dresser le tableau de va-
riations de la fonction g.

4» Démontrer que |'équation g(xz) = 0 admet une
unique solution « sur RR.

5» En déduire le signe de g(z) sur R.

6» A l'aide de la calculatrice, donner un encadre-
ment d'amplitude 1072 de a.

On considére la fonction f définie pour tout réel

x # 1 par:
z+1
f(x)_mg_l'

1» Dresser le tableau de variations de la fonction P
définie sur R par P(z) = —22% — 322 — 1.

2» Démontrer que |'équation P(x) = 0 admet une
unique solution « dont on donnera une valeur
approchée 3 10~2 pres.

3» En déduire le signe de P(z) pour tout réel x.

4» Etudier les variations de la fonction f.

Soit la fonction f définie sur R par :
flx)=e""-3.

Démontrer que l'équation f(z) = 0 admet une
unique solution sur RR.

naturel n : 15 < upy1 < Uy

2» La suite (u,) est-elle convergente? Justifier la
réponse.

3» On appelle ¢ la limite de la suite (u,). Détermi-
ner la valeur de ¢ en justifiant soigneusement.

Soit la fonction f définie sur [0; +00[ par :
f(z) = 2% — 922 + 242 — 12.

Montrer que |'équation f(x) = 0 admet une unique
solution « dans [0; +0].

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = ze % +1.
Démontrer que I'équation f(xz) = 0 admet une
unique solution « sur R et en donner un encadre-
ment & 1073 pres.

Soit la fonction f définie sur R par :
f(z) =(—2x+1)e™® = 3.

Démontrer que l'équation f(x) = 0 admet une
unique solution « sur R et en donner un encadre-
ment & 1073 prés.

Soit la fonction f définie sur R par :
f(z) =2(z —1)e® ! — 22
Démontrer que l'équation f(z) = 0 admet une

unique solution « sur R et en donner un encadre-
ment a 1073 preés.

Soit f la fonction définie sur [0; 4+o0[ par :

1» Démontrer que I'équation f(z) = 1 admet une
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Continuité Exercices

unique solution «.

2» Déterminer un encadrement de o d'amplitude On souhaite définir une suite (u,) par up = 4 et,
0,1.
’ pour tout n € N, u,41 = .
3» Soit k € Z. Donner, selon les valeurs de k, le up +1
nombre exact de solutions de I'équation f(z) = 1» Déterminer |'expression d'une fonction f telle
k. que, pour tout n € N, u,+1 = f(uy,) ainsi que

I'ensemble de définition de cette fonction f.
2» Veérifier que si « € [0;6], alors f(z) € [0;6].
On peut alors conclure par récurrence que tous

Soit la fonction f définie sur [0; +o0[ par : ’ - s ]
les termes de la suite sont bien définis puisque

2 le dénominateur dans la formule de récurrence
fla) = §x\/>7 2z + 1. permettant de déduire u, 1 a partir de u, ne
s'annule jamais. On peut donc définir une telle
1» Dresser le tableau de variations de la fonction f. suite (uy).
2» a» Montrer que I'équation f(z) = 0 admet 3» On admet que la suite (u,) converge vers un réel
deux solutions « et 3 telle que o < 3 et ¢ appartenant a l'intervalle [0; 6].

a € [0;1].

Déterminer la valeur de /.
b» Donner un encadrement de o a 1072 prés.

Soit (uy,) définie par ugp = 1 et, pour tout n € IN, solution « sur R.
q_ Un +1 3» Donner un encadrement de @ 3 1072 prés.
Up4+1 = O — .
S 4» Montrer, par récurrence, que (u,) est croissante et

1» Etudier les variations de la fonction f : z majorée par a.

x+1 .. . .

3 - définie pour x € [0; +o0f. 5» Justifier que la suite (u,,) converge.
eCI)

2» Montrer que I'équation f(x) = x admet une unique 6» Déterminer la limite de (u,).

Objectif Bac

1 4z
it f la fonction défini I'intervalle [—=; =—F.
Soit f la fonction définie sur 'interva e] 3 +oo[ par f(x) T 32

On considére la suite (u,,) définie par : ug = 3 et, pour tout entier naturel n, u,41 = f(uy).
1» Calculer u;.

. . . 1
2» On admet que la fonction f est croissante sur l'intervalle ]—3; +00

< Up <’U,n+1 < 2.

. 1
a» Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : 3

b» En déduire que la suite (u,,) est convergente.
c» On appelle ¢ la limite de la suite (u,). Déterminer la valeur de /.
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Exercices Continuité

On considére la fonction f : z +— €3* — (22 + 1)e®. On définit la fonction g : z +— 3e?* — 2z — 3.
Partie A
1» Déterminer la limite de g en +o0.

2» a» On admet que la fonction g est dérivable sur R, on note g’ sa fonction dérivée.
Démontrer que Vx € R, ¢'(z) = 6e2* — 2.
b» Etudier le signe de la fonction dérivée ¢’ sur R.
c» En déduire le tableau de variations de g sur R.
3» a» Montrer que = = 0 est solution de I'équation g(z) = 0.

b» Montrer que I'équation g(z) = 0 admet une deuxiéme solution « # 0 dont on déterminera un encadre-
ment 3 1071,

4» En déduire le signe de g sur R.
Partie B
On admet que la fonction f est dérivable sur R, on note f’ sa fonction dérivée.
1» Démontrer que Vz € R, f'(x) = e"g(x) ou g est la fonction définie dans la partie A.

2» En déduire le signe de f’, puis les variations de f sur R.

Vers le supérieur

Montrer que I'équation (E) : v/x +1 = —2x + 3 admet une unique solution a sur I'intervalle [—1;+oo[ et
déterminer un encadrement d’amplitude 103 de a.

On considere une fonction f définie sur R telle que 2lim (r) =4, f(2) =6 et 2lim (x) =8.
22} =7
1» f est-elle continue en 27

2» Tracer une courbe compatible avec une telle fonction f.

Une seule des quatre réponses proposées est exacte. On donne ci-dessous le tableau de variation d'une
Justifier. fonction continue g. Déterminer selon la valeur du
On considére une fonction g continue sur l'intervalle nombre réel k, le nombre de solutions de I'équation
[—2;4] telle que : g(z) = k.

g1 =0 gl)=1 g3 =1 TR

On peut affirmer que : g \ ) e

1» la fonction g est croissante sur [—1;1].

2» la fonction g est positive sur [—1; 1].

3» l'équation g(x) = 1 admet exactement deux

solutions dans l'intervalle [~2; 4]. Soit f la fonction définie sur R par :

4» il existe au moins un réel a dans l'intervalle
[1;3] tel que g(a) = 1. flx) =2 —32% — 1.
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Continuité

Exercices

Déterminer, selon les valeurs du réel k, le nombre de
solutions de I'équation f(z) = k.

Montrer que si une fonction est continue sur un in-
tervalle I et ne s'annule pas sur I, alors elle garde
un signe constant sur cet intervalle.

Montrer qu'un polynéme de degré impair s'annule
au moins une fois sur R.

Soient C la courbe représentative de la fonction f
définie sur R par f(z) =2 — 22 et C’ la courbe re-
présentative de la fonction g définie sur [0; +oo[ par
NG

Quel est le nombre de points d'intersection de C et
de C' 7 Justifier.

Maths Tale Spé
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Corrections Continuité

Corrections

Correction de l'ex 1

1» Utilisez I'outil Grapheur de la calculatrice; dans Modéles, sélectionnez I'option permettant de faire une
disjonction de cas.

2» La fonction f semble continue sur R.

3» Pour tout # < 1, f(x) = 2% — 2z — 2, ce qui est I'expression d'une fonction continue (car polynomiale).
Pour tout = > 1, f(z) = x;, ce qui est I'expression d'une fonction continue (comme quotient sans
valeur interdite). Il reste donc a vérifier la continuité en z = 1.

e D'une part, limlf(:c) = limla:272zf2= 12-2x1-2=-3.

r<l r<l
, . . ox—4 1—4
e D’autre part, Ihinl flz) = ;LI)Hl = = -3,
r>1 r>1
Ainsi, 1im1f(m) = 1im1f(x) = —3, donc lim1 f(z) = =3.0r f(1) = 1> -2 x1—-2 = -3, donc
r<l r>1

lim1 f(z) = f(1), donc f est continue en 1.

Correction de l'ex 2

1» Utilisez I'outil Grapheur de la calculatrice; dans Modéles, sélectionnez |'option permettant de faire une
disjonction de cas.

2» La fonction f ne semble pas continue sur R (elle présente un saut en x = 1).

3» Pour tout < 1, f(x) = e”, ce qui est |'expression d'une fonction continue. Pour tout > 1, f(x) =
22 + 22 + 1, ce qui est I'expression d'une fonction continue (car polynomiale). Il reste donc a étudier la

continuité en x = 1.
e D'une part, lim1 f(x) = lim e® = e! ~ 2,78.
r— xr—>

r<l r<l

o D'autre part, lim f(z) = limla:2 +2r+1=124+2x1+1=4.
T— Tr—

r>1 z>1
Ainsi, limlf(x) # 1im1 f(z), donc f n'admet pas de limite en 1. On en déduit que f n'est pas continue
Tr— xr—
<l >1

en 1.

Correction de I'ex 3

Graphiquement, la courbe ne présente aucun saut, donc la fonction f semble continue sur R. En revanche, la
courbe présente deux points anguleux en x = —2 et en & = 2, donc f ne semble pas dérivable en ces valeurs.
L'exercice ne demande pas d'aller plus loin, mais si vous deviez le démontrer, voici comment faire.

1» Pour étudier formellement la fonction, étudions le signe de 22 — 4. Ce polynéme s'annule en —2 et 2, et
il est négatif entre ses racines. On peut donc écrire f(x) sous la forme d'une disjonction de cas :

Jx? -4 size]—oo;—2] U [2; 400
fle) = {m2+4 size]- 22

Par symétrie de |'expression, étudions la continuité et la dérivabilité en z = 2 (le raisonnement est identique
en x = —2). On rappelle que f(2) = |22 — 4| = 0.

2» Continuité en 2 = 2 : pour tout x > 2, f(x) = 22 —4 et pour tout = < 2 (proche de 2), f(z) = —22+4.

e D'une part, lim2 flz) = li1112 —2?+4=-221+4=0.

r<2 r<2

97 Maths Tale Spé



Continuité Corrections

e D’autre part, 111112 flx)=lima? —4=22—-4=0.

r— 2
r>2 r>2
Ainsi, 111112 flx) = 111112 f(x) =0, donc hm2 f(xz) =0. Comme f(2) =0, 0na lin12f(x) = f(2), donc f
r<2 r>2

est continue en 2.

fe+h)-f2) _ f2+h)

3» Dérivabilité en = = 2 : formons le taux d'accroissement de fen 2: 7(h) = = :

h h
e Sih<0, alors2+h <2 donc f(2+h)=—(2+h)>+4=—-4—4h—h?>+4=—4h—h? Ona
—4h — h?
alors lim 7(h) = lim —— = lim -4 — h = —4.
h—0 h—0 h h— 0
h<0 h<0 h<0
e Sih>0, alors2+h>2donc f(2+h)=(2+h)?—4=4+4h+h?>—4=4h+ h% On a alors
4 2
lim 7(h) = lim M: lim 4 + h = 4.
h—0 h—0 h h—0
h>0 h>0 h>0

Ainsi, }}imOT(h) # %imo 7(h), donc le taux d'accroissement n'admet pas de limite en 0. On en déduit que

h<0 h>0
f n'est pas dérivable en 2.

Correction de l'ex 4

La fonction f est continue sur R (comme somme et produit de fonctions continues).
D'une part, par croissances comparées, lim xe® = 0, donc par somme lim f(z) = —2. D'autre part,
[e¢]

Tr— — 0 Tr— —

lim © =+owet lim e* = +oo, donc par produit et somme lim f(z) = +o0.
r— +00 T— +00 T— +00

La fonction f est continue sur R, et 0 €] — 2;400[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution dans R.

Correction de I'ex 5
1» D’aprés I'énoncé, la fonction f est continue. Pour tout m € ]0; e[ :
e La fonction f est continue sur | —o0;2], avec lim f(x) = 0 et f(2) = . Or m €]0;¢?], donc d'aprés
xr— —0

le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = m admet au moins solution dans | — o0;2]. De
plus f est strictement croissante sur | — o0; 2], donc cette solution est unique.
e La fonction f est continue sur [2;+o0[, avec f(2) = e? et lirf f(x) = —o0. Or m €] — o0;e?],
r— +00
donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = m admet au moins solution dans
[2; +o0[. De plus f est strictement décroissante sur [2; +o0[, donc cette solution est unique.
Ainsi, I'équation f(z) = m admet exactement deux solutions dans R.

2» D’aprés le tableau de variations, f est a valeurs dans | — co; e?]. Or par hypothése m n'appartient pas a cet
intervalle, donc I'équation f(x) = m n’admet aucune solution sur R.

Correction de I'ex 6

1»
La fonction f est dérivable sur R (car polynomiale) et pour

tout z € R, f/(z) = 322 — 6z = 3z(z — 2). Un tableau de z |—o 0 9 1o
signes immédiat montre que f’(x) est négatif entre 0 et 2, et
positif ailleurs. Ainsi : fl@)] + _ +
I . 3 3
Justification des limites : f(z) = 23 (1 - =+ 2), or 3 +0
r oz
lim 23 = 400 et lim § = lim i = 0, donc par f / \ /
T— £0 r— +00 T x— +oo 12 —0 -1

somme et produit, lim f(z) = too.
r— +00
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2» a» La fonction f est continue sur [—2;+oo[ (car polynomiale), f(—2) = —17 et lirJrrloof(x) = +o0. Or

1 € [—17;+oo[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 1 admet au
moins une solution dans [—2; + 0.

b» Sur [—2;2], d"aprés le tableau de variations, f est a valeurs dans [—17;3] et 5 ¢ [—17; 3], donc |'équation
f(x) =5 n'admet aucune solution.
La fonction f est continue (car polynomiale) sur [2;4+0o[, f(2) = —1 et lim f(z) = +o0o. Or

T— +00
5 € [—1;40o[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, |'équation f(x) = 5 admet au moins

une solution. De plus, f est strictement croissante sur [2; +o0[, donc cette solution est unique.
A la calculatrice : 3,1 < a0 < 3, 2.

Correction de I'ex 7
On considére la suite (u,,) définie par ug = 2 et, pour tout n € N, u, 1 = u, + 4.

1» Notons f: z+— v/x + 4. Pour tout n € IN, w11 = f(uy).

1
2» La fonction f est dérivable sur | — 4;4o0[, et pour tout z > —4, f'(zr) = ——— = 0, donc f est

2v/x + 4

croissante. Pour tout = € [2;5], 2 < 2 < 5 donc f(2) < f(z) < f(5) par croissance c'est-a-dire (2 <)v/6 <

f(z) <+/9(< 5). Donc f(z) € [2;5].

Correction de I'ex 8
1» Pour n € IN, notons HR,, : « 15 < upi1 < Uy ».

D’'aprés I'énoncé, ug = 300, et uy = 0,8ug + 3 = 243. Or 15 < 243 < 300 donc HRy : «
15 < uy < wug » est vraie.

Soit n € N, supposons HR,, vraie. Montrons que HR,,+1 : « 15 < Upio < upy1 » est alors
vraie.

D’aprés HR,, 15 < up11 < Uy, or 0,8 > 0 donc 12 < 0, 8wy, 1 < 0, 8u,, donc 15 < 0, 8uyy1 +
3 <0,8u, + 3, c'est-a-dire 15 < up 42 < Upy1, donc HR ;11 est vraie.

HEREDITE

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, 1. D'aprés le principe
de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c’est-a-dire que pour tout n € IN, 15 < up 11 < up.

CCL

2» D’apres la récurrence, pour tout n € IN,
® Upi1 < Uy, donc (u,) est décroissante, e 15 < u, donc (uy,) est minorée (par 15).

D'aprés le théoréme de convergence monotone, (u,) converge.

3» En passant a la limite dans la relation de récurrence de (u, ), on obtient la relation ¢ = 0,8¢ + 3, donc
¢ =15. Ainsi, hrf Uy, = 15.
n—+0o0

Correction de I'ex 9
I» lim (z+2)=+wet lim (z—4)=+owdonc lim e* %= lim e¥ = 4o (changement de variable
r— 400 T— +00 T— +00 y— +0
y = x — 4). Par produit et somme, lirﬂ g(z) = 4.
Tr—> [ee]

2» Pour tout réel z, g(z) = ze® 4 4+ 2e*7% — 2 = e™* x ze” + 2** — 2. Par croissances comparées,
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lim ze® = 0. Par ailleurs, lim e*~% = lim e¥ = 0 (changement de variable y = z — 4). Par somme
T— —00 T— —00 y— — 0

3»

6»

et produit, lim g(z) = —2.
Tr— —00

Alternative : g(z) = (z + 2)e* % —2 = (z — 4)e* % + 6e*~* — 2. D'aprés le théoréme de croissances
comparées, lim (z —4)e*~* = lim ye¥ = 0. De plus, [...]
T— —00 y— —0

Pour tout  réel, ¢'(z) = 1 xe* 4+ (z+2)e* % = (z+3)e . Ore* > 0donc ¢'(z) >0 <= x+3>
0 < x> —-3. Ainsi :
T | —ow -3 —+00
g'(z) - +
-2 +o0
g ~N
—e 7 -2

Sur | — o0; —3], d'apres le tableau de variations, g est a valeurs dans [—2; —e~7 — 2]. Or 0 n’appartient pas

a cet intervalle (car —e~7 — 2 < 0), donc I'équation g(z) = 0 n’admet aucune solution sur cet intervalle.
Sur [—3;4+[, g est continue (comme somme et produit de fonctions continues), g(—3) = —e™" — 2 et

lirfrl g(z) = +00. Or 0 € [—e~7 — 2; +0[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
Tr— +00

g(x) = 0 admet au moins une solution « sur [—3; +0o[. De plus g est strictement croissante sur [—3; +o0[,
donc « est unique. Finalement, I'équation g(x) = 0 admet une unique solution sur R.

D'aprés le tableau de variations et la question précédente, g z | —o0 o 40
s'annule uniquement en « en étant strictement croissante sur

cet intervalle. On en déduit le signe de g(x) sur R : g(x) - +

A la calculatrice : 4,591 < o < 4,592.

Correction de I'ex 10

1»

2»

3»

La fonction P est dérivable sur R (car polynomiale) et pour
tout z réel, P'(z) = —62? — 62 = —6x(z +1). Or —6 < 0 r |- -1 0 +x®
donc P'(z) >0 < z(z+1) <0 < z€]—1;0[. Ainsi: ;
I . 3 1 fla)y) - + -
Justification des limites : P(z) = 2% -2—-=— =, or
T +00 -1
1
lim 23 = 400 et lim 3 = lim — = 0, donc par f \ / \
r— +00 T— +00 I z— Foo 13
somme et produit, lim P(z) =+ et hr-I',-loo P(x) = —o0. —2 —®

Sur | — o0; —1], P est continue (car dérivable), P(—1) = —2 et lim P(x) = +o0. Or 0 € [—2; +oo[ donc
r— —00

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation P(x) = 0 admet au moins une solution sur cet
intervalle. De plus, P est strictement décroissante sur | — c0; —1], donc cette solution est unique.

Sur [—1; +oo[, d'aprés le tableau de variations, P est a valeurs dans | — oo; —1]. Or 0 n'appartient pas a cet
intervalle, donc I'équation P(z) = 0 n’admet aucune solution sur [—1; +c0[.

Finalement, I'équation P(x) = 0 admet une unique solution a sur R.

A la calculatrice : o ~ —1, 68.

D’aprés le tableau de variations et la question précédente, P s'annule uniquement en « en étant strictement
décroissante sur cet intervalle. On en déduit le signe de P(z) sur R : pour tout < a, P(x) > 0 et pour
tout z > «, P(x) < 0.
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4» La fonction f est dérivable sur R\{1} comme quotient de fonctions dérivables, et pour tout = # 1,

Ix (2% —1)— (e +1) x32? 2%—-1-32% 322 —22%5-32°-1  P(x)

f'(@) = (23— 1)2 - (23 —1)2 - (23 —1)2 T (@3 —1)2

Or (23 —1)2 > 0 donc f/(x) est du signe de P(z). D'aprés la question précédente, f'(z) >0 <= = < a.
Ainsi, f est strictement croissante sur | — o0; ] et strictement décroissante sur [«; 1] et sur ]1; +00[.

Correction de I'ex 11

La fonction f est dérivable, a fortiori continue sur R (comme somme et composée de telles fonctions).

D'une part, lim —z = —oodonc lim e ® = lim e¥ =0 (changement de variable y = —z). Par somme,
xr— +00 r— +00 y— —00
li = -3.
@)
D'autre part, lim —z = 400 donc lim e ® = lim e¥ = 400 (changement de variable y = —z). Par
xr— —0 xr— —0 y— +00

somme, lim f(z) = +o0.
T— —00

Pour tout x € R, f'(x) = —e™® < 0 donc la fonction f est strictement décroissante sur R.
Enfin 0 € | — 3; +00[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une
solution sur R, unique par stricte décroissance.

Correction de I'ex 12

Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(z) = 23 — 922 +

24x — 12.
z |0 2 4 4o La fonction f est dérivable, a fortiori continue sur [0; 400
; (car polynomiale). Pour tout x > 0,
r—2| = + +
-4l - 1 _ N f'(z) = 32% — 182 + 24 = 3(2® — 62 + 8) = 3(x — 2)(x — 4)

Justification de la limite en +o0 :

f(z) + — + 9 24 12
B O A S : 3 _
flz) = =z <1 - + - x3>' or xEIEoox +00 et

8 400
9 24 12
f /' \ /' lim — = lim — = lim — = 0, donc par somme et
A g+ o+ x? s>+ g3

—12 produit, lir£ f(z) = +o0. Finalement, I'équation f(x) =0
Tr— [ee]

admet une unique solution « sur [0; +of.
D'une part, la fonction f est continue et strictement croissante sur [0;2], f(0) = —12 et f(2) = 8. Or
0 € [—12;8], donc d'aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, |'équation f(z) = 0 admet une solution sur
cet intervalle, unique par stricte décroissance.
D'autre part, sur [2; +oo[, d'aprés le tableau de variations, f est a valeurs dans [4; +0o[. Or 0 n'appartient pas
a cet intervalle, donc I'équation f(z) = 0 n'admet aucune solution sur [2; 400[.

Correction de I'ex 13

T |—00 1 +00
La fonction f est dérivable, a fortiori continue sur R (comme
somme et produit de telles fonctions). Pour tout = € R, () + —
fllx) =1xe "+ x(—e ) =(1—-2)e " Ore®>0 1+1/e
donc f'(z) >0 <= 1—2>0 < x <1. Ainsi :
Justification des limites : f / \

—0 1
e lim —z=+omwdonc lim e @ = lim e¥ =+ (changement de variable y = —z). Par somme et

r— —00 r— —00 Yy— +0
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produit, lim f(z) = —o0.
Tr— —00
e Par croissances comparées, liIE —ze~® = lim ye¥ = 0 (changement de variable y = —z), donc par
z— 400 y— —0
somme, lim z)=1
w—>+00f( )
Sur ] — o0;1], f est continue et strictement croissante, lim f(z) = —ow et f(1) = e ! +1 > 0. Or
xr— —0

0 €]—o0;e ! +1], donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 0 admet une solution
sur cet intervalle, unique par stricte croissance.

Sur [1; +oo[, d’aprés le tableau de variations, f est a valeurs dans ]1;e~! + 1]. Or 0 n’appartient pas a cet
intervalle, donc I'équation f(z) = 0 n"admet aucune solution sur [1; +oo[.

Finalement, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a sur R.

A la calculatrice : —0,568 < o < —0, 567.

Correction de I'ex 14

T |- 1,5 +o0
La fonction f est dérivable, a fortiori continue sur R (comme
somme et produit de telles fonctions). Pour tout = € R, f/(x) - +
fl(x) = =27 + (=22 + 1)(—e™*) = (2z — 3)e™". Or
e ®>0donc f'(r) >0 = 2x—3>0 < z>1,5.
Justification des limites : f \ /
261’5
e Pour tout x réel, f(z) = —2xe~%+e~*—3. Par croissances comparées, lirE —2ze”" = lim 2ye¥ =0
r— 400 y— —0
(changement de variable y = —z). Par ailleurs, lim —x = —oo donc lim e = lim e¥ = 0
T— +00 T— +00 Yy— —0
(changement de variable y = —x). Par somme et produit, 11111 f(z) =-3.
r—
e lim (—2zx+1)=+wet lim —z=+4oodonc lim e * = lim e¥ =+ (changement de variable
r— —00 r— —00 r— —00 y— +0
y = —x). Par produit et somme, lim f(z) = +o0.
T— —00
La fonction f est continue et strictement décroissante sur |—o0;1,5], lim f(x) = +ooet f(1,5) = —2e~ 15—
r— —0

3 <0.0r0e€[—2e15 —3;+00[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 0
admet une solution sur cet intervalle, unique par stricte décroissance.

D’autre part, sur [1,5;+oo[, d'aprés le tableau de variations, f est a valeurs dans [—2e~%® — 3; —3[. Or 0
n'appartient pas a cet intervalle (car —3 < 0), donc I'équation f(z) = 0 n"admet aucune solution sur [1, 5; +oo[.
Finalement, I'équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur R.

A la calculatrice : —0,358 < a < —0, 357.

Correction de I'ex 15

x |- 0 1 +00
La fonction f est dérivable, a fortiori continue sur R (comme 2 - + 5 +
somme et produit de telles fonctions). Pour tout = € R,
fl(x) =2xe 1 +2(x—1)e" ! —22 = 22e" 1 — 22 = el — ) — +
2z(e® 1 —1).
D'une part, 2z > 0 <= 2 > 0, d'autre part e 1 — 1 > f'(@) + - +
0= e 1> = 2-1>0 = x> 1. —2/e
Justification des limites :

/ /' \ /
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e lim (r—1)=—-owdonc lim e* ! = lim eY =0 (changement de variable y = x —1). De plus, par
T— —0 T— —00 y— —0

croissances comparées, lim (z—1)e®* ! = lim ye¥ = 0 (changement de variable y = z —1). Comme
r— —0 Yy— —0

lim —x? = —c0, on obtient par somme lim f(z) = —c0.
r— —0 Tr— —0
z—1 r—1e" .
e Pour tout z > 1, f(x) = 22 <22ezl - 1> = 22 (261 — - 1>. Par croissances comparées,
x T T
N . : . .
lim — = +o0, de plus lim =1let lim e* ! = +o0. Par produit et somme, la parenthése
Tx— +00 I Tr— 400 X r— 400
tend vers +co, puis par produit avec lim 22 = +oo, il vient lim f(z) = +o0.
r— 400 T— 400

Sur | — o0;1], d'apreés le tableau de variations, f est a valeurs dans | — o0; —2e~1]. Or 0 n’appartient pas a cet

intervalle (car —2e~! < 0), donc I'équation f(z) = 0 n’admet aucune solution sur | — o0;1].

La fonction f est continue et strictement croissante sur [1; +oo[, avec f(1) = —1 et lirf f(z) = +00. Or
Tr— +00

0 € [-1; +o[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 0 admet une solution sur
cet intervalle, unique par stricte croissance.

Finalement, 'équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur R.

A la calculatrice : 1,429 < o < 1,430.

Correction de I'ex 16

1» La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[, et continue sur [0; +00[ comme produit et composée de telles

fonctions.

1 1 1+2
2ﬁ><ez+\/5><e””: <M+\/E>e“7= 2\/;(393. Or2yx>0,¢e">0et
1+ 2x >0, donc f’(x) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur [0; +o0[.

Par ailleurs, 1i =+4wet i * = 400, donc par produit i = +00.
Mowrs. , B, v/e = Fooet T, ¢ = +oo, donc par produit _Lup, Jw) =+

Pour tout > 0, f'(z) =

La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; +o0[, avec f(0) = 0 et lir4r_1 f(z) = 400. Or
r— +00
1 € [0; +o0[, donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 1 admet une solution «
sur [0; +00[, unique par stricte croissance.
2» A la calculatrice : 0,4 < a < 0, 5.
3» D’aprés I'étude précédente, la fonction f est continue et strictement croissante sur [0; +00[, et elle est a
valeurs dans [0; +oo[.
e Sik < —1, alors k n’appartient pas a cet intervalle, donc I'équation f(z) = k n'admet aucune solution
sur [0; +0].
e Si k>0, alors k € [0; +o0o[, donc d'apreés le théoréeme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = k
admet une solution sur [0; +0o[, unique par stricte croissance.

Correction de l'ex 17

1» La fonction f est dérivable sur ]0; +0o[ et continue sur [0; +00[ comme somme et produit de telles fonctions.
Pour tout > 0,

2 1 z |0 4 +00
f’(x)—(lxﬁ—i—xx)—?
X e 2\/52 . fa| - +
S (Eeg) 2R () e 1\ e
f
Ainsi, f'(2) >0 <= /2 —2>0 < /2 >2 < = > 53/
4. De |3,
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. - 2 1 .
Justification de la limite en +00 : Pour tout z > 0, f(z) = = (3\/5— 2+ > Or 11111 VT =+ et
x T— +00

1 . .
lim — =0, donc par somme et produit, la parenthése tend vers +o0, et lim f(z) = +o0.
r— +00 I Tr— +00

1 1
2» Sur [0;1], f est continue et strictement décroissante, f(0) = 1 et f(1) = —3 Oro0e —3;1], donc

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(z) = 0 admet une solution « sur [0;1], unique
par stricte décroissance.

Sur [1;4], f est a valeurs dans

1
—3 3], et 0 n'appartient pas a cet intervalle, donc I'équation f(z) =0
n'admet pas de solution sur [1;4].

, . . 5 . 5
sur [4; +o0[ f est continue et strictement croissante, f(4) = —3 et hrE f(z) =+0.0r0€ -3 +o0],
r—> [ee]

donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(z) = 0 admet une solution § sur [4; + 0],
unique par stricte croissance.

Finalement, I'équation f(z) = 0 admet exactement deux solutions « et S sur [0; +o0[ telles que o < 3 et
€ [0;1]. A la calculatrice : 0,64 < a < 0, 65.

Correction de I'ex 18

1» La fonction f : 2 — % définie sur R\{—1} convient.
x

—6
W < 0, donc f est décroissante. Pour tout
x
6

x € [0;6], 0 < z < 6 donc f(0) = f(x) = f(6) par décroissance, c'est-a-dire 6 > f(x) = ?(2 0), donc
f(z) € [0;6].
3» Pour tout n € N, u,y1 = f(uy,), donc nEIEmun+1 = nl_l)r}rloof(un) Or nl_i)r}rloounﬂ = lim u, = ¢ et

n—+o0

£ € [0;6] donc f est continue en ¢, donc lirJrrl flun) = f( liIJIrl un) = f(£). Ainsi, £ = f({), c'est-a-dire
n—+00 n—-+a0

2» La fonction f est dérivable et pour tout = # —1, f'(z) =

6
¢ =——, donc {({+1) =6, donc /2 + ¢ —6 = 0. On reconnaft une équation polynomiale de degré 2 : son

U+
cerimi 2 2 . -1-5 —1+5
discriminant est A = 14 — 4 x 1 x (—6) = 25 = 57, donc ses solutions sont = —3 et 5 =

or —3 ¢ [0;6] donc £ = 2.

2,

Correction de I'ex 19
_ Ixe” —(z+1)e”

(e*)?

1» La fonction f est dérivable (comme somme et quotient), et pour tout z > 0, f'(x)

—x . L
—. Ore” >0 donc f'(z) < 0 donc f est strictement décroissante.
e

2» Soit g : * — f(x) — x. Elle est dérivable (comme somme) et pour tout z > 0, ¢'(x) = f'(z) — 1. Or
f(xz) <0donc f'(z) —1 < —1 <0, donc ¢’(x) < 0 donc g est strictement décroissante.
Ainsi, g est continue (car dérivable) et strictement croissante sur R. De plus,

. . r+1 . T+ 1 . ox+1
e lim g(x) = lim 3 — —z = lim 3-— x( e " — 1). Or lim =1 et
T— —0 T— —0 e T— —0 T T——00 I
lim e™* = +oo donc par somme et produit, lim g¢(z) = +o0
T— —00 T—> =0
. . z+1 . z+1 . z+1 . Y
. xl}riloog(x) =x£riloo3— o —m=x£r£oo3—eem+1 —xz. Or xETwW Zygrfooe? = 0 par
croissances comparées, donc par somme, hIE g(x) = —o0.
xr— +00

Or 0 €] — oo; +o0[ donc, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 admet une
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solution, unique par stricte croissance, que I'on note . Or g(z) = 0 < f(x) = z, donc « est |'unique
solution de f(z) = x.

3» A la calculatrice, o ~ 2, 76.

4» Pour n € N, notons HR,, : « Up < Upr1 < a ».

Q| N

2
~1,3.0r1<3—--
e

D’aprés I'énoncé, up = 1 et uy = f(ug) =3 — < a=x2,76 donc HRy : «

ug < u1p < a » est vraie.
Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR, 11 € Upi1 < Upio < 0 » est alors vraie.

D'aprés HR,, tn < uny1 < a. Or f est décroissante, donc f(un) < f(unt1) < f(a), c'est-a-dire
Upt1 < Upro < «, donc HR, 41 est vraie.

HEREDITE

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,,,1. D'aprés le principe
de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire que pour tout n € IN, u,, < u,11 < .

On a ainsi montré que pour tout n € N, u,, < up41, donc (u,) est croissante, et u, < «, donc (u,) est
majorée par a.
5» D’aprés la question précédente, d'aprés le théoréeme de convergence monotone, (u,) converge.
6» Notons ¢ la limite de (uy). Pour tout n € W, up41 = f(uy) donc hIE Uppl = lilf fluy). Or
n—+o0 n——+0o0
lim w,+1 = lim w, = ¢, et f est continue en ¢ donc lim f(u,) = f( lim wu,) = f(£). Ainsi,
n— -+ n——+0o0 n——+00

n——+00
¢ = f(£). Or « est 'unique solution de I'équation f(x) = z, donc £ = « par unicité.

Correction de I'ex 20

Ut~

1
1» D’aprés I'énoncé, ug = oL et u; = f(up) =

2» a» Pour ne N, notons HR,, : « = < Up < Upt1 < 2 >.

2
T , 1 , 4 1 1 4
D’aprés I'énoncé, ug = 3 et on a calculé u; = E= 0,8. Or 3 < 3 < 3 < 2 donc HRp : «
1
3 < ug < up < 2 » est vraie.
. . 1
Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons HR 1 : « 3 S Upt1 < Upgo < 2 >
wll Bas 1 1 .
= D'aprés HR.,,, 3 < up € Upyy <2, donc f B < f(up) < f(ups1) < f(2) par croissance de
9 L. {1\ 4 8 1
o | f, c'est-a-dire 3)z < Upt1 < Uppo < ?(é 2), donc 3 < Upy1 < Upyo < 2, donc HR i1
L
L | est vraie.
On a montré que HRy est vraie et que pour tout n € IN, HR,, entraine HR,, 1. D'aprés le
3 principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-d-dire que pour tout n € IN,
1
~ 3 S Un S Ung1 <2
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b» D’apreés la récurrence, pour tout n € IN, u,, < u,+1 donc la suite (u,,) est croissante, et u,, < 2 donc la
suite (uy,) est majorée (par 2). D’aprés le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) converge.

c» Pour tout n € N, upy1 = f(u,), donc lim w,11 = lim f(u,). Or lim wup4q = lim w, = ¢,
n—+00 n—-+0o0 n—+00 n——+00

1 o1 .
et comme pour tout n € N, 3 < u, < 2, par passage a la limite 5 < £ < 2. Donc f est continue en /,

. . . L
donc nl_l)l}_loof(un) = f(ngrfwun) = f(£). Ainsi, £ = f({), c'est-a-dire £ = T
{(1+30) =40 < (+ 30> = 4/, soit encore 3¢? — 3¢ = 0, autrement dit 3/(¢ — 1) = 0. Ainsi, £ = 0

1
ou€=1.0r,§<€<2donc€=1.Ainsi, lim wu, = 1.

n—+00

ce qui équivaut a

Correction de I'ex 21

Partie A
1I» o lim 2z =+odonc lim e* = lim e¥ = 400 (changement de variable y = 2z). Par ailleurs, pour
x— +00 x— +00 y— +00
2:17 3 ) . 621 . ey
tout réel z, g(z) = e?® 3 — == — — ). Par croissances comparées, lim — = lim — = 4+
e2r  e2r x> +00 21 y—+0 Yy

(changement de variable y = 2z), donc lim —— =0. Comme lim —— =0, la parenthése tend vers
z— +o0 @27 2> +o0 @2

3. Par produit, lim g(z) = +c0.
r— +00
e lim 2z = —o donc lim e?** = lim eY = 0 (changement de variable y = 2). Comme
T— —00 T— —00 y— —0

lim (—2z — 3) = 400, on obtient par somme lim g(z) = +o0.
T— —00 z—> —©

2» a» Pour tout x réel, ¢'(x) = 3 x 2e** — 2 = 6e** — 2.

1 1 In(3
b» Pour tout x réel, ¢'(z) >0 = 6e** —2 >0 < e** > 3 = 2x>1n(3> — x>—#
(on a utilisé la stricte croissance de In).
c» Le minimum de g vaut :
z |- —In(3)/2 +4ow
In(3) —1In(3) In(3)
1 +00 +o0
=3x-+1In3)—-3=In(3) -2
3 f \ /'

3» a» Onag(0) =3e”—2(0) —3=3—3=0. Donc x = 0 est bien solution de g(z) = 0.
In(3) In(3)
2 2
+00. Or 0 € [In(3) — 2; +oo[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, |'équation g(z) = 0
admet une solution a # 0 sur cet intervalle.

A la calculatrice : —1,2 < a < —1,1.

b» Sur |—o0;— , g est continue (car dérivable) avec ¢ (— =In3)—2<0et lim g(z)=
r— —00

x —0 « 0 +0o0

4» 9(x) + + _ #) +
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Partie B
1» Pour tout x réel, r | —00 o] 0 +00
f'(@) = 3¢5 — (26" + (22 + 1)e”) = 3" — (2 + 3)e” fla)] + - +

= e"(3e* — 22 — 3) = e"g(x)

f(@) +00
f /‘ \ /‘
2» Pour tout réel z, €* > 0, donc f/(z) est du signe de g(x). 0 0
D'aprés la partie A (limites a justifier!) :

Correction de I'ex 22

Soit f définie sur [—1; +oo[ par f(z) = v/x + 1 + 2z — 3. L'équation (E) est alors équivalente & f(z) = 0.
La fonction f est continue sur [—1;4+0o0[ (comme somme et composée de telles fonctions). De plus, elle est

1
————— + 2. Or v/2+1 > 0, donc par somme,
ONCES) P

f'(z) > 0. Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur [—1; +o0[.
Par ailleurs, lim x +1= 4o donc lim +/z+1= lim ,/y = 4o (changement de variable y = = + 1).
T— +00 T— +00 Yy— +0

dérivable sur | — 1;+oo[ et pour tout = > —1, f'(z) =

De plus, lim 2z — 3 = 400 donc, par somme, lim f(z) = +o0.
r— +00 T— +0
La fonction f est continue et strictement croissante sur [—1;+oo[, f(—1) = —5 et 1in+1 f(z) = +o0. Or
r— 400

0 € [—5; 4+o[, donc d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une solution a
sur [—1; +oo[, unique par stricte croissance.
A la calculatrice : 1,053 < a < 1,054.

Correction de I'ex 23
1» Non car thf(x) # 2hn}(a:) donc f n'a pas de limite en 2.
2>f 2<f
2» Tracez une ligne horizontale a I'ordonnée —4 jusqu'en x = 2, puis une ligne horizontale a I'ordonnée 8.
Ajoutez un point aux coordonnées (2;6).

Correction de I'ex 24

1» La fonction g est croissante sur [—1;1] : pas nécessairement. Contre exemple :

2» La fonction g est positive sur [—1;1] : pas nécessairement, voir contre-exemple précédent.

3» L'équation g(x) = 1 admet exactement deux solutions dans l'intervalle [—2;4] : elle peut en avoir trois,
voir contre-exemple précédent.

4» |l existe au moins un réel a dans l'intervalle [1;3] tel que g(a) = 1 : par élimination, c'est vrai, mais on
peut aussi utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires pour le montrer.

Correction de I'ex 25
» La fonction g est a valeurs dans [1;8], donc si k < 1 ou k > 8, alors I'équation n'a pas de solution.

» Sik =1ouk =8, alors I'équation admet exactement une solution (car ce sont le minimum et le maximum
de g qui ne sont atteints qu'en 3 et 6 respectivement.
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» Soit k €]1;3]. La fonction g est continue et strictement décroissante sur [—2;3], g(—2) = 3 et g(3) = 1.
Or k € [1; 3] donc d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = k admet une solution
dans [—2; 3], unique par stricte décroissance. Un raisonnement similaire montre I'existence d'une unique
solution dans [3;6]. Ainsi, g(z) = k admet exactement 2 solutions dans [—2;6].

» Soit k €]3; 8]. Sur [—2; 3], g est a valeurs dans [1; 3], et k n’appartient pas a cet intervalle, donc I'équation

g(x) = k n"admet pas de solution dans [—2; 3]. Le théoréme des valeurs intermédiaires montre |'existence
d'une solution dans [3;6], a fortiori dans [—2;6], unique par stricte croissance.

Correction de I'ex 26

La fonction f est dérivable, a fortiori continue sur R (car
polynomiale). Pour tout = € R, f/(z) = 322 —6z = 3z(z—2).
Un tableau de signes immédiat montre que f/(z) est négatif
entre 0 et 2, et positif ailleurs. Ainsi : f'(x) + _ +

Justification des limites : f(z) = 23 <1—3—1>, or

5 -1 +od
T
1 /" \ /'
lim 23 = 40 et lim § = lim — = 0, donc par !/
—0 -5

x —0 0 2 +0o0

z— +o0 T— t00 T z— Foo g3
somme et produit, lim f(z) = —wet lim f(z) = +o0.
Tr— —00 xr— +00

D’apreés le tableau de variations de f :
e Sike]—o0;—5[u] —1;+o0[ :
Sur | —o0; 0] est sur [2; +o0[, f est continue (car polynomiale) et strictement croissante. Elle est a valeurs dans

] — o0; —5] et [—1; +o0[ respectivement, qui contiennent k. D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(z) = k admet une solution, unique par stricte croissance.

e Sike]—5-1]:
Le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué sur les intervalles | — c0; 0], [0;2] et [2; +00[ va donner une
solution pour chaque intervalle, uniques par stricte monotonie. Il y a donc exactement trois solutions.

Correction de I'ex 27

Soit f une fonction continue sur un intervalle I qui ne s'annule pas sur I. par I'absurde supposons que f ne
garde pas un signe constant sur 1.

Il existe alors deux réels a et b dans I tels que f(a) et f(b) soient de signes contraires. Quitte & renommer les
variables, on peut supposer a < b. Quitte & considérer —f au lieu de f, on peut supposer que f(a) < 0 < f(b).
La fonction f est continue sur [a,b]. Comme 0 € [f(a); f(b)], d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'equation f(z) = 0 admet au moins une solution dans cet intervalle, ce qui contredit le fait que f ne s'annule
pas sur I.

Ainsi, f garde un signe constant sur I.

Correction de I'ex 28

Soit P un polynéme de degré impair. Quitte a considérer — P, on peut supposer son coefficient dominant positif.
Notons a le coefficient dominant et n le degré de P.
La fonction P est continue sur R (car polynomiale). Le terme z™ est prépondérant : en factorisant P(x) par

2™, on obtient a plus des termes de la forme — qui tendent vers 0 aux infinis. Ainsi, la limite de P est celle de
xr

2™ (car a > 0), qui vaut —o0 en —00 et +00 en +00 puisque n est impair.
Comme 0 € | — 00; +00[, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation P(x) = 0 admet au moins
une solution sur R.
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Correction de I'ex 29
Les courbes de f et g s'intersectent aux abscisses z telles que f(z) = g(z). Soit h : z — g(z) — f(z). Cette

fonction est dérivable (comme somme), a fortiori continue sur ]0; +o[, et pour tout « > 0, h/(z) = 2x+2\7 >
x

2 1
0. Ainsi, h est strictement croissante. Or h(0) = —2 et lim h(z) = lim a? (1 -+ > = 400 car
5 Fo0 22 z/x

T— +00
les quotients dans la parenthése tendent vers 0. D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
h(z) = 0 admet une solution, unique par stricte croissance, c'est-a-dire que f(xz) = g(x) admet une unique
solution, donc C et C’ n'ont qu'un point d’intersection.
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@ Loi binomiale

Exercices

Je connais mon cours

On lance 3 fois successivement une piéce truquée de
sorte que la probabilité d'obtenir Pile est de 0,75,
et on s'intéresse aux nombres de Pile obtenus.

1» Justifier que I'on peut associer la situation a un
schéma de Bernoulli. Préciser les paramétres.

2» Représenter ce schéma de Bernoulli par un arbre.

3» Calculer la probabilité d'obtenir exactement une
fois Pile.

On tire 15 cartes avec remise dans un jeu complet
de 52 cartes et on considére la variable aléatoire T
qui donne le nombre de tréfles obtenus.

1» Justifier que T suit une loi binomiale.
2» Calculer P (T = 5).

On considére que la probabilité qu'un éleve de Ter-
minale ait 18 ans ou plus durant I'année scolaire est
0,67.

1» Dans une classe de Terminale de 35 éléves, quelle
est la loi suivie par la variable aléatoire M don-
nant le nombres d'éléves de la classe encore mi-
neurs a la fin de I'année 7 Justifier.

2» Calculer P(M =10), P(M=11) et
P(M =12).
3» En déduire la probabilité qu'il y ait entre 10 et

12 éléves de la classe encore mineurs a la fin de
["année.

Soit X une variable aléatoire suivant une loi bino-
miale de paramétre n et p. En se ramenant a chaque
fois a des inégalités de la forme P (X < -- ), calcu-
ler dans chaque cas :

1» n=100 et p = 0,78

a» P (X < 75) o P (X >T74)
b» P (X > 79) d» P (73 < X < 81)

2» n=27etp=0,32

ar P (X <8) o P(X >13)
b» P(X >9) d» P(T< X <14)

3»n=45etp=0,44

a» P (X <20) o P (X >23)
b» P (X > 16) dr P (13 < X < 20)

En France, la proportion de personnes utilisant un
fauteuil roulant est environ de 2%.

On suppose que la population frangaise est suffisam-
ment grande pour pouvoir assimiler le tirage d'une
personne dans cette population a un tirage avec re-
mise.

Dans un train, dont 1250 places ont été réservées,
sont prévues 30 places pouvant accueillir les per-
sonnes en fauteuil roulant. Quelle est la probabilité
qu’il n'y ait pas assez de places pour ces personnes ?

Dans un lycée, 237 éléves ont réservé un repas a la cantine. Lorsqu’un éléve a réservé son repas, 7% du temps

il ne mange pas a la cantine.

1» Quel est le nombre minimal k de repas a préparer tout en restant siir 3 au moins 95% que tous les éléves se

présentant auront un repas?
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2» Méme question avec un risque que certains éléves n'aient pas de repas inférieur 3 1%.
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Objectif Bac

Dans une école de statistiques, aprés étude des dossiers des candidats, le recrutement se fait de deux facons :

» 10% des candidats sont sélectionnés sur dossier. Ces candidats doivent ensuite passer un oral duquel 60%
d’entre eux sont finalement admis a I'école.

» Les candidats n’ayant pas été sélectionnés sur dossier passent une épreuve écrite a I'issue de laquelle 20%

d’entre eux sont admis a |'école.
Partie 1

On choisit au hasard un candidat a ce concours de recrutement. On notera :
» D : « le candidat a été sélectionné sur dossier »

» A : « le candidat a été admis »

1» Traduire la situation par un arbre pondéreé.
2» Calculer la probabilité que le candidat soit sélectionné sur dossier et admis a I'école.
3» Montrer que la probabilité de I'événement A est égale a 0, 24.

4» On choisit au hasard un candidat admis dans I'école. Quelle est la probabilité que son dossier n’ait pas été

sélectionné?

1» On admet que la probabilité pour un candidat d'étre admis a |'école est égale a 0, 24.
On considére un échantillon de sept candidats choisis au hasard, en assimilant ce choix a un tirage au sort
avec remise. On désigne par X la variable aléatoire dénombrant les candidats admis a I'école parmi les sept
tirés au sort.
a» On admet que la variable aléatoire X suit une loi binomiale. Quels sont les paramétres de cette loi ?

b» Calculer la probabilité qu'un seul des sept candidats tirés au sort soit admis a I'école. On donnera une
réponse arrondie au centiéme.

c» Calculer la probabilité qu'au moins deux des sept candidats tirés au sort soient admis a I'école. On
donnera une réponse arrondie au centiéme.

2» Un lycée présente n candidats au recrutement dans cette école, o n est un entier naturel non nul.
On admet que la probabilité pour un candidat quelconque du lycée d'étre admis a I'école est égale a 0,24,
et que les résultats des candidats sont indépendants les uns des autres.

a» Donner |'expression, en fonction de n, de la probabilité qu'aucun candidat issu de ce lycée ne soit admis
a l'école.

b» A partir de quelle valeur de I'entier n la probabilité qu'au moins un éléve de ce lycée soit admis a I'école
est-elle supérieure ou égale a 0,997

Un test est mis au point pour détecter une maladie dans un pays. Selon les tests sanitaires de ce pays, 7% des
habitants sont infectés par cette maladie. Parmi les individus infectés, 20% sont déclarés négatifs. Parmi les
individus sains, 1% sont déclarés positifs.

Une personne est choisie au hasard dans la population. On note :

» M : « la personne est infectée par la maladie »
» T : « le test est positif »
1» Construire un arbre pondéré modélisant la situation.

2» a» Quelle est la probabilité pour que la personne soit infectée par la maladie et que son test soit positif 7
b» Montrer que la probabilité que son test soit positif est de 0,0653.
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3» On sait que le test de la personne choisie est positif.
Quelle est la probabilité qu'elle soit infectée ? On donnera le résultat sous forme approchée a 1072 prés?
4» On choisit dix personnes au hasard dans la population. La taille de la population de ce pays permet d’assimiler
ce prélévement a un tirage avec remise.
On note X la variable aléatoire qui comptabilise le nombre d'individus ayant un test positif parmi les dix
personnes.
a» Quelle est la loi de probabilité suivie par X ? Préciser les paramétres.

b» Déterminer la probabilité pour qu'exactement deux personnes aient un test positif.
On donnera le résultat sous forme approchée a 1072 pres.

5» Déterminer le nombre minimum de personnes a tester dans ce pays pour que la probabilité qu'au moins une
de ces personnes ait un test positif soit supérieure a 99%.
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Corrections

Correction de I'ex 1

1» Les lancers d'une piéce peuvent &tre supposés indépendants. On répéte donc 3 fois de maniére identique et
indépendante une épreuve de Bernoulli de succés « obtenir Pile », de probabilité 0, 75. Il s’agit d'un schéma
de Bernoulli de paramétres 3 et 0, 75.

2» On note F I'événement « obtenir face ». Exceptionnellement, on représente |'arbre verticalement (pour

gagner de la place).
F F
0,75/ F \0725 0,75/ &25

F F F F
0, 75/ \0, 25 0, 75/ \0,25 0,75/ \0,25 0,75/ \o, 25
F F F F F F F F

3» Il'y a trois chemins qui rencontrent exactement une fois Pile : FFF, FFF et FFF. Chacun a une probabilité

0,252 x 0,75 = % de se réaliser. La probabilité est donc %

Réponse alternative : La variable aléatoire X qui compte le nombre de succés dans le schéma de Bernoulli
3

précédent suit la loi B(3;0,75). La probabilité d'obtenir exactement une fois Pile est P (X = 1) = (1) X

0,75' x 0,252 = 9

) ) 64

Correction de I'ex 2

1» On tire 15 cartes de maniére identique et indépendante (car avec remise) avec une probabilité de tirer une
carte de tréfle (succés) de 0,25 (un quart des cartes sont des tréfles). Cette expérience aléatoire est donc
un schéma de Bernoulli de paramétres 15 et 0,25. La variable aléatoire T' compte le nombre de succés dans
ce schéma de Bernoulli, elle suit donc la loi B(15;0, 25).

15
2> P(T=5)= (5) x 0,25% x 0,750 ~ 0, 1651

Correction de I'ex 3

1» L'expérience aléatoire « I'éléve est mineur » est une épreuve de Bernoulli de probabilité de succés 0, 33.
On répéte cette épreuve 35 de maniére identique et indépendante (I'age d’un éléve n'influence pas I'age des
autres). Cette expérience aléatoire est donc un schéma de Bernoulli de paramétres 35 et 0, 33. La variable
aléatoire M compte le nombre de succes dans ce schéma de Bernoulli, elle suit donc la loi B(35;0, 33).

35

k

o P(M =10) ~0,1261 o P(M =11)~0,1412 o P(M =12)~0,1391

2» Pour tout k entre 0 et 35, P (M = k) = ( ) x 0,33% x 0,67%5%, donc :

3» On cherche a calculer la probabilité P (10 < M < 12). Comme M est a valeurs entiéres,
P10<M<12) =P (M =10)+ P (M = 11) + P (M = 12) ~ 0,3845

(Remarque : attention a ne pas utiliser de valeurs approchées dans un calcul!)
La probabilité qu'il y ait entre 10 et 12 éléves encore mineurs a la fin de I'année est d'environ 0, 4064.
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Correction de l'ex 4

1I» n=100et p=0,78

P(X <75 =P(X<74) ~0,20

- " n | s s » - — —
+ + u u >

T
74 75 76

P(X>74)=1-P(X <T4)
=1-P(X <73)~0,86

- ; —F ; P —
. — . —b
73 T4 75

2 n=2Tetp=0,32

P(X <8 =P(X<7)~0,32

12 13 14
3»n=45etp=0,44

P (X <20) =P (X <19) ~ 0,46
|

T
19 20 21

22 23 24

Correction de I'ex 5

de succes suit donc la loi B(1250;0,02).

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétre n et p. En se ramenant & chaque fois a
des inégalités de la forme P (X < ---), calculer dans chaque cas :

P(X>79)=1-P(X<79)~0,37

- ; , q . —
+ + : —

d
78 79 80

~ 0,57
o | | a
o | v
13 20

1» L'expérience aléatoire vérifiant si la personne tirée utilise un fauteuil roulant est une épreuve de Bernoulli
de probabilité de succes 0,02. On répéte cette épreuve 1250 fois de maniére identique et indépendante (la
population étant suffisamment grande pour assimiler cela a un tirage avec remise). Cette expérience aléatoire
est donc un schéma de Bernoulli de paramétres 1250 et 0,02. La variable aléatoire X qui compte le nombre

2» On cherche la probabilité qu'il n'y ait pas assez de places dans le train pour ces personnes, c'est-a-dire la
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probabilité que le nombre de personnes en fauteuil roulant soit strictement supérieur a 30. On cherche donc
a calculer P (X > 30) =1 — P (X < 30). A l'aide de la calculatrice, 0,1347 environ.

La probabilité qu'il n'y ait pas assez de places pour les personnes en fauteuil roulant est d'environ 13,47%.

Correction de I'ex 6

1»

2»

L'expérience aléatoire vérifiant si |'éléve mange a la cantine est une épreuve de Bernoulli de probabilité de
succeés 0,93 (puisqu'il y a 7% de chances qu'il ne s'y présente pas). On répéte cette épreuve 237 fois de
maniére identique et indépendante (le comportement d'un éléve n'influencant pas celui des autres). Cette
expérience aléatoire est donc un schéma de Bernoulli de paramétres 237 et 0,93. La variable aléatoire X
qui compte le nombre de succés suit donc la loi B(237;0,93).

L'événement {X < k} signifie que le nombre d’éléves présents est inférieur au nombre de repas servis, et
donc que tout va bien. On cherche le plus petit nombre de repas, c'est-a-dire le plus petit entier k, tel
que la probabilité que tout aille bien est supérieure a 95%, c'est-a-dire P (X < k) = 0,95. A I'aide de la
calculatrice, on obtient P (X < 224) ~ 0,9291 et P (X < 225) ~ 0,9612.

Il faut donc préparer au moins 225 repas.

Ne pas avoir assez de repas correspond a I'événement {X > k}. On cherche donc le plus petit entier k
tel que P (X > k) < 0,01, ce qui équivaut 3 1 — P (X > k) > 1 — 0,01 (par stricte décroissance de
x> 1—1x), c'est-a-dire P (X < k) = 0,99. A I'aide de la calculatrice, on trouve P (X < 228) ~ 0, 9888 et
P (X < 229) ~ 0,9954

Il faut donc préparer au moins 229 repas pour qu'il y ait moins d'1% de chance que certains éléves ne soient
pas servis.
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Corrections Loi binomiale

Correction de I'ex 7

2» L'événement « le candidat est sélectionné sur dossier et ad-
mis » correspond & D n A. D'aprés la formule des probabilités

composées P (D n A) =P (D) x Pp (A) = 0,1x0,6 = 0,06. yfl
3» D’apreés la formule des probabilités totales, D
_ 0,1
P(A)=P(DnA)+P(Dn A XA
= 0,06+ P (D) x P5 (A)
=0,06+0,9 % 0,2 =0,24 0,2 A
) ) ) b 079 /
4» On cherche P4 (D) P (D n A) 0,9x0,2 0,18 D \
[ = = = =
4 P (A) 0,24 0,24 0,8 i

0,75. La probabilité que son dossier n'ait pas été sélectionné

sachant qu'il est admis est de 0, 75.

1» a» L'expérience consiste a répéter 7 fois de maniére identique et indépendante une épreuve de Bernoulli
de probabilité de succés (le candidat est admis) 0,24. La variable aléatoire X qui compte le nombre de
succés suit la loi B(7;0,24).

b» On cherche P (X =1) = (I) x 0,24 x 0,76% ~ 0,32. La probabilité qu'un seul candidat soit admis

est d'environ 0, 32.

c» On cherche la probabilité qu'au moins deux candidats soient admis, c'est-a-dire P (X >2) = 1
P(X<1)=1—(P(X =0)+P (X =1)). Alaide de la calculatrice, on obtient P (X > 2) ~ 0, 52.
(Remarque : attention a ne pas utiliser de valeurs approchées dans un calcul I)

2» a» Soit Y la variable aléatoire qui compte le nombre d’admis parmi les n candidats : Y ~ B(n;0,24). La
probabilité qu'aucun candidat ne soit admis est P (Y = 0) = (g) x 0,24° x 0,76™ = 0, 76™.

b» On cherche le plus petit entier n tel que la probabilité d'avoir au moins un admis soit supérieure ou égale
30,99. On cherche donc n tel que P (Y > 1) = 0,99, ce qui équivauta 1—P (Y = 0) = 0,99. On peut
chercher dans le tableau de valeurs a la calculatrice, ou procéder algébriquement avec le logarithme :

1—-0,76" = 0,99 < 0,76" <0,01 (par stricte décroissance de z — 1 — x)
< In(0,76") < 1n(0,01) (par stricte croissance de In)
<= nln(0,76) < In(0,01)
In(0,01)
> _— In(0,
n In(0.76) (car In(0,76) < 0)
| 1
Comme In(0,01) ~ 16,79, il faut présenter au moins 17 candidats.
In(0, 76)
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Loi binomiale Corrections

Correction de I'ex 8

2» a» L'événement « la personne est infectée et son test est po-
sitif » correspond @ M n T. D'aprés la formule des proba- 0.8 T

bilités composées : /
M
P(MAT)=P (M) x Py (T) = 0,07 x 0,8 = 0,056 0,07 k
’ T
b» D’'apreés la formule des probabilités totales,
P(T)=P(MnT)+P(MnT) 0,9 yT
= 0,056 + P (M) x P37 (T) M
= 0,056 + 0,93 x 0,01 = 0,0653 0,99 7
La probabilité que le test soit positif est de 0,0653.
P(MnT
3» On cherche Py (M) = (MAT) _ 0,056 ~ 0,86. La probabilité que la personne soit infectée sachant

P(T)  0,0653
que son test est positif est d’environ 0, 86.

4» a» On répéte 10 fois de maniére identique et indépendante une épreuve de Bernoulli de succés « le test est
positif » de probabilité 0,0653. C'est un schéma de Bernoulli de paramétres 10 et 0,0653. La variable
aléatoire X qui compte le nombre de succés dans ce schéma de Bernoulli suit la loi B(10;0,0653).

10
b» On cherche P (X =2) = <2) x 0,06532 x 0,9347% ~ 0,11. La probabilité qu’exactement deux

personnes aient un test positif est d’environ 0, 11.

5» Soit Y la variable aléatoire qui compte le nombre de succés parmi les n personnes testées. Elle suit la loi
B(n;0,0653). La probabilité qu'au moins une personne ait un test positif est P (Y > 1). On cherche le
plus petit entier n tel que P (Y > 1) > 0,99, ce qui équivaut a 1 —P (Y =0) > 0,99. Or P (Y =0) =

(g) x 0,0653% x 0,0347™ = 0,0347™. On peut chercher dans le tableau de valeurs 3 la calculatrice, ou
procéder algébriquement avec le logarithme :
1—-0,9347" > 0,99 < 0,9347" < 0,01 (par stricte décroissance de z — 1 — x)

< In(0,9347") < In(0,01) (par stricte croissance de In)
<= nln(0,9347) < In(0,01)

In(0,01)
Anu, Vi) | A
(0, 9347) (car In(0,9347) < 0)
In(0,01
Comme M ~ 68,23, il faut tester au moins 69 personnes.
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E Orthogonalité dans l'espace

Exercices

Sauf indication contraire, on munit |'espace d'un repére orthonormé (O;1, 7, k).

Je connais mon cours

Exercice 1

. - i R ™
Soient deux vecteurs i et ¥ tels que (4;7) = —,

[d@] =8 et w- ¥ =24. Que vaut alors 7] ?

Exercice 2

Soient les vecteurs i et U de coordonnées respectives
1 0
v/3 | et | v/3 | dans I'espace muni d'un repére or-
0 1
thonormé.

1» Calculer @ - 7.

2» Quelle est, a un degré prés, une mesure de
I'angle géométrique associé a @ et 77

Exercice 3

Dans le tétraédre HARU, on donne HA = 2,
HR =3et AR = 4.

1» A l'aide d'une des formules de polarisation,
déterminer le produit scalaire HA HR.

2» En déduire une mesurg@ndie au dixiéme de
degré prés de I'angle RH A.

Exercice 4

Dans chacun des cas suivants, déterminer si les vec-
teurs de coordonnées données sont orthogonaux.

1 0 1 2
1» 1 |et |4 3» |3 ]et | —1
1
—2 2 4 -1
11 4 1 V3
2» 2 et [ —25 4» V3 et | -1
4 2} \vs

Exercice 5

Soit ABCDEFGH le cube d’aréte 4 ci-dessous. Les
points I, J, K et L sont les milieux respectifs des
cotés [AB], [EF], [GH] et [CD].

H K
——— G
L J
E -
! F
| L
D+--------7C
0T
A ' B

Calculer chaque produit scalaire puis une valeur ap-
prochée au degré prés d'une mesure de I'angle formé
par les deux vecteurs donnés.

1» AD - AL o Al-JH 3» CA-CF

Exercice 6

Pour chacun des plans dont on donne une équation
cartésienne ci-dessous, donner un vecteur normal.

Ir 22+y—32+1=0
2» 3y+52z=0

3» z2=—"2x+3y—4
4r 2x+y=32—-5

Exercice 7 (BAC 2019)

On considére le plan P d’équation cartésienne 3z +
2y +9z —5 = 0 et la droite D dont une représenta-

x =4t+3
tion paramétriqueest <y =—t+2 ,teR.
z =—-t+9

1» Le plan P et la droite D sont-ils orthogonaux ?

2» Sont-ils paralléles ? Si non, déterminer leur in-
tersection.
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Exercices

Orthogonalité dans I'espace

Dans l'espace  muni d'un repére orthonormé
(Os1i,7,k) d'unité 1cm on considére les points sui-
vants : B(4; —1;0), C(0;3;2) et D(4;3;—2).
1» Montrer que les points B, C' et D définissent
un plan, c'est-a-dire qu'ils ne sont pas alignés.
2» Démontrer que le vecteur 77 de coordonnées
2

1 | est un vecteur normal au plan (BCD).
2

3» Déterminer une équation cartésienne du plan
(BCD,).

Dans chacun des cas suivants, déterminer une équa-
tion cartésienne du plan passant par A et de vecteur
normal 7.

-1
1» A(3;—1;2)etii | O
4
—1
2» A(1;-1;0) et 7@ | —1
2
-1
3 A(=2;1;2) et | -2
0
0
4r A(+2;3;0) et [0
3

On considére les points A(1;1;1), B(2;—1;0) et
C(0; —1;2) dans I'espace muni d'un repére ortho-
normeé.
1» Justifier que les points A, B et C définissent
bien un plan de |'espace.

1
2» Montrer que le vecteur 77 | O | est normal au
1
plan (ABC).
3» Déterminer une équation cartésienne du plan
(ABCQC).

On donne A(4;5;2), B(1;3;1) et C(3;3;—1).

1» a» Déterminer les coordonnées des vecteurs

AD et AC.

b» Montrer que A, B et C définissent un plan.

2

c» Justifier que le vecteur 7 | —4 | est normal
2

au plan (ABC) et en déduire une équation

de ce plan.
2» Soit le point D(1;1;1).
a» Justifier que D ¢ (ABC).

b» Quelle est la distance entre le point D et le
plan (ABC)?

On considére le point A(—7;0;4) et le plan P dont
une équation cartésienne est z + 2y — z — 1 = 0.
Déterminer les coordonnées du point H, projeté or-
thogonal du point A sur le plan P.

Dans l|'espace rapporté a un repére orthonormé

(O;14,4,k), on considére le plan P d’équation car-

tésienne z —y + 2z —3 = 0.

a» Parmi les points A, B et C suivants, lesquels
appartiennent au plan P?

b A(L1;1) 3» C(2;151)
3
2» B (1,1,2)

b» Parmi les vecteurs suivants, lesquels sont nor-
maux au plan P 7

2 -1 1 —2
ni| 0] m|2) n3|-1| ni| 2
—1 -3 2 4

c» Soit D la droite passant par le point A et or-
thogonale au plan P.
Donner un systéme d'équations paramétriques
de la droite D.

d» Soit K le projeté orthogonal du point A sur le
plan P.
Déterminer les coordonnées du point K.

Dans |'espace muni d'un repére orthonormé, déter-
miner la distance entre K(3;1;3) et le plan d’équa-
tion x + 2y — 3z + 18 = 0.
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Orthogonalité dans I'espace

Exercices

Dans I'espace muni d'un repére orthonormé, dé-
terminer la distance entre le point S(1;1;1) et la
droite ci-contre.

Je comprends mon cours

Déterminer deux vecteurs orthogonaux a @ | —1

Déterminer trois plans admettant comme vecteur
4

normal 77 | =2 |.
1

Soit P un plan contenant le point A(4; —1;2).
Donner une équation possible de P.

Prouver que les diagonales d'un cube ne sont pas
orthogonales.

Dans I'espace muni d'un repére, soient d la droite
de représentation paramétrique :

xr =2t
y =1+t ,teR
z =-5+3t

ainsi que A(1;1;0) et B(3;0; —1).
Les droites d et (AB) sont-elles orthogonales ?

On considére les points suivants : B(4;—1;0),
C(0;3;2) et D(4;3;—2). Soit M un point de la
droite (C'D).

Déterminer les coordonnées du point M tel que la
distance BM soit minimale.

=3t+2
A<y = —4t ,teR.
z =2t+12

Les points A, B, C et D ont pour coor-
données A(—1;0;2), B(3;2;—4), C(1;—4;2) et
D(5;—2;4). On consideére les points I, J et K défi-
nis par : I est le milieu de [AB], K est le milieu du

1
segment [C'D] et J est tel que BJ = 1 BC.

1» Déterminer les coordonnées des points I, J, K.
2» Montrer que I, J et K ne sont pas alignés.

3» Montrer qu'une équation cartésienne du plan
(IJK) est 8z + 9y + 5z — 12 = 0.

4» Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (AD) et montrer que (IJK) et (AD)
sont sécants en un point L dont on donnera les
coordonnées.

On considére la droite D passant par les points
E(1;1;-2) et F(—1;3;2) et le plan P d'équation
x+my — 2z + 8 =0, oli m est un nombre réel.
Une valeur du réel m pour laquelle la droite D est
paralléle au plan P est (justifier) :

3»m=2>5
4 m= -2

I» m=-1

2» m=1

Pour chaque question une seule réponse est exacte.
On donne le point S(1;—2;0) et le plan P d'équa-
tionz+y—32+4=0.

1» Une représentation paramétrique de la droite D

passant par le point S et perpendiculaire au plan
P est:

r =1+t
a» <y =1-2t ,teR
z =-3
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Exercices Orthogonalité dans I'espace
r =2+t
br» Sy =-1+¢t ,teR On se place dans |'espace muni d'un repére ortho-
s —1-3t normé. On considére les points A(0;4;1), B(1;3;0),
C(2;—-1;-2) et D(7;—-1;4).
r =1+t ) )
o {y =-2-2 ,teR 1» D.em(,)ntrer que les points A, B et C' ne sont pas
alignés.
z =3t ) . .
2» Soit A la droite passant par le point D de vec-
x =2+t 2
dr <y =-1+t ,teR teur directeur @ | —1
z =-3-3t 3

2» Les coordonnées du point d'intersection H de la
droite D avec le plan P sont :

ar (—4;0;0) o 21
9" 3’3
b (82223 a (2259
5 5 5 117 11 11
3» La distance du point S au plan P est égale a :
\/ 3 9 9
ar 11 b» cr d» —

3 V11 V11 11

Démontrer que la droite A est orthogonale au
plan (ABC).

3» En déduire une équation cartésienne du plan
(ABC).

4» Déterminer une représentation paramétrique de
la droite A.

5» Déterminer les coordonnées du point H, inter-
section de la droite A et du plan (ABC).

Dans un repére orthonormé de |'espace (O;f,f, E) on 3» En posant x = t, déterminer en fonction de t les

définit les plans P; et Ps par les équations cartésiennes
respectives 4z +y—3z+1 =0et 2z —3y+2z+4 = 0.

1» Déterminer deux vecteurs normaux aux plan P; et
Py que I'on notera respectivement 7] et 75.

2» En déduire que les plans P; et P sont sécants.

Objectif Bac

Dans |'espace on considére le cube ABCDEFGH de
coté 1 représenté ci-dessous. On note I et J les milieux
respectifs des segments [EH]| et [F B].

A B

On munit I'espace du repére orthonormé

(A;AB,AD, AE).

coordonnées y et z d'un point & l'intersection des
deux plans.

4» En déduire une représentation paramétrique de la

droite d'intersection des plans P; et Ps.

1» Donner les coordonnées des points B, G, H, I
et J sans justifier.

1
2» Montrer que le vecteur 77 de coordonnées | —2
2

est un vecteur normal au plan (BIG).

3» En déduire une équation cartésienne du plan

(BIG).

4» On note K le milieu du segment [H J]. Le point
K appartient-il au plan (BIG)?
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Orthogonalité dans I'espace

Exercices

On considére un cube ABCDEFGH d'aréte
de longueur 1. On se place dans le repére
(A;E,@,/TE)). On considére les points :

1 2 3 1
(15:0) 7(0:351) & (Fs01) £ (Gi0)

On désigne par M le point d'intersection du plan
(IJK) et de la droite (BF') et par N le point d'in-
tersection du plan (IJK) et de la droite (DH).

E J H
K/
/1 \
F ¢ 4 \
o G |N
M\
Al----- --4D
B I C

Le but de cet exercice est de déterminer les coor-
données des points M et N.

8
1» Prouver que le vecteur 77 de coordonnées | 9
5

est un vecteur normal au plan (IJK).

2» En déduire que le plan (IJK) a pour équation
8z +9y +52—11=0.

3» En déduire les coordonnées des points M et V.

Dans l'espace muni d'un repére orthonormé
(O;f, 7, E) d'unité 1cm on considére les points sui-
vants : B(4;—1;0), C(0;3;2) et D(4;3;—2). On
note H le point de la droite (C'D) ayant pour coor-
données (3;3;—1).
1» Démontrer que les droites (BH) et (C'D) sont
perpendiculaires.

2» Montrer que l'aire du triangle BC'D est égale
a 12cm?.

On considére les points A(2;0;0), B(0;3;0) et
C(0;0;1).

L'objectif de cet exercice est de calculer I'aire du
triangle ABC'.

3
1» a» Montrer que le vecteur 7i | 2 | est normal au
6
plan (ABC).

b» En déduire qu'une équation cartésienne du
plan (ABC) est : 3z + 2y + 6z — 6 = 0.
2» On note d la droite passant par O et orthogonale
au plan (ABC).
a» Déterminer une représentation paramétrique
de la droite d.

b» Montrer que la droite d coupe le plan
(ABC') au point H de coordonnées

(18. 12 36)

4974949 )
c» Calculer la distance OH.

3» On rappelle que le volume d’un tétraédre est
donné par : V = —Bh ou B est I'aire d'une base

et h est la hauteur correspondant a cette base.

En calculant de deux facons différentes le vo-
lume du tétraédre OABC, déterminer |'aire du
triangle ABC.

Les points A, B et C ont pour coordonnées

A(-1;2;1), B(1;-6;—1) et C(2;2;2).

1» Montrer que A, B et C ne sont pas alignés et que

1
le vecteur 7 | 1 | est normal au plan (ABC).
-3

2» Donner une équation cartésienne du plan
(ABQC).

3» Déterminer une représentation paramétrique de
la droite (A) orthogonale au plan (ABC') pas-
sant par le point D(0;1; —1).

4» Déterminer les coordonnées du point d'intersec-
tion H de (A) avec le plan (ABC). Quelle est
la distance de D au plan (ABC)?

5» Soit M un point quelconque de (DC). Ainsi il
existe un réel ¢ tel que DM = tDC.
a» Veérifier que la distance AM est minimale

lorsque t = 2
wer=ar
b» En déduire les coordonnées du point Q, pro-
jeté orthogonal de A sur (DC).

On considére :

» les points A(—2;0;2), B(—1;3;0), C(1;—1;2) et
D(0;0;3).

» la droite Dy dont une représentation paramétrique
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Orthogonalité dans I'espace

Exercices
z =1
est Jy =3t avec t € R.
z =345t
» la droite Dy dont une représentation paramétrique
xr =1+43s
est {y =—1—5s avecseR.
z =2-—6s
1» Démontrer que les points A, B et C' ne sont pas
alignés.
1
2» a» Démontrer que le vecteur 77 | 3 | est ortho-
5

gonal au plan (ABC).

b» Justifier qu'une équation cartésienne du plan
(ABC) est x + 3y + 52 -8 =0.

c» En déduire que les points A, B, C et D ne
sont pas coplanaires.

3» a» Justifier que la droite Dy est la hauteur du
tétraédre ABCD issue de D. On admet
que la droite D5 est la hauteur du tétraédre
ABCD issue de C.

b» Démontrer que les droites Dy et Dy sont sé-
cantes et déterminer les coordonnées de leur
point d'intersection.

4» a» Déterminer les coordonnées du projeté or-
thogonal H du point D sur le plan (ABC).

b» Calculer la distance du point D au plan
(ABCQC).
Arrondir le résultat au dixieme.

Vers le supérieur

On relie les centres de chaque face d'un cube
ABCDEFGH pour former un solide IJKLMN
comme sur la figure ci-dessous. Plus précisément,
les points I, J, K, L, M et N sont les centres res-
pectifs des faces carrées ABCD, BCGF, CDHG,
ADHE, ABFE et EFGH (donc les milieux des
diagonales de ces carrés).

N G

B NG

L < ’ § J

D lW

I
A B

Justifier que les droites (IN) et (ML) sont ortho-

gonales.

CV

Dans un plan P, on considére un triangle ABC rec-
tangle en A. Soit d la droite orthogonale au plan P
et passant par le point B. On considére un point D
de cette droite distinct du point B.

Montrer que la droite (AC') est orthogonale au plan
(BAD).

ABCDEF est un octaédre régulier composé de huit faces qui sont

toutes des triangles équilatéraux.

Montrer que la droite (EF') est orthogonale au plan (ABC).
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Orthogonalité dans I'espace

Exercices

Montrer que les arétes opposées d'un tétraédre ré-
gulier sont orthogonales.

(Indication : quatre sommets bien choisis d'un cube
forment un tétraédre régulier...)

Déterminer une équation cartésienne du plan pas-
sant par A(—2;0;1), B(3;1;—1) et C(0;2;3).

Soient A(1;2;3) et B(3;4;5) deux points de I'es-
pace. Le plan médiateur du segment [AB] est le
plan orthogonal a [AB] qui passe par son milieu.

1» Déterminer une équation cartésienne du plan
médiateur de [AB].

2» Démontrer que tout point de ce plan est équi-
distant de A et B.

ARBRE DE COMPETENCES

Suivez les parcours partant du centre. Plus vous vous éloignez, plus les exercices se corsent.
Chaque parcours correspond a une compétence. Les pointillés indiquent une nouvelle compétence qui s'appuie sur la
précédente.
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m Intégration

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1

Pour chaque fonction affine par morceaux f, calculer

I'intégrale I de f sur son intervalle de définition.
A

Exercice 2
Calculer les intégrales suivantes.
I = —-3d Ir= | ———=d
" Jom s dr n f1(3U—1)2 "
“In(t 3
’12=Jﬁdt »Ig=fxe_” dz
1 t 0
2 2 1
» I3 = | 263 dx Iy = f d
’ Jl Yo 19 —2 “
3 e
S5z In(3z)
[, = ———dx » 1= | —=d
! J_3\/$2+3 "o fl €z !
>I5=J—dx >111=f1d.73
0 2x + 3 0
3 1
dt T
Ig= | ——— Iip = —d
"o JOQt+1P " ‘f%x2—4 .

_1 o
IP 113 = f r 3 dx
—2 X
3
Iy = Jx2—3x+4 dz
0
1 2
g 115 = J ze® dx
0
1 t
e
Iig = dt
r 10 Joet +1
Exercice 3

5
A» J 2x dx
2

4 1
B» J-_23 — 533 dx

Exercice 4

gration par parties.

0
>[5 = f re® do
-1

127

» I = J zIn(z) dz
1
62
» I = f In(t) dt
1
1
>3 = J (x +2)e” dx
0
2
>y = f (t —2)e" dt
1

» 17

» 18

» 19

» Iy :f

2

t2—4t+3dt
-1
0

224+22°—1 dz
-3
2 z-1

—d
1222242 .

x—2)e2m2_8“”dx

O~ N

Calculer géométriquement les intégrales suivantes :

—1
C»J —2u—1du

—4

5
D»J —y+3dy
2

PIg

» I1o

Calculer les intégrales suivantes en utilisant I'inté-

2
T
f—1(2+x)3 d
1
J — ze® dx
0

1
f 22 dx
0

J, &

1
J (x+3)e™* dx
-1

dx



Intégration

Exercices

Calculer :

1 1
A» J 3x dz — SJ t dt
—2 —2

1 T 1
1
B»J © dx—&-f dz
e +1 e +1

1 3
C» J (3t% + 2) dt+J (322 4 2) dz
—4

1

Soient f et g deux fonctions définies sur ]0; +oo[ par

1 1 2
f(x) = Inz) et g(z) = In(@)” de courbes respec-
X
tives Cy et Cy.

A

0,5 +

A 2 5

1» Démontrer que C; et C, admettent deux
points d'intersection dont on précisera les co-
ordonnées.

2» Etudier la position relative de Cy et Cy.

3» Déterminer I'aire A en cm? de la partie du plan
délimité par les courbes Cy, C, et les droites
d'équation z = 1 et x = e. L'unité est de
1 cm sur 'axe des abscisses et sur l'axe des
ordonnées.

On pousse un objet de maniére rectiligne sur une
distance de 4m. La force F' nécessaire pour pousser
cet objet, en N, s'exprime en fonction de la distance
parcourue x, exprimée en m.

Dans cet exercice, F' est une fonction affine. Au dé-
part, la force est de 400N pour s'annuler au bout de
4m

1» Exprimer F'(x) en fonction de z.
2» Le travail W, en joules, de cette force est égal
4
a J. F(z) dz. Calculer le travail W de cette
0

force.

Lors d'un voyage de 8 heures, on roule a une vitesse
., 1 .

v, exprimée en km - h™", en fonction du temps ¢,

exprimé en heure. La vitesse v est définie par :

u(t) = —6t(t — 8)

Calculer la vitesse moyenne sur le trajet, c'est-a-dire
la valeur moyenne de v sur [0; 8].

La suite (I,,) est définie pour tout entier naturel n
par :

1
I, = f 1+¢"dt
0

1» Prouver que la suite (I,,) est décroissante.

2» Est-elle convergente 7 Justifier.

1» Déterminer trois réels a, b et ¢ tels que :

402 + Tz + 1
-~ —ar+b+
T+ 2 T+ 2
14,2
4 1
2» En déduire la valeur dej % dz.
0 x+2

On définit une fonction f sur R par :

2€O’O4t

T = T 19

1» Déterminer une primitive de f.

2» Calculer la valeur moyenne u de f sur l'inter-
valle [50;100].

2 2

ze’ dr et J = f z2e® dz.
1

Comparer I = J

1

Maths Tale Spé

128



Exercices
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Je comprends mon cours

Exercice 13

A
1000 -

1

900 1
800 T
700 T+
600 T
500 1
400 T
300 1
200 1
100 T

Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(t) = 980e~*/5 + 20.

1» A l'aide de la représentation graphique de f ci-dessous, donner une estimation de la valeur moyenne 1 de
f sur [0;15]. On pourra s'aider des points I, J, K, L et M.

>

Exercice 14

Calculer :
2 1 ,
A» f 22 dz E» J 2ze® dx
1 0
’ 3 F "2 d
— dt
BP flt dt > fl2t3
104 In(2) R
Cr J — du G» J 3z2e® dz
2 U 0
4 1
D»Js—?)ds H»J (2 —2%)? da
0 -1

2 .3
T
I>J 1 dx
1T +1

2
Jr f (1- 21t)e_t2+t+1 dt
-1

K» et2—1 Loy ar
[z )

2 X
L» —— dx
J_1\/$2 +1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Exercice 15
Calculer :

1
A» J ze” dx
0

B» J x cos(x) dx
0

C»

2» Déterminer la valeur exacte de u puis en donner une valeur approchée a 1072 prés.

F» J 2?In(z) dz

1

1
X
o J e

0
S5x
H
" Jl(?w -9)3 e

4
I»J\/de
1

1
I J z2e® dz
0

129
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1» Soient f:x+— 22 —1letg:x — x+1. Déter-
miner, en unités d'aire, |'aire du domaine dé-
limité par les courbes de f et g, et les droites
verticales d'équations z = —1 et x = 2.

2» Déterminer les valeurs moyennes des fonctions
suivantes sur les intervalles demandés :

x
2+ 3

» fiz— a2 +3
sur [—2;2]

>»g:T —

sur [e; 4]

3» Soit g une fonction continue de valeur

moyenne In(2) sur [1;3]. Calculerf g(x) dx.
1

Démontrer les inégalités suivantes grace a la crois-
sance de |'intégrale.

9
1
a2< | —-=dit<4
J11+\/%

2
b» \/igf\/1+a:3dx<3
1

|
c» 2e*4<f—da:<2
0

e’

Pour tout entier naturel n, on pose :

I, = Jlx”e“’ dz.
0
1» Calculer I.

2» Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
3» En déduire que (I,,) converge.

4» Justifier que, pour tout n € IN,

1
Ingfx”dx
0

5» En déduire la limite de la suite (I,,).

On considére une fonction f définie sur [1;4], de

4
valeur moyenne . = 2. Déterminer f f(z) da.
1

Les questions sont indépendantes.

1» Soient f et g deux fonctions continues telles
1

que j:f(ac) dz — 3 et f o(z) dz = —5.

0

1
Calculer J 2f(x) — g(x) da.
0
2 2 1
2» Calculer J In(z) dz + J t+In (t> dt.

1 1

3» Soit f continue telle que pour tout z € [2;4],

1 1 1 1
Sr— - < < z— -
¥ g Sf@<gr—g

4
Déterminer un encadrement de J f(x) dz.
2

4» Pour tout n € IN, soit f,, une fonction continue
telle que pour tout = € [0;1], e™™ < fu(x) <
1

n
Etudier la convergence de la suite de terme

1
général f fn(x) da.
0

Soient f et g les fonctions définies sur R par f(x) =
e” et g(x) = 2e%/2 — 1.
- 2
1» a» Pour tout réel z, développer (e2 —1)".
b» En déduire la position relative des courbes
Cf et Cg.
2» Calculer, en unité d'aire, 'aire du domaine com-
pris entre les courbes C; et C, et les droites
d'équations respectives x = 0 et x = 1.

On considére la suite (I,,) définie, pour tout entier
1

2
naturel n non nul, par I,, = J z"e” dx.
0

1» Soit ¢ la fonction définie sur R par g(z) =
ze®” . Démontrer que la fonction G définie sur
1 .
R par G(z) = 5 ¢® est une primitive sur R
de la fonction g. En déduire la valeur de I;.
2» A l'aide d'une intégration par parties, démon-
trer que, pour tout entier naturel n supérieur
ouégalal, ona:

1 n+1
Iyio=-e— ——1I,
+2 26 5

3» Calculer I3 et I.
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On considére la suite (I,,) définie pour tout entier
naturel n > 1 par :

I,FJ L
1x+1

1» Prouver que la suite (I,,) est croissante.

2» Est-elle convergente ? Justifier.

Pour tout entier n > 1, on appelle f,, la fonction
définie sur [0; +o0[ par :

fn(x) =1In(1 + 2™)

1
et (I,) la suite de terme général I, = J fn(z) da.
0
1» a» Montrer que, pour tout n > 1,
0<I, <2

b» Etudier le sens de variation de la suite

(In)-

c» En déduire que la suite converge.

2» Soit g la fonction définie sur [0; +-o0[ par :
glx)=In(l+z)—=x

a» Etudier les variations de g sur [0; +o0].

b» En déduire le signe de g sur [0; +o0].

c» Montrer que, pour tout n > 1 et tout
réel z > 0,

In(1+42") <z"

3» Déterminer la limite de la suite (I,).

Pour tout n € IN*, la fonction f, est définie sur
[1;5] par fn(z) = w
la courbe de la fonction f,, dans un repére orthogo-
nal.

Sur le graphique ci-dessous sont représentées les
courbes C,, pour n € {1;2;3;4}.

. Pour n € IN*, on note C,

A

0,5

>
>

I
1 2 3 4 5

1» Conjecturer la limite de I'aire délimitée par C,,
I'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1
et © = 2 lorsque n tend vers +00.

2» a» Montrer que, pour tout n € IN* et pour tout

1 1
vel1:5], 0< 2@ B)
:E'I'L :Cn
b» Montrer que pour tout n € IN*,

5

1 1 1
o dr = 1—
Lz v n—l( 5”1>

c» Démontrer la conjecture de la question 1».
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Objectif Bac

Partie A

On considére la fonction f définie sur R par :

1» a» Déterminer la limite de la fonction f en +co.

b» Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur [0; +c0[.

c» Montrer que I'équation f(x) = 0 admet, sur 'intervalle [0; +o0[, une unique solution «.
2» En remarquant que, pour tout réel z, f(—z) = f(x), justifier que I'équation f(z) = 0 admet exactement

deux solutions dans R et qu'elles sont opposées.
Partie B
Les serres en forme de tunnel sont fréquemment utilisées pour la culture des plantes fragiles; elles limitent
les effets des intempéries ou des variations de température. Elles sont construites a partir de plusieurs arceaux
métalliques identiques qui sont ancrés au sol et supportent une bache en plastique.

Jnainey

1 3

Le plan est rapporté a un repére orthonormé d’unité 1 métre. La fonction f et le réel o sont définis dans la partie

A. Dans la suite de I'exercice, on modélise un arceau de serre par la courbe C de la fonction f sur l'intervalle

[—a; a]. On a représenté ci-dessous la courbe C sur I'intervalle [—a; .

On admettra que la courbe C admet |'axe des ordonnées pour axe de symétrie.

1» Calculer la hauteur d'un arceau.

2» Dans cette question, on se propose de calculer la valeur exacte de la longueur C sur I'intervalle [0;a]. On
admet que cette longueur est donnée, en métre, par :

I :J V1+ f'(z)? de
0
a» Montrer que pour tout réel z,
1
1+ fl(z)* = z(ez +e77)?

b» En déduire la valeur de I'intégrale I en fonction de a.

c» Justifier que la longueur d’un arceau, en métre, est égale 3 e* —e™ .
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Soit f une fonction définie sur I'intervalle [0; 1], continue et positive sur cet intervalle. Soit a €]0; 1[. On note :
» C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal,

» A; l'aire du domaine plan entre la courbe de f, I'axe des abscisses et les droites d'équations z = 0 et
x=a,

» A, I'aire du domaine plan entre la courbe de f, I'axe des abscisses et les droites d'équations = a et
r=1,

C

>
>

0 a 1

Le but de cet exercice est de déterminer, pour différentes fonctions f, une valeur du réel a telle que la condition
(E) : « les aires A; et Ay son égales » est vérifiee. On admet |'existence d'un tel réel a pour chacune des
fonctions considérées.

Partie A : Etude de quelques exemples

1» Vérifier que dans les cas suivants, la condition (F) est remplie pour un unique réel a, et déterminer sa valeur.

a» f est une fonction constante strictement positive,
b» f est définie sur [0;1] par f(z) = z,
2» a» A l'aide d'intégrales, exprimer, en unités d'aire, A; et As,.
b» On note F' une primitive de f sur l'intervalle [0;1].
F(0)+ F(1)

Démontrer que si a satisfait la condition (E), alors F'(a) = 5

c» La réciproque est-elle vraie?
3» Dans cette question, on envisage deux autres fonctions particuliéres.
a» La fonction f définie sur [0; 1] par f(x) = e®. Vérifier que la condition (E) est remplie pour un unique
réel a et donner sa valeur.

. . 2
b» La fonction f définie sur [0;1] par f(z) = 5. Vérifier que a = E convient.

1
(x+2)
Partie B : Utilisation d'une suite pour déterminer une valeur approchée de a
Dans cette partie, f : x> 4 — 322

3

1» Démontrer que si a est un réel satisfaisant la condition (FE), alors a est solution de |'équation = = = +

3
2» On considére la fonction g : © — — + — et la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout n €

4 8
Up4+1 = g(un)
a» Calculer uy.

3
-
N,

b» Démontrer que g est croissante sur [0; 1].
c» Démontrer par récurrence que pour tout n € IN, 0 < uy, < Upyq < 1.

d» Prouver que la suite (u,) est convergente. A I'aide d'opérations sur les limites, prouver que la limite est
a.

e» On admet que 0 < a — u3p < 1072, Donner une valeur approchée de a a 1078 prés.
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Les deux parties sont indépendantes.

Partie |
Pour tout n € IN*, on définit f,, :  — 2™e” sur [0;1]. 4» On considére la fonction mystere écrite dans le
On note C,, sa courbe représentative dans un repére langage Python :
orthogonal. Soit (I,,) la suite définie pour tout n € IN*
1
par 1, :J 2" d. 1 def mystere(n):
0 2 a =1
1»  a» Soit F} : © — (xz — 1)e® définie sur [0;1]. 3 L = [al
Vérifier que F| est une primitive de fi. a for i in range(l,n):
b» Calculer I;. 5 a=e- {1+ Dx*a
A 1L ) . . . 1y
2» A l'aide d'une intégration par parties, montrer ErgelE)
7 return L

que pour tout n € IN*,

I,i1=e—(n+1)] R
nr ( Mo A I'aide des questions précédentes, expliquer ce
3» Calculer I5. que renvoie |'appel mystere(5).

Partie Il

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté les courbes Cq, Cs, C3, C19, Ca0, C3p.

A

2,51

1,5¢

Y

of 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1» a» Donner une interprétation graphique de I,,.

b» Quelle conjecture peut-on émettre sur la limite de la suite (1) ?
1
2» Montrer que pour tout n € IN*, 0 < [, < eJ " dz.
0
3» En déduire lim I,,.

n—-+00
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Vers le supérieur

Exercice 29

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

n+1
[

n T

1» Démontrer que, pour tout entier naturel n non

nul,
L <In<l
n+1 n

2» La suite (I,,) est-elle convergente? Si oui,
quelle est sa limite ?

3» Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

S
n=2T573 n

Montrer que la suite (u,,) diverge.

Exercice 30

Soit f une fonction continue sur R et périodique de
période T' > 0. Cela signifie que, pour tout z € R,

fla+T) = f(x)

1» On considére la fonction ¢ définie sur R par :

a» Démontrer que £ est dérivable sur R et dé-
montrer que, pour tout réel a, ¢'(a) = 0.

b» Que peut-on en déduire pour £7?
2» Justifier alors que :

fa+Tf(x) dz = fjf(x) dz

a

Exercice 31

Exercice 32

1

1» Calculer Iy.

In+1 =

3
1» Calculerf f(z) dz
0

2

e
2

f(2) = (5 — 2)e>

Pour tout entier naturel n, on pose :

€
I, = f zln(z)" da

n+1
2

L,

Soit f la fonction définie sur [0; 3] telle que :

2» En déduire la valeur moyenne de f sur [0; 3].

2» A l'aide d'une intégration par parties, démon-
trer que pour tout entier naturel n,
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Corrections

Corrections

Les corrections ne sont pas toujours rédigées dans les moindres détails. Pour plus d'explications, consultez une source

extérieure.

Correction de l'ex 1

A

N

Correction de l'ex 2

2
,5 1
0.5
5
1 |-
T Ll
-3 —2 1 1 3
—-0,5
A
1
1
1 1 1 1 1
-
, } ! ! ! >
-3 —2 -1 1 3
—0,5

L'intégrale d'une fonction positive correspond a l'aire sous sa courbe en unités d'aire. Le plus simple est de
compter la surface en carreau, mais attention ! il faut ensuite la convertir en unité d'aire en regardant combien
de carreaux il y a dans une unité d'aire. Deux méthodes pour compter les carreaux :
formes élémentaires (rectangles et triangles) (en vert), ou compter directement les carreaux (en comptant les
triangles comme des demi-rectangles) (en rouge). On peut varier la premiére méthode en comptant trop de
surface et en soustrayant ce qu'on a compté en trop !
Rappel : aire d'un triangle = base x hauteur +2.

découper la surface en

v

Ainsi, I'aire sous la premiére courbe mesure 8,5 carreaux, or a en croire les graduations, une unité d'aire contient
2 carreaux, autrement dit 1 u.a = 2 carr., donc 8,5 carr. = 4,25 u.a., donc l'intégrale vaut 4, 25.
Pour la seconde, 1 u.a. = 1 carr., donc l'intégrale vaut 18.
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2 2 .10 (2 2 2
e Jaraee o] = (5) - (3) -3

3 3
5 20 «—
Iy = ———dz = 5x—d$:[5\/$2+3]
* J_3\/$2+3 f_s 2Vx2 + 3 — 2y

(5v3 +3) = (5v/(=3)7 +3) =5V12 - 5v12 =0

3
-3

3 3
5 2<—u/ 3
Li=| —=do=|5x oo do=[5v20+3
5 f0\/2x+3 v JO RT3 o [5v2e + 3],
= (5v2%x3+3) - (5v/2x 0+3) =5V9 —5V3=15-5V3

Bdt_f_
o2t+1)2

2 2 2
1 1 3 - 1
dr=| s x 0————dz=|-In(3z -2
v 113X3x—2<—u>0 v [3 n(3a )]1

%ln(3 X 2— 2)) - (; In(3x1— 2)) = %ln(él) — %ln(l) = %ln(él)

) f L ) do - [m(:ﬁ;)?]j _ <1n(?2>e)2) - (ln(3)2)
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= (—;m(z; — 12)) — (—;ln(él— (—1)2)) = —%111(3) + %111(3) =0

g -1 -1 1w _
113:f x de:f 1—§dx:J 1—3><7dx:[a:—3ln(—x)]7;

—92 x _9 —X «— u>0

— (=1 —-3In(1)) — (=2 — 31In(2)) = 1 + 31n(2)

1'3 CU2 3
2> —3x+4de == —-3=— +4x

3 72 .
33 32 03 02 27 15

= (In(e" + 1)) — (In(e” + 1)) = In(e + 1) = In(2) = In (6 ha 1)

2
2 3 2
117_J t24t+3dt=[2t2+3t]
~1 3 —1
23 (—1)3 8 1 2 16
=% —2x2? 2 — —2x(=1)? “D)=(==-2)=-(-=2-5)]=2+—=
<3 X +3><) ( 3 X (1) 4+ 3 x( )> (3 ) (3 5> 313 6
0 4 3 0
2
Ilgzj 3 + 222 1dx=[$+xac]
4 473 L,
0* 2x0° (=3)*  2x(-3)3 81 81 21
- (= —0) - —(=3)) =0 (= -1843)=—=+15=-="
<4:+ 3 > < 1 T3 ( )> < +> 1 1
; f -1 JZlX 2 —2 4 L (2 — 2+ 9) 2
= == dz =] = = | Zn(z2 —
W) 22 22 T 27 2 2 12 o L |2 T )
= 11(22 2x2+2) 11(12 2x1+2) —11(2) 11(1)—11(2)
A 2 " B R T
2 2 21 2 1,0 s’
Igozf(x—Z)e% —8e dac:ffx(4x—8)><e2”” —8z dx—[e% _8””]
0 04 ! e 4 0
1 1 1 1 1
_ <4e2><228x2> _ <4e2><028><0) _ Zefs _ Ze0 _ Z(eis —1)
(*) : Car A = —4 < 0 et le coefficient dominant est 1 > 0.
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Correction de I'ex 3

A

10

v

A A
,,,,,,,,,,,,, 7
<-4
TS
‘ ' 9 ula.
\4 2
| 1 6 |
! ; 6 u.a. l 11
—2 4 g

-1
J —2u—1du =12

4 1
J 3——-xdx=15
2 L

Méthode : on découpe la surface sous la courbe en formes élé-

—y+3dy=-1,5

Correction de l'ex 4

1

0

u

mentaires (triangles, rectangles). Pour une fonction positive, |'aire
en unités d'aire correspond a I'intégrale. Attention, pour la partie
négative d'une fonction, |'aire est comptée négativement.
Remarque : les schémas ne sont pas a I'échelle, et il n’est pas utile
de s’en soucier : on donne juste I'allure de la fonction affine, et on
indique les données clés. Il n'y a pas besoin de plus pour calculer
les aires correspondantes.

(e*In(e®)) — (1In(1)) — f 1dt = 2e* — [t]iz =2 — () +(1)=€*+1

N

1

v

1 1
(x+2)xe$da:—[(:n+2)><e“’] —flxezdx
v’ 0

’
u O'lL v

= (3e) — (2¢") — [ew]é =3e—2—(e)+ (") =2e—1
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1 1 1
Ig=fm2xexdx=[x2><e”] —Jmee””dm

o v’ 0 o v

1 1 1
—(e)—(O)—J2xxewdx—e—([2xxew] —f2><eldm>
0@ b a b 0 0a’ b

=e—<26—0—[2e$](1)) =e—2+ (2e—2¢") =e—2
e—1

e—1 1 1 e—1 1
Ing X ——=dr=|zx|— —f 1 x |- dx
o v (x+4+1)2 u z+1 0 W z+1

v’ v 0 v

1 1
=—1+-+(n(e)—In(1)=-1+-+1= =~
+ =+ (In(e) ~In(1)) totl=2

Lo = f_l(x L3y xe " do = [(x 13) <_e—ﬂf)]1_1 - fl 1 x (o) da

’ ’
u v u v —1v v

1
= (—4671) — (—2e1) + jilefm dz = —4e™! 4 2e + [—e*“”]l_l

= —de”! + 2+ (—e_l) - (—el) =3e—5e !t =3¢~ g
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Correction de I'ex 5

On rappelle que la variable d'intégration est muette. L'utilisation de la linéarité de I'intégrale est signalée par le
c
symbole = :

1 1 1 1 1 1
A»f 333d9r:—3J- tdt=f 3xdac—3f xdxéf 3x—3xda@=J- 0de=0(1-(-1))=0.
—2 —2 -2 -2 —2 —2

1 1 1 1
B»J ¢ da:—l—f dxéje+ dxzfldle(l—O):l.
0e” +1 oe® +1 oe® +1 0

1 3 1 3
C» f (3t2+2) dt+f (322+2) da =J (322+2) dz+J 3(322+2) dx @J 302+2dz = [¢° + 22]°, =
—4 1 —4

4
—4 1
(33 —2x3) — ((—4)* + 2 x (—4)) = —51.
(*) : d’aprés la relation de Chasles
Correction de I'ex 6
. : , ) e v In(x)
1» Les courbes Cy et C, s'intersectent aux points dont I'abscisse x vérifie f(z) = g(x), c'est-a-dire =
In(z)?

, soit In(z)? — In(x) = 0, autrement dit In(z)[In(z) — 1] = 0. C'est une équation produit nul, elle est
vérifiée si, et seulement si In(z) = 0 ou In(xz) — 1 = 0, c'est-a-dire z = 1 ou = = e. Les coordonnées des
points d'intersection sont donc (1;0) et (e;1/e).

2» Soit & > 0. Séparons trois cas :

e Siz <1 :alorsIn(z) < In(1) = 0 (par stricte croissance de In), or In(x)? > 0 donc In(z) < In(z)?, donc
f(z) < g(x) en divisant par x > 0.

e Six > e :alors In(x) > In(e) = 1 (par stricte croissance de In), donc In(z) x In(z) > 1 x In(x) car en
particulier, In(z) > 0. Autrement dit, In(z)? > In(x), puis g(x) > f(z) en divisant par z > 0.

e Sil<uz<e:alorsIn(l) <In(z) < In(e) par stricte croissance de In, soit 0 < In(z) < 1. On multiplie
la second inégalité par In(z) > 0 pour obtenir In(x)? < In(z), puis g(z) < f(x) en divisant par = > 0.

Conclusion : la courbe de f est en-dessous de celle de g sauf entre 1 et e.
e
3» Entre 1 et 2, d'aprés la question précédente, g < f, donc on calcule J f(z) — g(x) dz, c'est-a-dire
1

°1 1 2 1 In(z)?
J M — M da = f M dx —J M dx par linéarité. Ce deux intégrales se calculent de la

T T L . @
“In(z)*

mé&me maniére; pour aller plus loin, montrons une formule générale. Calculons J da pour tout k

1 X
€
1
entier naturel non nul. Une réécriture sous la forme J — x In(x)* dz permet de voir la formule de primitive
1$, uk
u
. In(z) 17 In(e)**'  In(1)F*! 1
suelle w/u*. Ainsi, on a = — = )
HsHeie - At on [k+1 L k41 k+1  k+1
(e 1 1 1 1 1,
Ainsi, | f(z) — g(z) da = 373 ¢ donc A = g ua =g cm”car I'unité de longueur de chaque axe
1

est le centimétre.

Correction de l'ex 7

1» Comme F est une fonction affine, elle est de la forme F(x) = ax + b. D’aprés I'énoncé, au départ (z = 0),
la force est de 400N, donc F'(0) = 400, ce qui donne b = 400. De plus, elle s'annule au bout de 4m, donc
F(4) =0, soit a x 4+ 400 = 0, d'ou 46 = —400 et a = —100. On en déduit que : F'(x) = —100z + 400.
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2»

4 4
W= J F(z) do = J — 100z + 400 da = [~5022 + 400z ]
0 0

= (=50 x 42 4 400 x 4) — (=50 x 0? + 400 x 0) = —800 + 1600 — 0 = 800 J

Correction de I'ex 8

La vitesse moyenne est la valeur moyenne de v sur [0; 8].

[~26% + 24¢%]) = --- = 64 km/h

| =

1 8
—f — 6t 4+ 48¢ dt =
8—0J,

Correction de I'ex 9
1» Pour tout entier naturel n et pour tout ¢ € [0;1] :

1 1 1
(1+1t") dt:ft"“—t” dt:ft"(t—l) dt
0 0

1
L1 — 1, :f (1 -+t dt—J

0 0

Or, pour tout ¢t € [0;1], t" = 0 et t — 1 < 0, donc par produit t"(t — 1) < 0. Par positivité de I'intégrale*,
1

on en déduit que J t"(t —1) dt <0, soit I,,11 — I,, < 0. La suite (I,,) est donc décroissante.
0

2» Pour tout t € [0;1], 1 +¢™ > 0, donc par positivité de I'intégrale, I, = 0. La suite (I,,) est décroissante et
minorée par 0, donc d’aprés le théoréme de la limite monotone, (I,,) converge.

Remarque : On aurait pu faire tout I'exercice en calculant directement I,, et ainsi avoir une expression explicite
n+1

1
1 1
] = (1 + > —0)=1+ e La décroissance et la convergence sont
n

de la suite : I,, = [t + =
" [ 0 n+1

n+1
alors immédiates.

Correction de I'ex 10

1» Pour tout z € [0;1],
pa € (az +b)(z+2)+c ar®+2ar+br+2b+c ar®+ (2a+b)x + (2b+c)
axr = = =
T+ 2 T+ 2 T+ 2 T+ 2
: : da® + e +1 e
Or cette expression doit étre égale a % donc par identification il suffit que :
x
a=4 a=4 a=4 a=4
20 +b=17 soit 8+b=7 ou encore b=-1 c'est-a-dire b=-1
2b+c=1 20+c=1 2(-1) +c=1 c=3
4 + T + 1 3
On a donc pour tout z € [0;1], e e S + —.
T+ 2 T+ 2

*. Techniquement on devrait dire par « négativité » de l'intégrale, mais ¢a ne se dit pas. Si I'on voulait faire dans I'excés de zéle, on
devrait plutét calculer I, — I, 41 qui donne une intégrale positive, et conclure que I, = I),41.
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2» D’aprés la question précédente,

422 +7:13+1 1w 9 1
fo v 12 :f x‘”“mdw:[% —o sl ),
=(2x1*=1+3In(1+2)) — (2x0°—0+3In(0+2))

=(1+3In(3)) — (3In(2)) =1+ 3In (2)

Correction de l'ex 11

2 07 O4e0,04t 0’ 0460’O4t — o

b Pourtout £€ R, J(1) = G757 > oot 19 ~ 70 % 008 1 19— o

donc F : t — 501In(e®%% + 19) est
une primitive de f sur R.

2» En utilisant la primitive fraichement trouvée, la valeur moyenne de f sur [50;100] est :

1 100 1 100 100
_— t 50 In(e®%* 4+ 19 In(e”% + 19
100 50 ) 5, () 4 = 5 [50I(* +19) |5 = [In(e® +19) |5
0,04x100 0,04x50 4 2 et +19
= (In(e” +19)) — (In(e” +19)) =1In(e* +19) —In(e” +19) = In 210

Correction de I'ex 12

2 2 2 2

Par linéarité de I'intégrale, J — I = J r%e” do — J xe® dz = J (% — z)e” doz = f z(x—1)e” da.
1 1 1 170 >0 >0

L'intégrande étant positive comme produit de trois réels positifs, par positivité de |'intégrale, on en déduit que

2
Jx(m—l) dz >0, soit J—1>0,doncI<J.
1

Correction de I'ex 13

15

1» On applique la méthode des trapézes pour trouver que f f(z) dx ~ 4 900.
0
A

1000 +

I

900 +
800 +
700 +
600 +
500 +
400 A
300 +
200
100

>

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
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2» La valeur moyenne de f entre 0 et 15 est :
1 15 d 1 15 /5 d 1 /5 15
Hdt = —| 9805 +20dt = — [980 —5)e" 20t]
15 o), 7® 15[0 ¢ 5 | 980 ¢ (=9)e 7 + 20t

[(980 x (=5)e /5 4+ 20 x 15) — (980 x (=5)e~ > + 20 x 0)]

15
=5200 — 4900e 3 ~ 4 956, 04

Correction de I'ex 14
2 372 3 3
A=Jx2dx:[x]=<2)(l):81:7
1 31 3 3 3 3 3
t 34 14 81 1 80
B=| dt= Sy () =22
L [4]1 <4> <4) 4 4 4 0

- le du = le du = [In(w)]2° = In(10) - In(2) = In (120) ~ In(5)

u

v [ [f5] (5) - (45) -

1 2 1 2 21 12 02
E=1 2ze® do=| 22 x¢€” dx:[ew] =e —e =e—1
0

o U 0

t21° 1]° 1 1 11 1
—dt=|tPdt=|—<| =|-55| =(-5)-|-=3)=5-—"55=5(1-¢?
L R e e R ) R e B R =R (U
In(2) In(2) N
G= 322" dz = 32% x e dx = [e ]1 @ _ ey’ o0° — n(2? _
0 o v e 0
! ! 1 (2—22)*]" (2 —a22)4]"
H = x(?—x2)3dx:f — o x(=2)x 2= dx = |—-= - |-
—1 1 w ud 4 1 8 4

2 .3 2 3
T 1 4x° — o/ 1
I= de=| >x —————dz=|-In(z*+1
J1$4+1 v J4xx4+1<_u>0 v [4 n(e” + )]1

1 1 1 1 17
In(2% 4+ 1) —In(1* +1) In(17) = = In(2) = = 1In | —
(411 + > <4 + ) 4n(7) 4n() 411(2)

2 2
_ . ot =

u’
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_ (e—22+2+1) _ (e—(—1)2+(—1)+1) P

i e [0 (28) (052

u

= (-4 — 1)

20 — W/

sz \/57 J—lmdx=[ $2+1]:=< 241) - (V=12 +1)
VRN

Correction de I'ex 15

1 (Commentaire pour la T) Une technique fréquente : I'intégration par parties nous fait retomber sur l'intégrale
de base. Cela exhibe une équation élémentaire vérifiée par 'intégrale, qu'il suffit alors de résoudre pour conclure.

1 1 1
A:Jxxe””dx:[a@xex] —J 1xemdx:e—O—[em](l):e—(e—eO):l

ou v’ 0“/ v

B = fﬂx x cos(z) do = [55 x Sin(m)]: - f ! 1 x sin(z) dz = (7sin(m)) — (0) — [~ cos(x)];

oY v’ v o v

=0+ cos(m) —cos(0) = —-1—-1=-2

C = J10(2t +1)xe tdt = [(215 +1) x (e‘f)]10 - foz x (—e7") dt
v w 0

0 u v
10

— (—21e719) — (—1¢°) —f 2e~" dt = —21e 710 41— [—2¢71]"
0

=217 +1— (2710 +2°) = —19e710 — 1

m/2 /2 /2
D= f 2z x cos(z) dox = [205 X sin(x)] ff 2 x sin(x) dz

’
—on U v’ v —27 —27rt v

— (2 x gsm (g)) — (—4msin(—2m)) — [-2 COS(l")]i/;w

=ﬂ70+(2005(g))7(2cos(f27r))=7r+072=7r72

E:f%xln(x)dx: (—1>><1n j( ) — dz
1 u T 1

(8) e [t [ 2 ()1

*. On pouvait le voir sans aucun calcul : I'intégrande est impaire, donc symétrique par rapport a I'origine. Or on intégre sur un intervalle
symétrique par rapport a 0, donc la surface sous la courbe a gauche et a droite de 0 ont la méme aire, mais sont comptées de maniére
opposées ; ainsi, elles se compensent exactement.
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5w 1

! 1 1 ! 1
G= - dz= = ix () a
J(ﬂfx(5x+3)3 v 5X( 10(5x+3)> Jou/x< 10(5x+3)2) .

10><82)_ f
:_61110 (400) (

H JO hx X 1 d bx X 1 fo 5 x ! d
= T X ———=dr = |5z ———— — - | dx
1 u (31’ — 9)3 u 6(313 — 9)2 _1u’ 6(350 — 9)2

v’ v -1 v
-5 0 5 3w 5 5 0
©0) <6(12)2> * f_118 “Bro97 —w T Rea " [ 18(3359)]1

% * <18(—59)) - (18(—512)> - %

4 4 4 1
IT—Jﬁdm—flxﬁdx—[xxﬁ] —Jxx—
1 1U/ v 1

u v

BT S SR N
5x+3) 7 7640 50(52 + 3) |,

1
50

1
5) 9600

10! 1
=4\/1—1\/T—§f\/§d3:=7—§[
1

2 14
donc I =2 x7=22
onc 3>( 3

1 1 1
J;2xezdx:[m2xem] —f?xxezdx:e—O—QA:e—l

—1/3 u v u _
/ -1/3 v

i 6 6)
+ | 5€ =ze—5+lz¢e] = 1|3
[3 s 3 3 \3 3

v

4 1 0 4 5
= _[5x Z¢0 3+l qt = 2o 2
36) ( X 3e ) +J_1/3e 36 3

0 0 o
1 1
K= J (4 —3t) x 3 dt = (4 —3t) x e3ttl _J 3 w3t gt
' 3 s w3
5
3

L— Jﬂ (32 — 2) x sin(x) dz — [(335 C o) x (- cos(x))]: _ fﬁ 3 x (- cos(x)) da

- u v’ u v -7 v
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T

= (=37 —2)cos(m)) — (= (=37 — 2) cos(—m)) — ‘[ — 3cos(z) dz

—T

= (3 —2) — (=37 —2) + [3sin(z)]", =67 + 0 = 67

M = f (2 — 22 + 1) x sin(3z) dz

0 u v

_ l(mZ ~241) (—;)CZS(?W))]: —J:(qu— 2) x (_;)Cj/s(:f,x)) dz
(—(”_12 )) - (—:15(1)) - <[(2w—2) (-ém(g@)]: - 122 (-ém(g@) dx)
(r—1

2
3
%)2“ - (o —0- [2,27 cos(3m)]ﬂ) = # + (227(—1) - 227(1))

0
w2 —2r+2 4

1

1 1
N = J 22(8x + 2)? dx = f 2x(642% + 322 + 4) do = f 1282° + 642° + 8z dx
—1 —1 —1

a3 ! 4 4 12
—[32x4+6; +4x2] —(32+6+4)—(32—6+4)—8
—1

3 3 3

Correction de I'ex 16

1» Pourtout z € [—1;2], g(z) — f(z) = (x+1)— (2?2 —1) = —22 +x+2. C'est un trindme du second degré, son
-1-3 -1+3
discriminant est A = 12 —4 x (—1) x 2 = 9 > 0. Ses racines sont x; = 5 = 2etxy = —; =—1

Son coefficient dominant est —1 < 0. Ainsi, ce trinbme est positif entre ses racines et négatif ailleurs. En
particulier, ce qui signifie que C, est au-dessus de C; sur [—1;2]. De 3,

et donc A =4,5 u.a.

2» Notons ¢ et pi4 les valeurs moyennes de f et g respectivement.

e [ rtera = [ va] S (Znen) - (C2 e aen)) -

4

@5

1 (* 11 27 — o' 1|1
- | -2 _dz= Zx " dx = Zn(z?
K 4—efex2+3 . 4—€JEQX$2+3<—u>O v 4—6[2 n( +3)L
~ In(19) — In(e? + 3) L ( 19 >

1
e [In(4% + 3) — In(e* + 3)] = o) =309\ @3
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Correction de I'ex 17

a» Pour tout t € [1;9],

donc

c'est-a-dire

donc
donc
donc

c'est-a-dire

b» Pour tout z € [1;2],

donc
c'est-a-dire

donc

donc
donc

c'est-a-dire

c» Pour tout x € [0;2],

1o 10?
3» Par définition, la valeur moyenne p de g sur [1;3] est donnée par pu = 3-1), g(x) dz = fj g(x) dz.

3

1
Comme I'énoncé précise que = In(2), on a §j g(x) dz = In(2) donc j g(x) dz = 2In(2) = In(4).
1

1

1<t<9
1+V1<1+Vt<14V4 par croissance de t — 1 + /t
2<1+Vt<3
11 1 decro ot L
o= = - ar décroissance de ¢t — —
27144t 3 P ¢
o1 21 21
det>f dt}ffdt par croissance de l'intégrale
12 11+t 13
1 | 1
-9-1)= dt > -(9-1
2 ) 11+t 501

9

1 8

4> dt > -

J11+\/z 3
1<zx<2
1+13<1+23<1+4+28 par croissance de z — 1 + 23
2<1+2°<9
V2</14+23<v/9=3 par croissance de t — v/t

2 2 2
J V2 dz < J V1423 de < J 3dz par croissance de l'intégrale
1 1 1
2
V2(2-1) <J V1423 de<3(2-1)
1
2
\/§<J V1+a3de <3
1

0<z <2

donc 1% <2? <2? par croissance de la fonction carré sur [0; +oo[
C'est-a-dire 1 <2%<4
2 . I .

donc el <e® <et par croissance de |'exponentielle

1 1 1 L. -
donc — > —5 = — par décroissance de l'inverse

1 ex2 et

e
21 21 21
donc J — dz > f — dz > J — dx par croissance de |'intégrale
e e et

1 ’1
donc —(2-0) > e?dx>e (2-0)

Maths Tale Spé

148



Corrections Intégration

2
1
cest-a-dire 2> 27! > J — da =27

Correction de I'ex 18

1 1
I» Iy = J 2% dx = J e ¥dx = [76795](1) = (fefl) — (7670) =—elty1=1- é.
0 0

2» Pour tout entier naturel n et pour tout z € [0;1] :

1 1 1 1
Ingi—1I, = J " e™® dx f‘[ e dz = J (z"t —2™)e ™ da = J 2"(z —1)e " dz
0 0 0 0

Or, pour tout = € [0;1], on a 2™ > 0, e > 0 et x —1 < 0. L'intégrande est donc négative, donc par
1

positivité* de |'intégrale, f 2™(x—1)e™ dx <0, soit I,,11 — I, <0, autrement dit [, 1 < I, donc (I,)
0
est décroissante.
3» Pour tout z € [0;1], 2™ = 0 et e=® > 0, donc z"e~* = 0. Par positivité de I'intégrale, I,, > 0, autrement
dit (I,,) est minorée par 0. Etant décroissante d'aprés la question précédente, on conclut & sa convergence
grace au théoreme de la limite monotone.

4» Pour tout € [0; 1] et pour tout n entier naturel, —z < 0 donc par croissance de I'exponentielle, e=% < e,

c'est-a-dire e=® < 1. En multipliant par 2™ > 0, on obtient z"e™® < x™. Par croissance de l'intégrale,
1

1 1
J z"e” " dx < J " dz, c'est-a-dire I,, < J z™ dx.
0 0 0

1 xn+1 1 1n+1 1
5» Pour tout n € N, J " dx = =——)—-(0) = . Or I,, = 0 d’aprés une précédente
0 n+1], n+1 n+1

question, donc pour toutn e IN, 0 < [, < el Comme lim 0= lim = 0, d'aprés le théoreme
n

n—+400 n—+oon + 1
des gendarmes, lim I, = 0.
n—+0o0

Correction de I'ex 19

, I 1!
La valeur moyenne p de f sur [1;4] est définie par p = ﬁJ f(z) dz = gf f(z) dz. Or p = 2, donc
-1 1

1 4
gflf(x) dz = 2, donc Jlf(m) dzr=2x3=6.

Correction de I'ex 20
1» Par linéarité de l'intégrale, on a :
1

f2f(m)—g(m)dx=2f f(z) dm—J.g(x)dx=2><3—(—5)=6+5=11.
0 0

0

2» Par linéarité de l'intégrale, la variable d'intégration étant muette :
2 2 2 2 2712 2 2
1 2 1 1 3
Jl In(x) d:v—&-flx—i-ln (x) de = fl In(z)+z—In(z) dz = J-lx dz = [2]1 = (2)—<2> = 2—5 =3

x. Techniquement on devrait dire par « négativité » de I'intégrale, mais ¢a ne se dit pas. Si I'on voulait faire dans I'excés de zéle, on
devrait plutét calculer I, — I, 41 qui donne une intégrale positive, et conclure que I, = Ip,41.
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1 11 11 *
3» Pour tout z € [2;4], x—f < f(z) < —x— —. Par croissance de I'intégrale, J ix—fdxéj f(z) de <

2" 1 2 )
4 2 4 2
1 1 1 2 2
Jzix 1 dx. Calculons I'intégrale de gauche : [:1 — 2xL ( - > (4 - 2> = 2. Calculons
2 1]t /a2 4 22 2\ 5 5
I'intégrale de droite : [Z — 4x]2 = <4 — 4) — (4 — 4> 5 Finalement, 2 < f f(z) dz < 3
1
4» Pour tout z € [0; 1], pour tout n entier naturel non nul, e™™ < f,,(x) < —. Par croissance de I'intégrale, on
n
obtient :
1 1 1q 1 1
J e da <J (@) dng L4z donc e(1-0) <f ful@) dz < S(1-0)
0 0 om 0 n
_ 1 . _ .1 R L
etdonce™ < | fu(z)dx < —.0Or, lim e™ = lim — = 0. D'aprés le théoréme des gendarmes, la
n n—-+ao0 n—+w n

suite de terme général f fn(x) da converge et sa limite est 0.
0

Correction de I'ex 21

1» a» Pour tout réel z :

(em/Q _ 1)2 - (e“ﬁ/z’)2 —06"/2 41 = 2XE/2 _9at/2 L] = " —2e%/2 41,

b» Pourtout z € R, f(z)—g(x) = e*— (Qe”C/2 -1) = e® —2e%/? 41 = (e“c/2 — 1)2 > 0, donc f(z) = g(x).
Par conséquent, Cy est toujours au-dessus de C, sur R.

2» Puisque Cy est au-dessus de C, sur [0;1], I'aire A se calcule comme :

1 1
/2 + x:l _ [ex _ 4690/2 + .T]
0 0

:<el—4e%+1)—(eo—4e0+0) =e—4e'? +4

1
J-f dx—fe—Qex/Q—i-ldx—[e —2><—

0

2

donc A = (e — 4e'/? +4) u.a

Correction de I'ex 22

1
1» Pour tout x réel, G'(x) = g % 26" = e = g(x), donc G est bien une primitive de g sur R. De I3,

1 1

1 2 1 42 1 42 1 1 1
I = Lo qp = | =e®| = (2e” ) = (2e” ) = Ze— = = Z(e—1).
1 foxe x [26 ]O (26 5¢ 5¢ 7 5 2(6 )

1 1 1
1 1
Into = f "2 dg = f " x xef”2 dz = lm"“ X ezzl —f (n+1)a™ x ieﬁ dz
0

1
= (1”+1 x ;elz> —(0) — n—2|- 1J a"e” dz = 1e— nx 1In
0

3» En appliquant la formule de récurrence établie a la question précédente :
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1 1+1 1 1 1 1 1
e Pourm=1:13=-e— i L=—-e-L1=—-e—|ze—= | ==
2 2 2 2 2 2 2
1 3+1 1 1 1 1
o Pourn=3:15=-e— i Is=—-e—2l3=-e—2x |- | =-e—1
2 2 2 2 2 2
Correction de I'ex 23
n+1 T n T
1» Pour tout n € IN*, d'aprés la relation de Chasles, 1,41 — I, = J dz —f dr =
1 x+1 1x+1

n+1
T T
J dz. Or pour tout z € [n;n+ 1], onaxz > 0 et z+ 1 > 0, de sorte que > 0. Par
n T+1 z+1
n+1 T
positivité de l'intégrale, J 211 dz = 0. Ainsi, I,,+1 — I,, = 0, donc I,,41 = I, donc (I,,) est crois-
T

n
sante.

2» Pour tout n € IN¥,

"r+l1-1 " 1w
In=f Ldf‘:f 1-——" dz=[r—In(z+1)]"

1 z+1 1 T+ 1 < u>0
=n—Inn+1)—(1-In(1+1)=n—-Inn+1)—1+1In(2)
(41l —ln(n+1)—2+W() = (n+1) <1h1£":11))1+1n(2)

. . In(n+1 i .
Par croissances comparées, lim ¥ = 0, donc par somme et produit, lim I, = +o0.
n—o+w n 4+ 1 n—+00

Correction de I'ex 24

1» a» Pour tout = € [0;1], on a 0 < z™ < 1, d'ou par croissance de In, In(1) < In(1 + 2™) < In(1 + 1)
1

1 1
donc 0 < f,(z) < In(2). Par croissance de I'intégrale, J 0 dz < f fulz) do < J In(2) dz, donc
0 0

0
0<1I, <In(2)(1 —0) c'est-a-dire 0 < I, < In(2). Or In(2) ~ 0,69 < 2, donc 0 < I,, < 2.
b» Pour tout entier n > 1 et pour tout x € [0;1], 2 < 1 mais # > 0 donc 2" ! < 2", donc 1 + 2" ! <
14 a™. Par croissance de In, In(1 + 2" ") < In(1 4 2™), ce qui donne f,,+1(x) < fu(z). Par croissance

1 1
de l'intégrale, on en déduit que J frr1(z) de < J fn(z) dz, c'est-a-dire I,,11 < I, donc (I,,) est
0 0

décroissante.
c» La suite (I,,) est décroissante et minorée par 0, d'aprés le théoréme de convergence monotone, (I,)

converge.
1
2» a» La fonction g est dérivable sur [0; +00[ comme somme de fonctions dérivables, et ¢'(z) = Txs L=
x
1-(1+ -
(1+2) = % Pourtoutz >0, —z < Oetl+a >0, donc g (x) < 0, donc g est donc
1+z 1+z

strictement décroissante sur [0; +o0[.
b» On a g(0) = In(1 +0) — 0 = 0. Comme g est strictement décroissante sur [0; +o0[, pour tout = > 0,
on a g(x) < ¢(0), c'est-a-dire g(z) < 0.
c» D’aprés la question précédente, pour tout y = 0, g(y) < 0 c'est-a-dire In(1 + y) — y < 0 donc
In(1 + y) <y. En posant y = 2", il vient In(1 + ™) < z™.
3» D'aprés ce qui précéde, pour tout = € [0;1], 0 < In(1 + 2™) < ™. Par croissance de I'intégrale, 0 <

1 1 o1t 1 1 1
I, < f z" dz. Or, f " dx = = —(0) = . Ainsi, 0 < I,, < ——. Comme
0 0 n+1], n+1 n+1 n+1

lim 0= lim = 0, d'aprés le théoréme des gendarmes, lim I, = 0.
n—+00 n—+oon + 1 n—+00
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Correction de I'ex 25

1» La région du plan délimitée par C,, entre x = 1 et x = 5 semble s'écraser au fur et & mesure que n grandit,
on conjecture donc que son aire tend vers 0.

2» a» Pour tout n € IN*, pour tout = € [1;5], 1 < 2 < 5 donc 0 = In(1) < In(z) < In(5) par croissance du

In(z) _ In(5)
n

logarithme, puis 0 <
xn

<

en divisant par 2" > 0.

b» Pour tout n € IN*,

5 5 —n+1 75 —n+1 —n+1
1 5 1 1 1
f*dx:fx_"dx: | = — = 1——
1" 1 -n+1f; 1—n 1—-n n—1 sn—1

’In(z) do < J5ln(5)

" 1 T

5
c» D'aprés la question a», par croissance de l'intégrale, J 0dr < J dzx, donc par
1

5 5
1
linéarité de I'intégrale, 0(5 — 1) < f fu(z) do < ln(5)J —- dan donc d'apres la question b», 0 <
1 1T

5

1 1 1
J fn(z) do < (1— 3 ).Or5>1,donc lim 5" ! = 4w, donc lim 1— =1-0=
1

n—1 n—1 n—+0 n—+0o 5n—1

1 par somme et quotient, or lim
n—+o N —

1= 0 donc le membre de droite tend vers 0 par produit. Il en va

5
de mé&me pour le membre de gauche, donc d'aprés le théoréme des gendarmes, lirf J fu(z) dz = 0.
n——+0ao0 1

Or f,, est positive sur [1; 5], donc son intégrale correspond a son aire, donc I'aire de la région délimitée
par C, entre x = 1 et x = 5 tend bien vers 0.

Correction de I'ex 26

Partie A

1» a» On sait que lim e® = 400, et lim e @ = lim e¥ = 0 (changement de variable y = —x). Par
x— +00 r— +00 Yy— —0

somme et produit, lim f(x)= —oo.
r— 400

b» La fonction f est dérivable sur [0; +00[ comme somme, produit et composée de telles fonctions, et pour
1 . .
tout z >0, f'(z) = —i(em —e 7). Or pour x >0 ona —z <z, donc e”® < e® par stricte croissance
de la fonction exponentielle, donc e* —e™® > 0, donc f/(z) < 0. Ainsi, f est strictement décroissante
sur [0; +oo[.
c» La fonction f est continue (car dérivable, voir précédemment) et strictement décroissante sur [0; +o0[.
De plus, f(0) = 2,5, lim f(x) = —oo et 0 €] — 00;2,5], donc d'aprés le théoréme de la bijection
r— +00
continue, 'équation f(z) = 0 admet une unique solution, que I'on note .
2» Le fait que pour tout réel z, f(—z) = f(x) signifie que f est paire, donc sa courbe est symétrique par
rapport a I'axe des ordonnées. Le fait que |'équation f(z) = 0 admet une unique solution sur [0; +oo[
signifie que la courbe de f intersecte |'axe des abscisses une et une seule fois sur le demi-axe positif : par

symétrie, la courbe de f intersecte le demi-axe négatif une et une seule fois, en une abscisse symétrique,
c'est-a-dire en —av.

Partie B

1» La hauteur d'un arceau est la valeur du maximum de f. D’aprés |'étude menée en premiére partie et par
symétrie, ce maximum est atteint en 0 et faut f(0) = 2,5.

2» a» Pour tout z réel,

1+ f'(x)?

2
=1+ (_1(693 _ e—z)> =14+ i ((61)2 — 2e%e™T 4 (e—z)2) =1+ i ((ez)2 —24 (e—z)2)
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=1+ i(e%)2 - % + i(e_’”f = i(eg”)2 + % + i(e_’”f
= i ((ez)Q +24 (e—m)Q) _ i ((61)2 + 2% % 4+ (e—x)z) _ i<em + 6_1)2

Remarque méthode : Il est conseillé de développer et réduire séparément les deux membres de |'égalité,
et constater que les expressions simplifiées correspondent.

1
br» Pour tout z € R, e + e % > 0 donc 4/(e® + e7%)2 = e + 7%, donc 4/1 + f/(z)? = i(ez +e7 "),

donc :
am dr = O%(ew +e ¥)dr = %(ew —e™7) "
J, J, 0
- (3 =e) - (5= )
- e e

c» Comme f est symétrique, la longueur de la moitié droite (entre 0 et «) de I'arceau est la méme que la
longueur de la moitié gauche (entre —a et 0). Or I'intégrale I donne la longueur de la moitié droite,
donc la longueur totale mesure 2] = e® —e™“.

Correction de I'ex 27
Partie A : Etude de quelques exemples

1» Un joli dessin est ici bienvenu pour illustrer ces situations trés concrétes. Le texte justifie le dessin.
a» Notons k > 0 la valeur constante strictement positive de f. L'aire A; est celle d'un rectangle de cotés

a et k (car a et k sont positifs!), donc A; = ak. L'aire Ay est celle d'un rectangle de cotés ket 1 —a
(car 1 —a = 0 puisque a < 1), donc Ay = k(1 — a). On cherche a tel que A; = Ay, c'est-a-dire

1
ka =k(l—a), donca=1—acark #0, donca=§.

2
. . . . . a . .
b» L'aire A; est celle d'un triangle d’aire et de hauteur a > 0. Ainsi, A; = 5 On pourrait exprimer

I'aire Ao comme celle d'un rectangle plus un triangle, mais on peut aussi étre plus malin : A; + As est

1 1 1
I'aire d'un (grand) triangle de base et de hauteur 1, donc d'aire 3 =5 Donc Ay = 5~ A;. On veut

Ay = Ay, Cest-adire Ay = L — A donc Ay = £ 0r Ay = © . done & = L g !
= C est-a-dire = — — onc = —. r = — onc — = — onc = —.
1 2 1 2 1 1 4 1 21 2 4, a \/5
A
A Lp=rmmmmmmmm5 |
k>0 :
A A ab--- Ay
a 1 A1E E R
a 1

2» a» Comme f est positive, la mesure de A; en unités d'aire est J f(z) daz. De méme, Ay est mesurée par

) 0
f f(z) da.
“ a 1

bs D'une part,f F(@) dz = [F(2)]% = F(a)— F(0). D'autre part,f f(@) de = [F(2)] = F(1) - F(a).

a
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Ainsi, si a satisfait (E), alors ces deux intégrales sont égales, donc F'(a) — F'(0) = F'(1) — F(a), donc
FO)+ F(1
Pl - FOHFD),
c» Les précédents calculs sont vrais pour une primitive quelconque de f. Comme f est continue, elle
admet des primitives : notons F' I'une d'entre elles. Grace a I'équivalence entre aires et intégrales, le
raisonnement précédent peut étre pris a |'envers, donc la réciproque est vraie.

3» a» La fonction exponentielle est une primitive d'elle méme, donc d'aprés ce qui précéde, a satisfait (E) si,

e+el  1+4e¢ . o R 1+e ) .o
5 =5 Ceci est équivalent a a = In — ) qui est donc l'unique

et seulement si ¢ =

valeur satisfaisant (E).

b» La fonction F' : z +— est une primitive de f. D’aprés ce qui précéde, il suffit de vérifier si

2 F F(1 2 F F(1 S+
F(Z) = M OrF = *3’ et O +FO) _ 3 3 = — — Lavaleur convient!
) 2 12 2 2 12

5

Partie B : Utilisation d'une suite pour déterminer une valeur approchée de a

1» La fonction F : & — 4x — 23 est une primitive de f. D'aprés la partie précédente, a satisfait (E) si, et

F(0 F(1 0+3 3 3
seulement si F(a) = % c'est-a-dire 4a — a® = % =5 autrement dit 4a = a® + oL soit
a® 3 .. . L . . . . . 3 3
a=-—r+ 3 Ainsi, a satisfait (E) si, et seulement si a est solution de I'équation = = =t 3

2» ar uy =g(ug) = g

. . . 3
b» La fonction g est dérivable car polynomiale, et pour tout z € R, ¢'(z) = ZxQ

> 0, donc g est croissante

sur R, en particulier sur [0; 1].
c» Pour tout n € IN, notons HR,, : « 0 < Uy, < Up1 < 1 >,
D’aprés la question a», HRg : « 0 < ug < ug <1 » est vraie.
Soit n € IN, supposons HR,, vraie. Montrons que HR 11 « 0 < Upy1 < Upyo < 1 > est aussi
vraie.

N

D'apres HRy, 0 < up
g(1), c'est-a-dire (0 <)

est vraie.

Un+1 < 1, or g est croissante sur [0; 1] donc g(0) < g(uy,) < g(unt1) <

5
< Un+1 < Up+2 < §(< 1), donC 0 < Up+1 < Up+2 < 1, donC HRn+1

HEREDITE
0l w

On a montré que HR est vraie et que pour tout n € IN, si HR,, est vraie, alors HR,, 11 I'est
également : d'apres le principe de récurrence, pour tout n € IN, HR,, est vraie, c'est-a-dire pour
tout ne N, 0 < u, < Upyp < 1.

CCL

d» D’apres la récurrence,

e Pour tout n € N, u,, < up41, donc (uy,) est croissante,

<
e Pourtoutne NN, u,, <

1, donc (u,,) est majorée par 1.

D'apres le théoréeme de la limite monotone, (u,,) converge. Notons ¢ sa limite. Comme pour tout n € IN,
0 <up, <1, onafce0;1]. Or g est continue sur [0;1] et pour tout n € N, up41 = g(uy), donc

g(l) = g(nglfwun) = ngr}gwg(un) = nETwun+1 = nETmu" = (. Ainsi, g(¢) = ¢, c'est-a-dire
B3 . . . 'y
{= 1 + 3 ce qui est |'équation vérifiée par a.

e» A la calculatrice, on a u;0 & 0,389807841, or 0 < a — u1p < 1072, donc u1g < a < uio + 10°, donc
0, 389807841 < a < 0, 389807842, donc a ~ 0, 38980784.

Maths Tale Spé

154



Corrections Intégration

Correction de I'ex 28

Partie |

1» a» La fonction F} est dérivable sur [0;1] (comme produit) et pour tout x € [0;1], Fj(z) =1 x * + (z —
1)e” = ze® = x'e® = fi(z). Donc F} est bien une primitive de f;.

br I = Jofl(x) dz = [Fi(2)]} = Fi(1) — F1(0) = 1.

2» Pour tout n € IN¥,

1 1 1 1
Ihi1 = J fr1(z) do = f Tpy1 X 7 da = [m"“ X eI] —f (n+1)a™ x e
0 v’ 0

0 u u v 0 w! v
1
= 1"l — 0"t — (n + l)J "’ dr=e—(n+1)IL,
0
(I'avant derniére égalité utilise la linéarité de I'intégrale).
3» D’aprés la relation précédente, Iy = e — (1 +1)I; = e — 2.
4» L'appel mystere(5) renvoie la liste des valeurs de I a Iy, puisque chaque tour de boucle calcule la nouvelle
valeur de I,, grice a la relation précédente, et I'ajoute a la liste L.

Partie Il

1» a» Puisque f, est positive, I,, mesure |'aire sous sa courbe, C,, entre les abscisses 0 et 1.
b» Il semble que I'aire sous C,,, donc I,,, tend vers 0.

2» Pour tout z € [0;1], 0 < # < 1 donc e® < e® < e! par croissance de I'exponentielle, c'est-a-dire (0 <)1 <
e” < e. Pour tout n € IN*, 2™ > 0 donc 0 x 2" < z,e” < ex™, c'est-a-dire 0 < f,,(x) < ex™. Par croissance

1 1 1 1
de l'intégrale, J 0dx < J fu(z) do < J ex" dz, et donc 0 < I, < ej z" dx par linéarité de I'intégrale.

0 0 0 0

3» Comme lim 0= lim = 0, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim [, = 0.
n—-+oo n—+w n + 1 n—-+0o0

Correction de I'ex 29

Pour tout entier naturel n non nul, on pose :

n+1
1
1, = J — dx
X

n

1 1
1» Pour tout n € IN* et pour tout = € [n;n + 1], par décroissance de la fonction inverse, 3 < — < —.
x n
ntl n+1 n+1q 1
Par croissance de l'intégrale, J —— dz < J —dz < J = dz, donc (m+1)—n)< I, <
n n+1 n T n n+1
1 1
—((n+1) —n) et donc <[, <-—
n(( ) ) n+1 )

2» Onsait que lim =0et lim — = 0.D’aprés le théoréme des gendarmes appliqués a I'encadrement
n—+ow n + n—+w n

précédent, la suite (I,,) est donc convergente et sa limite est 0.
Remarque : On pouvait également calculer I,, directement : I,, = [In(x)]?™! = In(n + 1) — In(n) =

1 1
In <1 + ) Comme lim 14— =1, par continuité du logarithme on retrouve bien lim I, =In(1) = 0.
n

n—-+0o0 n n—+0o0
1
3» En utilisant I'inégalité de droite de la question 1», pour tout k€ IN* : [}, < T De I3,
1 1 1
Lt+h+L+ 4L, <1l+-+-+ - +—=u,
2 3 n

155 Maths Tale Spé



Intégration Corrections

D’aprés la relation de Chasles,

21 31 n+11 n+11
Il+12+~-~+ln:Jfdx—&-ffdx—l“---i-f fdxzj —dx
x

1L 2 n 1z

d’ou [1n(9c)]711+1 < uy, c'est-a-dire In(n+ 1) —In(1) < w, c'est-a-dire u, > In(n+1). Or, 11111 In(n+1) =
n—+0o0
+o0 donc, par minoration, lim wu, = 400.
n—+o0

Correction de I'ex 30

1» On considére la fonction ¢ définie sur R par :

a» Soit F une primitive de f sur R (qui existe car f est continue). Par définition, ¢(a) = F(a+T)— F(a).
La fonction F est dérivable sur R de dérivée f. Par composition et somme, ¢ est dérivable sur R et :

0(a)=1x F'a+T)—F'(a) = f(a+T) - f(a)

Comme la fonction f est périodique de période T, on a f(a + T) = f(a) pour tout réel a. Ainsi,
U'(a) = f(a) — f(a) = 0.
b» La dérivée de la fonction /£ est nulle sur R, on en déduit que £ est une fonction constante sur R.

2» Puisque la fonction ¢ est constante, pour tout réel a, on a £(a) = £(0). On remplace par I'expression sous
forme d’intégrale :

a+T 0+T a+T T
_ ‘est-a-di = .
J f(z) dz J f(z) dz C'est-a-dire Ja f(z) dz fo fz) dz

a 0

Correction de I'ex 31

1» On intégre par parties :

3 ° 3
1 1
J (52 —2) x e 2" dx = | (5x —2) x (—e_2”> —J 5 x (—e_2x> dz
0 w v’ " 2 ow 2
v 0 v
_ 1 6 Lo 5% o
(13>< ( ie )) ( 2 X ( 56 >>+2J06 dz
13 50 1 ,.1° 13 51 _op3
- _ _ _ xT —- _ _1_7 xT
2 2[ 2° ]O 9 1
13 _, 5. 6 o 13 g 5 4 5 31 4 1 1-3le®
—_ Ze6_71_°% _ =_2 1-2 o2 Z =
2°¢ 1) =5 1 T1T 7 4 1

2» La valeur moyenne p de f sur [0; 3] est donnée par :

1-3le® 1-3le

—1jsf(:c) dx—lx
F=3-0), ~3 1 12

Correction de I'ex 32
e e 27e 2 2 2
_ 0 _ _ | _ (€ _ 1 _ - 1
1» Io—jlxln(x) dx—flxdx [2]1 (2) (2) 5
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2» Pour tout n € N,

e 2
J 2 x In(z)"! dz = | = x In(z)"+!
1Y’ u % u 1 > o
2 12 (¢ 1
(Zln(e)m‘l) - ( 5 ln(l)"+1> nt Jl 2 x Eln(x)" dz
e? n+1(° n e n+1
(2 X 1) —(0) — flxln(x) dz = 5T I,

157
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14 | Convexité

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1
Etudiez graphiquement la convexité des fonctions suivantes :
A A A
3 L
2 2
1 1
n n »
x——» >
-3 -2 -1 -2 -1 0 1 2 -7 -6 = -3 -2 1 0
Exercice 2

Soit f et g deux fonctions dérivables sur R. On donne ci-dessous les variations de leurs dérivées. Etudier la
convexité de f et g.

T —00 6 400 x —00 0 +00
-2
f! / \ g \ . /
—0 —00 _
Exercice 3

En étudiant le signe de leur dérivée seconde, étudier la convexité des fonctions définies par les expressions
suivantes :

>f(1‘)=g;3+61'2 >g(33)=3_m >h($)=5$+3+1 » k(z) = 3x — 3z
x

Exercice 4

Justifier que pour tout z € R, e* > x + 1.
(On étudiera la convexité de la fonction exponentielle, et utiliser la tangente en 0.)

Exercice 5

Etudier la convexité des fonctions suivantes et déterminer les abscisses des éventuels points d'inflexion.
Ir frae T+ i définie sur R\{1} 3> fra— (2% — 3z + 2)e” définie sur R
v

2> fra— (5 —2?)\/z définie sur [0; +o0[ 4 f:x— (2 — 2%)e® définie sur R
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Pour chaque fonction ci-dessous, étudier sa convexité en étudiant le signe de sa dérivée seconde :

€T

s iz » gz (224 1)e” » h:xw— 4/ + 3

1—2x

Donner les points d'inflexion des courbes suivantes (on arrondira selon la précision permise par le graphique).

A A A
3 31 31
2 2
1 1t 1
] » » »
L L L
-2 -1 0 1 2 3 4 -3 \-2 —»O0 2 3 -2 1 0 1\/‘2 3
—1 -1 —1
-2 —2 ¢ —2

La courbe représentative d'une fonction f définie
et deux fois dérivables sur R est donnée ci-contre.
Vrai ou faux?

Ir f/(0)~1

2» La courbe semble avoir un point d'inflexion

A

en 0 5
T
3» f semble convexe sur [0;1] \
4» Si f = ¢ alors g est concave sur [0;0, 5]

1
On considére une fonction f définie et dérivable sur /\

R. On donne ci-dessous la courbe représentative de
la fonction dérivée f’.

-2
1» Dresser le tableau de variations de la fonc- _3
tion f au mieux. A

2» Déterminer les intervalles sur lesquelles la 5
fonction f semble étre convexe. .

—7

-8
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Soit f une fonction définie et dérivable sur l'intervalle [—6;5] dont on connait le tableau de variations de la
fonction dérivée f’.

z| —6 -2 1 2 5

4 2 ;
! \0/ \0\

1» Dresser le tableau de variations de f sur [—6;5].

-2

2» Déterminer la convexité de la fonction f.

3» Tracer, dans un repére, une allure de la courbe représentative de la fonction f ainsi que ses tangentes
horizontales.

1» Justifier la concavité de f : & +— /x sur I'intervalle 3, En daduire que Vx>0, /7 < lx + 1
I =]0; +o0. 22
2» Déterminer une équation de la tangente a Cy en 1. 4» En déduire que v/2 < 1, 5.

Objectif Bac

On considére la fonction f définie sur R
par : B

fla) = —

T 1te3 14+

On note Cy sa courbe représentative dans
un repére orthogonal du plan. On nomme

1
A le point de coordonnées (O; 2), et B A

5
le point de coordonnées (1;4). On a

v

tracé ci-contre la courbe Cy, et la tan- f f 5
gente 7 a Cy au point d'abscisse 0.

Partie A : Lectures graphiques
Répondre aux questions suivantes par lecture graphique. Aucune justification n'est demandée.

1» Déterminer I'équation réduite de la tangente 7.
2» Donner les intervalles sur lesquels la fonction f semble convexe ou concave.
Partie B : Etude de la fonction
1» On admet que la fonction f est dérivable sur R. Déterminer I'expression de sa fonction dérivée f.
2» Justifier que la fonction f est strictement croissante sur RR.
3» Déterminer les limites de f en +00 et —o0.

Partie C : Tangente et convexité
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1» Déterminer par le calcul une équation de la tangente 7 a la courbe Cy en 0.
On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur R, et que sa dérivée seconde est donnée pour tout x € R
9e—3z(e—3$ _ 1)
"
ar f'(z) = —————
2» Etudier le signe de f” sur R.
3» a» Indiquer, en justifiant, sur quel(s) intervalle(s) la fonction f est convexe.
b» Que représente le point A pour la courbe Cy?
c» En déduire la position relative de la tangente 7 et de la courbe Cy. Justifier la réponse.

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = In(1 + e~*). On note C sa courbe représentative dans le

repére orthonormé suivant.

Tp -

1» a» Déterminer la limite de la fonction f en —co.
b» Déterminer la limite de la fonction f en +o0. Interpréter graphiquement ce résultat.
c» On admet que la fonction f est dérivable sur R et on note f’ sa fonction dérivée. Montrer que, pour

-1
tout nombre réel z, f'(x) = .
1+e”
d» Dresser le tableau de variations complet de la fonction f sur R.

2» On note 7 la tangente a la courbe C en son point d'abscisse 0.
a» Déterminer une équation de la tangente 7.
b» Montrer que la fonction f est convexe sur R.

1
c» En déduire que, pour tout nombre réel z, f(z) > —5%+ In(2).

3» Pour tout nombre réel a non nul, on note M, et N, les points de la courbe C d’abscisses respectives —a
et a. On a donc M,(—a; f(—a)) et Ny(a; f(a)).
a» Montrer que, pour tout nombre réel z, on a f(z) — f(—x) = —z.
b» En déduire que les droites Ty et (M, N,) sont paralléles.
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Corrections

Remarque préliminaire : lorsqu'on étudie la convexité d'une fonction, il est toujours bon d’avoir son graphe sous les
yeux en guise de garde-fou ou d’aide a l'intuition. Attention, comme toujours, un tracé a la calculatrice n'est pas une

justification !

Correction de I'ex 1

.4 ¢
z CONCAVE 21
1 1
130 2 | 0 1 2 > —7 e =G =P 1 0 >
CONCAVE CONCAVE

Remarques :

1» La courbe traverse sa tangente au point de coordonnées (0;2) qui est donc un point d'inflexion. Avant, la
courbe est au-dessus de ses tangentes, donc la fonction est convexe, et aprés le point d'inflexion, elle change
de convexité, et devient concave.

2» La courbe traverse sa tangente au point de coordonnées (—0, 5;2) qui est donc un point d'inflexion. Avant,
la courbe est en-dessous de ses tangentes, donc la fonction est concave, et aprés le point d'inflexion, elle
change de convexité, et devient convexe.

3» La courbe traverse sa tangente au point de coordonnées (—3,5; —0,5) qui est donc un point d'inflexion.
Avant, la courbe est en-dessous de ses tangentes, donc la fonction est concave, et aprés le point d’inflexion,
elle change de convexité, et devient convexe.

Correction de l'ex 2
Une fonction dérivable est convexe la ou sa dérivée est croissante, et concave |a ou sa dérivée est décroissante.

T —0 6 +o0 x —o0 0 +o0
-2

f / \ g \ 1 /

f CONVEXE CONCAVE g CONCAVE CONVEXE

Correction de I'ex 3

» La fonction f est deux fois dérivable sur R (car polynomiale), et pour tout = € R, f'(z) = 322 + 12z puis
1" (x) = 6x + 12, par conséquent, pour tout z € R, f”(z) > 0 < 62 + 12 > 0 < = > —2. Ainsi, f est
convexe sur [—2; 4+00[ et concave sur | — o0; —2].

» La fonction g est deux fois dérivable sur R\{—1} (comme quotient de fonctions affines), et pour tout z # —1,

oy “lx @+ -B-z)x1 4

g'(x) = (r +1)2 INCESVE
puis : v —Ax2@+1)  8w+1) 8

PO TG EE et e
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Ainsi, pour tout z > —1, +1 > 0, donc (z+1)® > 0, et ¢ (x) > 0; de méme, pour tout z < —1, z+1 < 0,
donc (z +1)2 <0, et g”(x) < 0. Finalement, g est convexe sur | — 1; +o0[ et concave sur | — o0; —1[.

» La fonction h est deux fois dérivable sur R* (comme somme de telles fonctions), et pour tout z # 0,

1 2
h'(z)=5— = puis h"(z) = =—

qui est du signe de 22, lequel est du signe de x. Ainsi, h est concave sur | — c0; 0[ et convexe sur ]0; +oo].

» La fonction k est deux fois dérivable sur ]0; +o0[ (comme somme et produit de telles fonctions), et pour tout

x>0,
1

N

(note : on a simplifié le dernier terme par y/z en utilisant le fait que x = \/z x 4/z), puis

k'(m)=33(1x\/§+x>< ):33[2\/&:34,5\/5

1
k//(x) = _4,5 X ﬁ < 0.

Ainsi, k est concave sur [0; +oo[ (remarque : on peut inclure la borne 0 en laquelle k est définie mais pas
dérivable, la frontiére du domaine de convexité a peu d'importance).

Correction de l'ex 4

La fonction exponentielle est dérivable sur R, de dérivée = — %, laquelle est croissante. Ainsi, la fonction
exponentielle est convexe sur R, donc sa courbe est au-dessus de ses tangentes, en particulier au-dessus de sa
tangente en 0. Or I'équation de la tangente en 0 3 la courbe de la fonction exponentielle est :

To:y=e’(z—0)+e’ =z +1
Finalement, pour tout z € R, ¥ > 2 + 1.

Correction de I'ex 5

1» La fonction f est deux fois dérivable sur R\{1} (comme quotient de fonctions affines), et pour tout = # 1,

y Ix(z—1)—(x+2)x1 -3
Fa) = (@—1)2 T @-1)2
puis :
f,,(m):7—3><2(:r—1):6(:v—1): 6

(z=1)22  (@-1D)* (z-1)
laquelle est du signe de (x — 1)2, lui-méme du signe de = — 1. Ainsi, pour tout = < 1, f”(x) < 0 et pour
tout > 1, f”(x) > 0. Ainsi, f est concave sur | — o0; 1] et convexe sur ]1; +00[. Comme f” ne s'annule
jamais, la courbe de f n'admet aucun point d'inflexion.

2» La fonction f est deux fois dérivable sur ]0; +oo[ (comme somme et produit de telles fonctions), et pour
tout = > 0,

f(z) = -2z x o+ (5— m%%
puis :

1 2
f'(z) = =2z + % - GeVa = —2,5z/z + \};

(note : on a simplifié le dernier terme par 4/x en utilisant le fait que x = y/x x \/z), puis :

f(z) = =2,5(1 x Vo +x x

1
NG 1
) — 2,52 = 2,5y~ 1,251/~ 2,55——= <0

1
2V (Vo) Ve
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donc f est concave sur son domaine de définition, et n'admet aucun point d’inflexion.

3» La fonction f est deux fois dérivable sur R (comme somme et produit de telles fonctions), et pour tout réel
&€,
f'(z) = (22 — 3)e” + (2% — 3z + 2)e” = (2 —z — 1)e”
puis :
f(x) = 2z —1)e” + (22 —2 — 1)e® = (2 + x — 2)e”.
Comme Vz € R, e® > 0, f”(x) est du signe de 22 + x — 2, trinébme du second degré dont il convient alors

. . S . -1-3
d'étudier le signe. Son discriminant est A = 12—4x 1 x (—2) = 9 = 32, donc ses racines sont =-2

-1+3 . . )
et 5 = 1. Enfin, son coefficient dominant est 1 > 0, donc 22 + x — 2 < 0 pour 2 € | — 2; 1[, nul pour
r = —2et x =1, et strictement positif ailleurs. On peut résumer la situation et conclure sur la convexité

de f a I'aide d’un tableau de signe :

T —0o0 —2 1 400

' (x) + 0} - ¢ +

/| CONVEXE | CONCAVE | CONVEXE

Par ailleurs, la courbe de f admet deux points d'inflexion, aux abscisses —2 et 1.

4» La fonction f est deux fois dérivable sur R (comme somme et produit de telles fonctions), et pour tout réel
&€,
fl(x) = 22e” + (2 — 2%)e” = (—2 — 22 + 2)e”

puis :
() = (—2x — 2)e” + (—2? — 2z + 2)e” = (—a? — 4z)e” = —a(x + 4)e”.

Notons que x +— x + 4 est une fonction affine de coefficient directeur positif, elle est donc négative puis
positive. On peut résumer la situation et conclure sur la convexité de f a I'aide d'un tableau de signe :

r - —4 0 +0o0
—x + + ¢ -
x+4 - ) + +
e? + + +
1 (x) - ) + ) -
/| CONCAVE | CONVEXE | CONCAVE

Par ailleurs, la courbe de f admet deux points d'inflexion, aux abscisses —2 et 1.

Correction de I'ex 6

» La fonction f est deux fois dérivable sur R\{1} (comme quotient de telles fonctions), et pour tout z # 1,

, _e"’”(l—x)—ezx(—l)_egﬂ 2—z L x—2
Fo) == =i er " @oip

(ndlr : cette réécriture est moins susceptible de mener a des erreurs de signe), puis :

x—2 Ix(x—1)2—(z—2) x2(z—1)

Py ==t e (1P
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v

_ e < (@-2) (x—l)[(ff—l)—2(ff—2)])

(x—1)2 (@ 1)
e (e
- ol =@ -+ -1 2 -2)
_ ﬁ[ﬁ — 4z +5].

Pour tout 2 € R, —e® < 0 et (z — 1)3 est du signe de x — 1, qui est I'expression d'une fonction affine
croissante, donc négative puis positive avant puis aprés x = 1. |l s'agit maintenant d'étudier le signe du
trindme du second degré 22 —4x + 5. Son discriminant est A = (—4)2 -4 x 1 x5 = —4 < 0, ainsi ce trindme
est de signe constant, plus précisément positif car son coefficient dominant est 1 > 0. On peut résumer la
situation et conclure sur la convexité de f a I'aide d'un tableau de signe :

T —00 1 +00
et _ _
(x —1)3 — 0 +
2?2 —4dz +5 + +
[ () + -

f CONVEXE || CONCAVE

La fonction f est deux fois dérivable sur R (comme somme et produit de telles fonctions), et pour tout réel
x,
fl(x) =22 x e* + (22 + 1)e” = (2? + 22 + 1)e”

puis :
() = 2z + 2)e” + (2% + 2z + 1)e” = (2 + 4z + 3)e”.

Comme Vz € R, e > 0, f”(z) est du signe de 22 + 4z + 3, trinéme du second degré dont il convient alors

=—3et

d’étudier le signe. Son discriminant est A = 42 —4 x 1 x 3 = 4 = 22, donc ses racines sont
—4+2

2
x = —3 et x = —1, et strictement positif ailleurs. On peut résumer la situation et conclure sur la convexité

de f a I'aide d'un tableau de signe :

= —1. Enfin, son coefficient dominant est 1 > 0, donc 2% + 42 + 3 < 0 pour z € | — 3; —1[, nul pour

x —00 -3 -1 400

f(z) + o - 0 4+

/| CONVEXE | CONCAVE | CONVEXE

La fonction h est deux fois dérivable sur ]0; +o0[ (comme somme et produit de telles fonctions), et pour tout
x>0,

puis :

B (Vx)? B 2/xr *x\/f
donc h est concave sur [0; +00[ (remarque : on peut inclure la borne 0 en laquelle k est définie mais pas
dérivable, la frontiére du domaine de convexité a peu d'importance).

<0

1
= 1 1
B(z) = —2-2% 2 =
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Correction de I'ex 7

A A

A
3 3 \

iR

|

v
v

1» La fonction est convexe, puis concave, puis convexe. Elle admet deux points d'inflexion, de coordonnées
(avec la précision permise par le graphique) (1,5;1,6) et (2,8;—0,6).

2» La fonction est convexe, puis concave, puis convexe. Elle admet deux points d'inflexion, de coordonnées
(avec la précision permise par le graphique) (—1;—0,5) et (1;—0,5).

3» La fonction est concave, puis convexe. Elle admet un point d'inflexion, de coordonnées (avec la précision
permise par le graphique) (0,7;0,7).

Correction de I'ex 8
1» Faux : la tangente en 0 est la courbe d'une fonction affine décroissante, donc de coefficient directeur, a
fortiori de nombre dérivé négatif.

2» Vrai : le courbe traverse sa tangente en 0.

3» Vrai : la courbe semble au-dessus de ses tangentes sur cet intervalle.

4» Vrai : une fonction dérivable (ici, g) est concave si, et seulement sa dérivée (ici, f) est décroissante, ce qui
est le cas sur [0;0, 5].

Correction de I'ex 9
1» On lit graphiquement le signe de f’ (avec la précision permise par le graphique) :

r |—ow 0,4 2,6 +00

f'(x) -

N

2» On dresse le tableau de variations de f’ (avec la précision permise par le graphique) :

xr | —o0 -1

N

/| CONVEXE | CONCAVE | CONVEXE

(On rappelle qu'une fonction dérivable est convexe lorsque sa dérivée est croissante, et concave lorsque sa
dérivée est décroissante).
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Correction de I'ex 10

1» D’'aprés le tableau de variations de f’, celle-ci est po-
sitive de —6 a 2, puis négative. Ainsi, f est croissante
sur [—6;2], et décroissante sur [—2;5].

4 2
2» Une fonction dérivable est convexe lorsque sa déri- .
vée est croissante, et concave lorsque sa dérivée est 1 0
décroissante.
0

3» Dans ce genre de question, il faut placer les infor-
mations dans le bon ordre : #(z) + o -

i» Nous n'avons aucune information sur d'éven-

tuelles images, on va donc en décider ar- CONCAVE ; CONVEXE } CONCAVE
bitrairement, tout en respectant les autres

contraintes : on commence par tracer des
points de passage (ci-dessous en rouge) qui res- f
pectent les variations de f, a toutes les abs-
cisses remarquables du tableau de signes/va-

riations.

ii» A ces points de passage, on trace la tangente, matérialisée par une double fléche (ci-dessous en vert, et
dont la pente est égale au nombre dérivé tel qu’indiqué par le tableau.

iii> On relie les points de passage de maniére lisse (pas de pointes, que des courbes fluides), en faisant
attention a épouser les tangentes, et en respectant la convexité (notamment en respectant le fait que la
courbe traverse la tangent aux points d'inflexion). Conseil : Aprés avoir placé les points et les tangentes,
ne pas tracer directement la courbe. Commencer par tracer le petit morceau de courbe tangent a... la
tangente, partant « dans le bon sens », selon si f est convexe ou concave avant et aprés le point de
passage (voir schéma ci-dessous).

Concave Concave

Concave Concave

Voici deux réponses possibles :
A A
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Correction de I'ex 11

1» La fonction f est dérivable deux fois sur I (fonction usuelle), et pour tout = > 0,

f'(z) = % puis f"(z) = _(\2/\%2 - _le\/;f <0

donc f est concave sur I.

2> Ty y=f'(Dx—1)+ f(1), doncT1:y=%(x—1)+1=lx+l.

2 2
3» Par concavité, f est en-dessous de ses tangentes, en particulier en-dessous de la tangente en 1, donc pour
1 1
tout z > 0, /x < §x+§
. e 1 1
4» On applique I'inégalité précédente pour z = 2 : /2 < 3 X 2+ 3= 1,5.

Correction de I'ex 12
Partie A : Lectures graphiques
1» L'ordonnée a I'origine est I'ordonnée de A, c'est-a-dire 0,5, et A et B sont séparés d'un déplacement d'une
unité a droite et 0,75 unité en haut, donc le coefficient directeur de T est O’T = 0, 75. Finalement,
T:y=0,752 +0,5.
2» La courbe de f est au-dessus de ses tangentes sur | — o0; 0], elle y est donc convexe; la courbe de f est

es-dessous de ses tangentes sur [0; +00], elle y est donc concave.

Partie B : Etude de la fonction
—3e 32 3e— 3
(1+e732)° (1 4e-32)%
2» Pour tout x réel, f/'(z) est le quotient d'un nombre positif, d'une exponentielle et d'un carré, ainsi f/(z) est
positif, et donc f est croissante sur RR.

1» Pour tout z € R, f'(z) = —

3» Etant donné que lim —3x = —o0, par changement de variable : lim e 3% = lim e¥ = 0. Par somme
r— +00 r— +00 y—>—00
et quotient, lim x) = 1.
q Jim f(x)
Etant donné que lim —3x = 400, par changement de variable : lim e™3® = lim e¥ = +o0. Par
T— —0 r— —00 y—+0

somme et quotient, lim f(z) =0.
T— —00

Partie C : Tangente et convexité
1» La tangente a la courbe de f en 0 admet pour équation :
3e 1 3

1
— 224> =0,75z +0,5.
Q10 TTxe g7 g 00w Th

Ty :y = f(0)(xz = 0) + f(0) =

(On retrouve le résultat de la partie Al)

2» Pour tout z réel, e 3% > 0, donc 1 +e~3* > 0, donc (1 + e~3¥)3 > 0. Finalement, f”(x) est du signe
dee™ —1l.ore ™ —1>0<se3 >1=¢” < -3z > 0 (par stricte croissance du logarithme ou de
I'exponentielle, justification au choix!) < x < 0. Conclusion : f”(x) est strictement positive lorsque z < 0,
strictement négative lorsque x > 0, et nulle en x = 0.

3» a» Une fonction deux fois dérivable convexe (resp. concave) la ou sa dérivée seconde est positive (resp

négative). Ainsi, d'aprés la question précédente, f est convexe sur | — o0;0] et concave sur [0; +0[.
b» Le point A est un point d'inflexion de la courbe C; car la dérivée seconde de f y change de signe.
c» Une fonction est convexe (resp. concave) si, et seulement si elle est au-dessus (resp. en-dessous) de ses
tangentes. Ainsi, la courbe de f est au-dessus de T sur | — o0; 0], la traverse en 0 et est au-dessus de
T sur [0; +oo[.
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Correction de I'ex 13

b»

C»

d»

ar»

b»

cr

ar»

b»

1» a» On effectue les changements de variable y = —x puis 2 = 1 + e¥. Remarquons que lim y = +o0, et
Tr— —00
que lim z = 400 par somme. Ainsi, lim f(z) = lim In(z) = +o0.
Yy—+00 r— —00 zZ—+00
On effectue les changements de variable y = —x puis z = 1 + e¥. Remarquons que lirﬂ y = —w,
r—> o8]
et que lim z =1+0=1 par somme. Ainsi, lim f(z) = lim In(z) = In(1) = 0 par continuité de
Yy——00 r— +00 z—1

In en 0. Graphiquement, cela signifie que la courbe de f admet I'axe des abscisses comme asymptote
horizontale en —oo.
—e 7 —e®xe” —1x1 -1

Pour tout nombre réel z, f/(x) = Tre=s = ATe) <o = =31 - 1re

Pour tout x réel, e* > 0, a fortiori 1 + e® > 0, et donc f’(z) < 0. Donc f est décroissante sur R.
x —o0 +00
+00
f
0

La tangente a la courbe de f en 0 a pour équation :

Toiy= /0@ —0)+ F(0) - 1o + (1 +¢%) = —%x+ln(2).

La fonction f’ est dérivable sur R (comme somme et quotient non nul de telles fonctions), et pour tout

x réel, . . .
—1xe e

"
) = — =
f ( ) (1 + ex)2 (1 + ex)2
qui est positif comme quotient de deux quantités positives (une exponentielle et un carré). Donc f est
convexe sur RR.

Une fonction convexe est au-dessus de ses tangentes; en particulier, la courbe de f est au-dessus de la

1
tangente en 0, autrement dit pour tout x réel, f(x) = —5%+ In(2).

Soit z réel. On a :

@)= f(=a) =I(l+e ") ~In(l +e") =In (He_’”>

=In ((1+e_x)><e_’> 1+e®
(1+e") xe ™
o (T ey

Remarque pour voir I'astuce : au brouillon, on part de ce qu'on veut montrer : In(1+e7 %) —In(1+¢e%) =
14+e® - : L+e™”

——— | = —x. On passe a I'exponentielle : —— = ¢
1+e” 1+e”

On se débarrasse de I'écriture fractionnaire : 1 +e~7 = (1+e%)e*. La clé est donc de multiplier 1 + e”

par e~ * | Mais bien évidemment, tout multiplication appliquée au dénominateur doit &tre appliquée au

numérateur... et voila !
fla) = f(-a) _ —a 1 ,
—r——_* = — = —— (d'apres la question précé-
a—(—a) 2a 2 (dap . P
dente), qui est le méme que Ty (voir question 2a») : elles sont donc paralléles.

—x. On fusionne les logarithmes : In < -,

La droite (M,N,) a pour coefficient directeur
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E Trigonomeétrie

Exercices

Je connais mon cours

Exercice 1

Placer les réels suivants sur le cercle trigonométrique (on fera attention a la précision du tracer) :

™ 3w 27 o 9
> >
6 4 3 6 4

™
> — > >
2

w3
N

Exercice 2

1» On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 2 — cos(z). Sa courbe représentative Cy est tracée

ci-dessous dans un repére orthogonal, sur l'intervalle [0; 7].
A

—4r _In —3x 57 2 3w —m1 T T 7T 3 2 5m 3w Im Agx
2 2 2 2 2 2 2

a» Exprimer f(—x) en fonction de f(x). Compléter C; en justifiant.
b» Exprimer f(x + 2m) en fonction de f(z). Compléter Cy en justifiant.

2» Mémes questions avec la fonction g définie sur R par g(z) = 3sin(x).

A
3..
2..
1..
—Adg _Ir —3x _5% —27 _3x —q —o |0 7 7T 3rx 97 5 3x Iz A4g
2 2 2 2-1 1 2 2 2
21
-3 4

Exercice 3

Déterminer la parité des fonctions définies par les expressions suivantes :

1 —cos(x » g(x) = sin(x) cos(x » h(x) = inE
’f<$>:2+cosgx§ g(x) = sin(z) cos(x) hw) = Tsin (5)
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Dériver les fonctions définies par les expressions suivantes :

_ sin(x) + cos(x) _ sin(z) » e(x) = 5sin(3z + 12)
> a(2) 1 + cos(x) > (@) x?
» f(x) = 8cos(v1+ x?)
- b(z) = 1 R d(x)_sﬂ—cos(x)
sin(z) 3 + sin(x)
» g(x) = cos(2xz—1) sin(bz+3) » i(x) = cos(z) sin(z) » k(x) = sin®(x) + sin(z)

sin(z)

> h(z) = \/4 + sin(22) RAC e » U(z) = /3 + cos(x)

On consideére la fonction f définie sur l'intervalle [0; 7] par f(x) = = + sin(x). On admet que f est deux fois
dérivable.

Une seule des quatre propositions est exacte :
» La fonction f est convexe sur I'intervalle [0; 7].
» La fonction f est concave sur I'intervalle [0; 7].
» La fonction f admet sur I'intervalle [0; 7] un unique point d'inflexion.

» La fonction f admet sur I'intervalle [0; 7] exactement deux points d'inflexion.

Montrer que I'équation (F) : sin(z) = = — 1 admet une unique solution dans I'intervalle [0; 7] et déterminer un
encadrement d’amplitude 1073 de cette solution.

Je comprends mon cours

Soit f : x +— cos(2x) — % définie sur R.

1» Etudier la parité de f.

2» Démontrer que f est m-périodique.

3» Etudier les variations de f sur [0; g]

4» Représenter graphiquement f sur [O; 5], puis étendre cette représentation par parité et périodicité.

1» Déterminer le sinus et le cosinus de :

2w 3 5 3 47

> —— > — > —— > — > —— > 2km » —— >

3 4 6 2 2 6 3
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2» Résoudre dans R les équations suivantes :

V3

ar» cos(3x) = >

b» cos (x + g) = cos (Sx - g)

3» Résoudre les inéquations suivantes :

a» Dans [0;7[ @ sin(z) < g

. T
b» Dans [0;27] : sin (ac + 8> <=

Résoudre dans [—m; 7] a I'aide du cercle trigonométrique.

1» 2sin(z) +1=0

2» 2cos(z) +4/3 =0

3» dcos?(z)—1=0

4» cos(2x) = cos (Jc + E)

m
2 —7)=—1
CPCOS(JJ D)

d» cos (ﬂ'*g) =—1

c» Dans [—m;m] : 14 2cos(x) > 0
d» Dans [—m;7[ : v/2 —2cos(z) > 0

5» sin (3:8 + %) = sin (:C — %)

1 6> 2cos?(z) + cos(z) —1 =0

Résoudre dans [0; 27] et représenter les solutions sur le cercle unité.

I» 2sin(z) +v/2 <0

2» 2cos(r) — /3 <0 3» 2sin(z)+120

4» \/2cos(z) > 1

Montrer que I'équation (E) : cos(z) = x admet une unique solution dans I'intervalle [0; 1] et déterminer un

encadrement d’amplitude 1073 de cette solution.

Objectif Bac

2cos(z) +1
2 + cos(z)
1» Montrer que f est 2w-périodique.

Soit f:x —

2» Montrer que f est paire.

3» En déduire que I'on peut restreindre I'étude de
f a un intervalle I que I'on déterminera.

4» Dresser le tableau de variations de f sur I.

5» Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exac-
tement une solution sur I dont on donnera
une valeur approchée au millieme.

Soit f: x +— 3cos (2:5 + %) définie sur RR.

1» Montrer que f est w-périodique.
2» Montrer que pour tout z € R, |f(x)| < 3.

3» Déterminer la dérivée de f.

. . T Tm
4» Déterminer les variations de f sur [—8; 8]'
5» En déduire que f admet un minimum sur
T 7T . .
—g; 5 et déterminer sa valeur.

6» Déterminer une équation de la tangente a la
. .oom
courbe de f au point d'abscisse 5
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Pour tout entier naturel n, on considére les intégrales
suivantes :

I, = f e "sin(z) de J, = f e~ " cos(z) dx
0 0

1» Calculer Iy.

2» a» Justifier que, pour tout entier naturel n, on
al,>=0.
b» Montrer que, pour tout entier naturel n, on
a In+1 - In < 0.
c» Déduire des deux questions précédentes que
la suite (I,,) converge.

3» a» Montrer que, pour tout entier naturel n, on
a:

T
I, < J e ™ dx
0

b» Montrer que, pour tout entier naturel n > 1,

on a .
T —
o 1 — N7
e nT dx - - -
0 n

c» Déduire des deux questions précédentes la
limite de la suite (I,,).

4» a» En intégrant par parties l'intégrale I, de
deux facons différentes, établir les deux re-
lations suivantes, pour tout entier naturel
nx=1:

—nm 1
I,=1+e —-nd, et I,=-—J,
n

b» En déduire que, pour tout entier naturel

n>1 ona:

14emm

I, =
' nZ+1

5» On souhaite obtenir le rang n a partir duquel
la suite (I,,) devient strictement inférieure a
0,1. Recopier et compléter la cinquieéme ligne
du script Python ci-dessous avec la commande
appropriée.

1 from math import x*
2 def seuil():

3 n=20

4 I=2

6 n = n+l

7 I = (1+exp(-n*pi))/(n*n+1)

8 return n

Une seule des quatre propositions est exacte.
Sur l'intervalle [0; 2], I'équation sin(xz) = 0,1 ad-
met :

» zéro solution » deux solutions

» une solution » quatre solutions

On considére I'équation différentielle :
(Eo):y' =y

ol y est une fonction dérivable de la variable réelle
x.

1» Démontrer que |'unique fonction constante solu-
tion de I'équation différentielle (Fy) est la fonc-
tion nulle.

2» Déterminer toutes les solutions de I'équation dif-
férentielle (Ep). On considére |'équation différen-
tielle

(E):y =y — cos(x) — 3sin(x)

ol y est une fonction dérivable de la variable
réelle .

3» La fonction h est définie sur R par :
h(xz) = 2cos(x) + sin(x).

On admet qu'elle est dérivable sur R. Démon-
trer que la fonction h est solution de I'équation
différentielle (E).

4» On considére une fonction f définie et dérivable
sur R.
Démontrer que : « f est solution de (E) » est
équivalente a « f — h est solution de (Ep) ».

5» En déduire toutes les solutions de I'équation dif-
férentielle (E).

6» Déterminer |'unique solution g de I'équation dif-
férentielle (E) telle que ¢g(0) = 0.

7» Calculer :

™

Jj [—2e” + sin(x) + 2 cos(z)] dz

Maths Tale Spé
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Vers le supérieur

Soit f une fonction définie sur R.
1» Montrer que f est 0-périodique.
2» Montrer que si f est a la fois Ty-périodique et Tr-périodique, alors elle est (T} + T»)-périodique.
3» Montrer que si f est T-périodique, alors elle est —T}-périodique.

4» En déduire que si f est T-périodique, alors pour tout n € Z, elle est aussi nT-périodique.

On note id la fonction qui tout € R associe x lui-mé&me. On |'appelle la fonction identité. On admet que les
fonctions arcsin, arccos et arctan vérifient les relations (attention aux quantificateurs!) :

» Va e [—1;1], sin(arcsin(z)) = x » Yz e [0;7], arcsin(sin(z)) = x.
T

» Va e [—1;1], cos(arccos(z)) = x » Vae [_5 5] arccos(cos(z)) = .
T

» Yz e R, tan(arctan(z)) = x » Ve ] 53 [ arctan(tan(z)) = .

1» Déterminer la dérivée de id.

2» Dériver la relation sin o arcsin = id en utilisant, pour le membre de gauche, la formule de dérivation d'une
fonction composée. (Les questions de définition et de dérivabilité sont admises.)

5 2] cos(y) = 4/1 — sin(y)?.

4» Appliquer I'égalité précédente a y = arcsin(z), et en déduire une expression simplifiée de arcsin’(z) pour
tout z €] — 1;1].

3» Justifier que pour tout y € [

5» Répéter I'exercice pour déterminer une expression simplifiée de la dérivée de arccos.

6» En utilisant la formule tan’ = 1 + tan?, déterminer une expression simplifiée de la dérivée de arctan.

7» Démontrer que Vx € [—1;1], arcsin(x) + arccos(x) = g

Lors d'un match de rugby, un joueur doit transformer z la longueur ET', qu'on cherche a déterminer. Les di-
un essai qui a été marqué au point E (voir figure ci- mensions du terrain sont les suivantes : EM = 50m,
dessous) situé a I'extérieur du segment [AB]. La trans- EA = 25m et AB = 5,6m. On note « la mesure en ra-
formation consiste a taper le ballon par un coup de pied dian de I'angle ET'A, 3 la mesure en radian de I'angle
depuis un point T' que le joueur a le droit de choisir ETDB et ~ la mesure en radian de I'angle ATB.
n'importe ol sur le segment [EM] perpendiculaire 3 la Terrain vu de dessus

droite (AB) sauf en E. La transformation est réussie si
le ballon passe entre les poteaux repérés par les points
A et B sur la figure.

Pour maximiser ses chances de réussite, le joueur tente
de déterminer la position du point 7" qui rend |'angle Bt
ATB le plus grand possible. Le but de cet exercice est At
donc de rechercher s'il existe une position du point T N0
sur le segment [EM] pour laquelle I'angle ATB est N
maximum et, si c'est le cas, de déterminer une valeur Elap--------
approchée de cet angle. Dans toute la suite, on note

4
1

Limite du terrain

= Ligne médiane
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1» En utilisant les triangles rectangles ET'A et ET B ainsi que les longueurs fournies, exprimer tan(a) et
sin(zx)

tan(3) en fonction de z. La fonction tangente est définie sur l'intervalle ]0; g[ par tan(z) = @)
cos(z

. . . . ™
2» Montrer que la fonction tan est strictement croissante sur l'intervalle ]0; 5 [

by . ™ , L ,
3» L'angle AT'B admet une mesure « appartenant a l'intervalle ]O; 5[ résultat admis ici, que I'on peut

observer sur la figure. On admet que, pour tous réels a et b de l'intervalle ]O;g[, tan(a — b) =
tan(a) — tan(b) 5, 6x
1 + tan(a) x tan(b) x? + 765

4» L'angle AT B est maximum lorsque sa mesure «y est maximale. Montrer que cela correspond a un minimum
sur I'intervalle ]0; 50] de la fonction f définie par

. Montrer que tan(y) =

5» Montrer qu'il existe une unique valeur de x pour laquelle I'angle AT'B est maximum et déterminer cette
valeur de & au métre prés ainsi qu'une mesure de I'angle AT'B a 0,01 radian prés puis au degré prés.
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Correction de l'ex 1

1»

3

Famille des irréductibles

o

leur sinus est égal a J_r§

w
ol

N

) . ) T
Famille des irréductibles —

S

leur cosinus est égal a ii

Correction de l'ex 2

%

| | | | | | | |
t t

. . . T
Famille des irréductibles — :

ils se situent sur les « diagonales » (les
bissectrices des axes)

™

2

v

. T
Famille des — :

ils se situent sur les quatre points cardinaux

—47 _%W —3m _577T —2r _3m —m —

a» Pour tout z réel, comme cos est paire, f(—x) = 2 — cos(—x) = 2 — cos(x)

f(z), donc f est paire.

Par conséquent, son graphe est symétrique par rapport a |'axe des ordonnées (le morceau bleu donne le

morceau vert par symétrie).

b» Pour tout x réel, comme cos est 2w-périodique, f(x + 27) = 2 — cos(x + 27) = 2 — cos(x)

f (=),

donc f est 2m-périodique. Par conséquent, son graphe se répéte tous les intervalles de longueur 27,

177

Maths Tale Spé



Trigonométrie Corrections

en particulier le morceau entre —7 et m (en vert et bleu) est répété par translation horizontale (les

morceaux et violets).
2»

A

3 +4

2 +4

1+

—4ﬂ_ﬁ— _LLTF 2 _éi R 0z A s Yy 5,77 3 i 7r'
2 2 2 2=/t 2 2 2 2
34
a» Pour tout x réel, comme sin est impaire, g(—z) = 3sin(—z) = 3 x (—sin(z)) = —(3sin(x)) = —g(z),

donc g est impaire. Par conséquent, son graphe est symétrique par rapport a |'origine (le morceau bleu
donne le morceau vert par symétrie).

b» Pour tout x réel, comme sin est 2n-périodique, g(z +27) = 3sin(z + 27) = 3sin(x) = g(x), donc g est
2m-périodique. Par conséquent, son graphe se répéte tous les intervalles de longueur 27, en particulier
le morceau entre —m et 7 (en vert et bleu) est répété par translation horizontale (les morceaux
et violets).

Correction de I'ex 3

Rappelons que la parité de cos et |'imparité de sin donnent les relations cos(—z) = cos(z) et sin(—z) = — sin(x)
pour tout x réel. Ainsi, pour tout z réel :

1 —cos(—x) 1—cos(x)
> f(=w) = 2+ cos(—x) 2+ cos(z)

» g(—x) = sin(—x) cos(—
» h(—z) = 7sin( ) 7s1n ;C) =7 x [— sin (%)] = —T7sin (g) = —h(z) donc h est impaire.

ve " . x .
(Remarque : on a utilisé la relation d'imparité de sin avec 5 au lieu de x.)

= f(x) donc f est paire.

x) = —sin(z) cos(z) = —g(x) donc g est impaire.

Correction de lI'ex 4

Remarque : I'utilisation de crochets a la place de parenthéses facilite la lecture en évitant I'abondance de
parenthéses imbriquées dont |'appairage deviendrait difficile a suivre.

L’exercice ne demande pas de simplifier les expressions, mais  toutes fins utiles, la relation cos(z)? +sin(z)? = 1
peut se révéler utile. Rappelons que I'étape suivant le calcul de la dérivée est souvent |'étude de son signe, aussi
n'avoir que des cosinus ou que des sinus se révéle souvent utile (factorisation, polynémes en (co)sinus, ou tout
simplement une forme plus digeste a lire, ...).

a» On dérive a comme un quotient de deux fonctions dérivables :

[cos(z) — sin(z)] x [1 + cos(z)] — [sin(x) + cos(z)] x [—sin(z)]
[1+ cos(x)]?
cos(z) + cos(x)? — sin(z) — sin(x) cos(z) + sin(x)? + sin(z) cos(z)
[1+ cos(x)]?

a'(z) =

1 + cos(x) — sin(x)
[1+ cos(x)]?
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cos(z) .

b» On dérive b comme I'inverse d'une fonction dérivable : ¥/ (z) = —— @
sin(z

c» On dérive ¢ comme le quotient de deux fonctions dérivables :

_cos(z) x 2 —sin(z) x 2z xcos(x) — 2sin(x)

(z) = [42]2 - 23

d» On dérive d comme le quotient de deux fonctions dérivables :
, [1—sin(x)] x [3 + sin(z)] — [z + cos(z)] x cos(zx)
) [3 +sin(2)

_ 3 +sin(z) — 3sin(z) — sin(z)? — x cos(x) — cos(x)

[3 + sin(z)]?
_3- 2sin(x) — 1 — z cos(x)
[3 -+ sin(a)
_2- 2sin(z) —  cos(x)
[3 + sin(x)]?

2

e» On dérive e comme la composée de deux fonctions dérivables : ¢'(z) = 5x 3 cos(3x+12) = 15 cos(3x+12).

f» La fonction f est une composée de trois fonctions dérivables. Allons-y doucement : de l'intérieur vers
I'extérieur. L'expression v/1 + 22 se dérive en y/u, avec u(x) = 1 + 2%. La formule du cours menant a la

u 2z T

dérivée est ——, ici : = .

2\/u 2V1+ 22 V1 +22
Ensuite, on dérive la composée du cosinus et de la fonction précédente, avec la formule du cours : la dérivée
de cos(u) est donnée par —u’ x sin(u), ot cette fois-ci, u(z) = /1 + x2. Ainsi :

f(z) = —8 x \/% x sin(y/1 + z2)

g» On dérive g comme un produit de fonctions dérivables. Attention, a la composée par des fonctions affines
dans les deux facteurs :

g'(z) = 2sin(2z — 1) sin(5z + 3) + cos(2z — 1) x 5cos(5z + 3)
h» On dérive h comme la composée de trois fonctions dérivables :

W () 2 cos(2x) _ cos(2x)
24/4 +sin(2r)  4/4 + sin(2z)

i» On dérive i comme le produit de deux fonctions dérivables :
i'(x) = —sin(x) sin(z) + cos(z) cos(z) = —sin(z)? + cos(z)? = 2cos(x)? — 1
j» On dérive j comme le quotient de deux fonctions dérivables :

J(z) = cos(x) x [sin(z) + 2] — sin(z) x cos(z) _ cos(x) sin(z) + 2 cos(z) — sin(z) cos(z)

[sin(z) + 2]2 [sin(z) + 2]2

~ 2cos()
~ [sin(z) + 2]2

k» On rappelle la formule (u™)" = nu/u™"! :

K (z) = 3 cos(x)sin(x)? + cos(z) = 3cos(x)[1 — cos(x)?] + cos(z) = —3 cos(x)® + 4 cos(z)

— sin(x)

24/3 + cos(z)

[» On dérive £ comme la composée de fonctions dérivables : ¢'(z) =
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Correction de I'ex 5

Pour tout z réel, f'(x) = 1+ cos(z), puis f”(x) = —sin(z). On rappelle que sin est positive entre 0 et 7 et
négative entre 7 et 2. Ainsi, f”(x) < 0, donc f est concave.

Correction de I'ex 6

La fonction f : x — sin(xz) — x est continue et dérivable (comme somme de fonctions usuelles), de dérivée
f' i@ cos(z) — 1. Pour tout z € R, cos(x) < 1, donc f'(z) < 0; plus précisément, pour tout z €]0; 7|,
cos(z) < 1 donc f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur [0; 7]. Enfin, f(0) =0 > —1 > f(7) = —m,
donc d'aprés le théoréeme de la bijection continue/corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation
f(z) = —1 admet une unique solution « € [0;w]. Autrement dit I'équation sin(z) — 2 = —1 admet o comme
unique solution, par conséquent (E) : sin(z) = = — 1 également.

Par balayage a la calculatrice, on obtient I'encadrement 1,934 < o < 1,935.

Correction de I'ex 7
1» Comme cos est paire, pour tout z € R :

f(=x) = cos(2 x (—x)) — % = cos(—27) — % = cos(2z) — % = f(x)

donc f est paire.

2» Comme cos est 2m-périodique, pour tout z € R,
1 1 1
flz+7) =cos(2[z + 7]) — 3= cos(2z + 2m) — 3= cos(2x) — 5= f(z)

donc f est w-périodique.

. L. s , .
3» la fonction f est dérivable sur [0; 5] (comme somme et composée de telles fonctions), et pour tout x €

[0; g] f(x) = —2sin(2x).

Orzxe [O; g] donc 2z € [0; w] donc sin(2z) = 0 donc f'(x) < 0, donc f est décroissante sur [0; g]

4» On commence par représenter le morceau bleu, puis on |'étend en vert par parité qui induit une symétrie par
rapport a |'axe des abscisses, puis on I'étend par périodicité en répétant le motif élémentaire de longueur 7

™o .
(entre —3 et 5) en et violet.

_5m 27 _3m -7 —z 0 T ™ 3m 2 5m
2 2 2 . 2 2 2
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Correction de I'ex 8

1» Voir la correction de I'exercice 2 pour apprendre a retrouver les valeurs avec un cercle trigonométrique.

2 1 _
> COS (—;) =3 > COS <_5g> _ _? » cos (2km) =1

157
3 »cos|— | =0
»cos| — | = 6
2
3 V2 4nr 177 1
»cos| — | = —— »cos| —— | = »cos| — | ==
4 2 2 3 2

2» a» On commence par remarquer que deux angles ont pour cosinus —, & savoir i%. Ainsi, par 27-
périodicité de cos :
A
3
cos(3z) = g T
™ 6
3r = g + 2km ‘
<~ dkeZ:<ou 73 3
3x = —— + 2k T
T 27 |
= — +k— !
TR S
< dkeZ:{ou ' 6
m N k?ﬂ' !
= —— i
18 3

Ainsi, I'ensemble des solutions est :

™ 21
+— — 7
{_18+k3 ke }

2
(ce que, chez les grands, I'on note aussi i118 + %Z)

b» Suivant la question précédente, I'on imagine qu'il y aura deux cas, découlant de la parité du cosinus :

T+ — =3x— - + 2km
T T 3
cos(x+§)=cos(3x—§) — dkeZ:<ou
x—&-%*—(Sx—g)—l—Qkﬂ'
T m s %
—2r=——=——+2k = — —
T 5 3+ T T 12 km
< dkeZ:<{ou — dkeZ:<ou
T T T T
o = — — — + 2k = Z
TTg Tyt =91t

Donc I'ensemble des solutions est :

5 T T
{mkﬂ : keZ}u{MJer : keZ}

c» Un petit dessin nous permet cette fois-ci de nous rendre compte que la parité du cosinus ne crée pas
deux possibilités, car la valeur proposée se trouve exactement sur |'axe de symétrie.
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3»

d»

ar

cos (Qx — E) =—1 T

2
— 3keZ:2— =m+2kn -1 /\

— E”{}EZ:QCE:%R—-FQIC?T

— HkEZ:x:?%—i-kw

Ainsi,
cos(?x—g)z—l <:>E|keZ:2x—g=7r+2k7r

— erZ:Qx:?%T—f—er @erZ:x:%Tﬂ—l-lm

Ainsi, I'ensemble des solutions est {?Zr +km : ke Z}.

La situation est la méme que la question précédente :

COS(W*%)I*I <:>Elk€Z:7rf§=7r+2k7r
— dkeZ:x=—4knw «—3dkeZ:xz=4kn

(Remarque : on a, en quelque sorte, effectué un changement de variable, car k est entier si, et seulement
si —k l'est. Cela simplifie I'écriture.)
Ainsi, I'ensemble des solutions est {4kw : k € Z}, ce que I'on notera 477 quand on sera grand.

On procéde d’'abord graphiquement :

2
Soit x € R une solution de sin(z) < g D’aprés

le schéma ci-contre, —

e [0:2] o [ Eion 7
xT 41 \ 4, T

Pour obtenir toutes les solutions réelles, il faut et o
il suffit de translater ces intervalles de 2. Il s’agit
maintenant de trouver le bon jeu de translations
qui permet d’obtenir la partie contenue dans [0; 7.
Il est bon de se représenter les intervalles solutions
et leurs translatés sur la droite réelle avec une sub-
division adaptée au probléme :

—2m

—2m =77 0 T 21

Cette représentation permet ainsi de voir que, de toutes les solutions réelles, les seules qui tombent dans

3
I'intervalle [0; 7| sont celles de I'ensemble S = [0; %[ v ]I;w].

Maths Tale Spé 182



Corrections Trigonométrie

b» On procéde d'abord graphiquement : on choisit les mesures d'angles adaptées a la situation (bien que
I'on puisse toujours se ramener au bon intervalle par translations a posteriori).
Soit « € R une solution de :

. ( i 71') - 1 A
sin | & — —=
6 2

Par lecture graphique sur la figure ci-

contre :
n T Tm 11w 0
T+ =€ |—; >
6 6 6 2m
om T s 117
™ O N T
donc, en soustrayant g A bornes de 6 6 1 6 6
2

chaque intervalle,

6 107 5
rTE |—;— = |7 —
6 6 3

Cette écriture est déja contenue dans [0; 2], donc les translations éventuelles nous méneraient au-dela
de cet intervalle : ainsi, I'ensemble des solutions est directement celui trouvé précédemment.

. . . 1
c» Avant toute chose, on remarque que I'inéquation 1 + 2cos(z) > 0 est équivalente a cos(z) > ——.

On procéde d’abord graphiquement. Notez que cette fois-ci, on ne va plus lire les angles de 0 & 27
(autrement dit en partant du pole est du cercle trigonométrique), mais de —m a = (autrement dit en
partant du pole ouest).

Soit # € R une solution de : 2m ,

1 3
cos(z) > ~5

Par lecture graphique sur la figure ci-contre :

Cette écriture est déja contenue dans [—m; 7],
donc les translations éventuelles nous méneraient
au-dela de cet intervalle : ainsi, I'ensemble des so- 2m

lutions est directement celui-ci. 3

8
m
| S
| .
|5
wo| ¥
| —
|
3
|
DN |
y

y . . 2 ,

d» Avant tout, I'inéquation /2 — 2cos(z) > 0 est équivalente a cos(z) < g On procéde d'abord
graphiquement, en choisissant des mesures d'angle INadaptées a la situation (comme ca vous allez voir
comment rattraper le coup a posteriori ).

Soit # € R une solution de :

7
2 LT
cos(z) < g 4

Par lecture graphique sur la figure ci-contre :

|
|
|
:
|
xerﬁ[ 5T Jon
5 1
|
|
|
!

44

Or cette écriture n'est pas satisfaisante car non
contenue dans [—m;7[ : il y a un morceau a droite T
qui dépasse. On le fait revenir a gauche du domaine 'q
en le décalant de —27 :

183
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—27

Ainsi, I'ensemble des solutions est :

Correction de I'ex 9

Remarque : en toute rigueur, pour les trois premiéres questions, il faudrait utiliser les formules du cours avec les «
+2k7 », puis utilisant la contrainte selon laquelle « € [—; 7], on trouverait les seules valeurs de k satisfaisantes.
Ici, on se contentera de citer les angles remarquables; un petit dessin du cercle trigonométrique associé
constituera, en supplément de la rédaction, une justification satisfaisante.

Les deux questions suivantes ne relevant pas directement d'angles remarquables, la rédaction compléte est
nécessaire.

A\ Tracer les courbes associées aux deux membres de I'équation est une excellente idée, pour savoir a I'avance le
nombre de solutions que I'on est censé trouver. Attention cependant, la calculatrice n'est pas une justification !

1 % -2
1» Pour tout z € R, 2sin(z) +1 = 0 < sin(x) = —3 Cela correspond aux angles remarquables —% et 37T,
qui sont dans |'intervalle voulu.
V3 T
2» Pour tout 7 € R, 2cos(z) + /3 = 0 < cos(x) = -5 Cela correspond aux angles remarquables ig, qui
sont dans l'intervalle voulu.
1
cos(z) = 3
1
3» Pour tout z réel, 4cos(z)? — 1 = 0 < cos(x)? = 7= ou . Le premier cas correspond aux
1
cos(z) = —=
() = —

angles remarquables iz, le second aux angles remarquables i%. Ces quatre nombres sont dans I'intervalle
voulu, ce sont donc les solutions recherchées.
9% =z + Z + 2%
4» Pour tout x réel, cos(2z) = cos (w + %) < 3JkeZ:{ou

2x:—<x+g)+2lm

Aprés simplification, le premier cas donne z = Z + 2km. Or:

—TS<ITST
donc —7T<£+2]€7T<71’
1
donc —1<Z+2k<1 (car m > 0)
puis —1,25<2k<0,75
et finalement —0,625 <k < 0,325 (car 2 > 0)

Or k est entier, et le seul entier satisfaisant ces inégalités est k = 0. Cela donne x = o dui. apres vérification,
satisfait I"équation.
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5»

. 2
Passons au second cas : aprés simplification, on a z = —112 + k% Or:
—T<T<T
2
donc —7r<—1+k£<7r
12 3
donc 1< 1+2<1 (car ™ > 0)
nc —1<—-—— - < r
1273 .
1 13 2
is — —<k<— 2 >0
puis 5 5 (car 3 )
Or k est entier, et les seuls entiers satisfaisant ces inégalités sont k = —1, k = 0 et £k = 1. Cela donne
T _2m om T et T + 2r _Tm i, aprés vérification, satisfont I'équation
r=-——"" —"=——=>7,T =——= r = —— — = —, qul, Verir | , | uati .
12 3 3 12 1273 "1 AP .
T 97 T T
Ainsi, I ble d lutions de cette équati t————— —— r.
insi, I'ensemble des solutions de cette équation es {4, RETL 12}

™ ™

Pour tout x réel, sin (330 + %) = sin (q: — %) < 3JkeZ:<{ou
3x+%:7r— (m—%) + 2km

. e . 5% 5m

Aprés simplification, le premier cas donne = = 51 +km. Or —m < x < 7, donc —7 < ~51 + kr <,
5 19 29
donc —1 < 51 +k <1 (car m > 0), puis ~51 < k < = . Or k est entier, et les seuls entiers satisfaisant
5 19 —
ces inégalités sont k = 0 et kK = 1. Cela donne x = —% etz = —% +T = 2—2 qui, aprés vérification,
satisfont |'équation.
— 11 11
Passons au second cas : aprés simplification, onaz = Tg—f—kzg Or —m <z < donc—7 < 4—5—&—1@% <,
11 1 118 74

donc —1 < 18 + §k < 1 (car m > 0), puis (—2,46 ~) — Ty <k < @(% 1,54). Or k est entier, et

. o S A 37m  13m 11w 357 )
les seuls entiers satisfaisant ces inégalités sont {—2; —1;0;1}. Cela donne { TR TRTE 48} qui,

aprés vérification, satisfont I'équation.

247 247 487 487 487 48 |’

Ainsi, I'ensemble des solutions de cette équation est {

Soit # € R, posons u = cos(z). Alors 2 cos?(x) + cos(z) — 1 = 0 < 2u? + u — 1. Le discriminant de ce
—-1-3 —-1+4+3 1
trinéme du second degré est A = 12 —4x2x (—1) = 9 = 32, donc u = T = louu= 4+ =3

. 1 s .
Ainsi, cos(xz) = 1 ou cos(z) = 3 Cela correspond aux angles remarquables z = +7 et = ig, qui sont

. . . T
dans l'intervalle voulu. Ainsi, |'ensemble des solutions est {— + ig}
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Correction de I'ex 10

1»

3»

V2

Pour tout x réel, 2sin(z) + /2 < 0 < sin(z) < -

Soit z € R une solution de I'inéquation. D'aprés le
schéma ci-contre,

c St Tm
T —
4 4

et cet intervalle est déja dans la plage recherchée.

Pour tout = réel, 2 cos(z) — /3 < 0 < cos(r) <

SES

Soit = € R une solution de I'inéquation. D'aprés le
schéma ci-contre,

T 1lxw
re|—;
6" 6

et cet intervalle est déja dans la plage recherchée.

1
Pour tout z réel, 2sin(z) + 1 > 0 < sin(z) > —3

Soit « € R une solution de |'inéquation. D'aprés le
schéma ci-contre,

T 117
. .~)7
xe[(),(j]u{(;._}

et cet intervalle est déja dans la plage recherchée.

Pour tout z réel, ﬁcos(x) > 1< cos(z) > —= =

V2

Soit = € R une solution de |'inéquation. D'apres le
schéma ci-contre,

T T
0:7[ —: 21
vefo” U} 1 ]

et cet intervalle est déja dans la plage recherchée.

~

1 V2
R

WA

>3

dh
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Correction de l'ex 11

Soit f : & +— cos(z) — x définie sur [0;1]. Elle y est dérivable comme somme de telles fonctions, et sa

dérivée est ' : x — —sin(z) — 1 qui est strictement négative sur |0; 1| car pour tout réel 2 dudit intervalle,

|sin(z)| < 1. Ainsi, f est strictement décroissante sur [0; 1]. Par ailleurs, f est continue sur [0; 1] car dérivable,

et f(1) <0< f(0) (note: f(1) =cos(l) —1 < 0 carle[0;7/2] et cos est comprise entre 0 et 1 sur cet
=1

intervalle), donc d'aprés le théoréme de la bijection continue, I'équation f(x) = 0 admet une unique solution.

Cette équation est équivalente a (E).

Par balayage a la calculatrice, on trouve que la solution est entre 0, 739 et 0, 740.

Fun fact : cette constante est appelée « Nombre de Dottie ». Elle correspond également a la limite d’une suite

vérifiant la relation de récurrence u, 11 = cos(uy,).

Correction de I'ex 12

1» Pour tout z € R,
2cos(x +2m) + 1 2cos(x) +1
fla+om = szt am il destn) b1 _ p,

2 + cos(z + 2m) 2 + cos(x)

par 2m-périodicité de cos.

2» Pour tout z € R,
fl—z) = 2cos(—z) + 1 _ 2cos(z) +1 - )

2 + cos(—x) 2 + cos(x)

par parité de cos.

3» Par 2m-périodicité, il suffit d'étudier f sur un intervalle de longueur 27, par exemple [—m;7|. Par parité,
il suffit d'étudier f sur la partie positive d’un intervalle symétrique autour de 0 : en conclusion, il suffit
d'étudier f sur I = [0;~].

4» Soit x € I. La fonction f est dérivable en & (comme somme et quotient de telles fonctions, sachant que
cos(z) = —1 donc 2 + cos(z) = 1 > 0 et donc le dénominateur ne s'annule pas), et :

—2sin(z)[2 + cos(x)] — [2cos(z) + 1] x [— sin(x)] —3sin(x)

f'(x) = [2 + cos(x)]? N [2 + cos(z)]?

Le carré d'un réel étant toujours positif, le signe de f'(x) est I'opposé de celui de sin(z). Or sin(x) est
strictement positif quel que soit  €]0;7[, donc f'(xz) < 0, donc f est strictement décroissante sur I. Par
ailleurs, f(0) =1et f(m) = —1.

5» La fonction f est continue sur I comme somme et quotient (de dénominateur non nul) de telles fonction, et
d’'aprés la question précédente, f est strictement monotone sur I et f(pi) < 0 < f(0). D'apres le théoréme
de la bijection continue (ou le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires), I'équation f(x) = 0 admet
une unique solution, que I'on note . Par balayage a la calculatrice, on trouve a ~ 2,094.

Correction de I'ex 13
. ™ ..
Soit f: x — 3cos (2m + Z) définie sur RR.

1» Par 27-périodicité de cos, pour tout z € R,

f(x +m) = 3cos (2(x+7r) + %) = 3cos ((Qm—i- %) +27r) = 3cos (233+ %) = f(x)

2» Pour tout y € R, |cos(y)| < 1, donc |3cos(y)| < 3. Pour y = 2z + % ol z est un réel quelconque, on
obtient | f(z)| < 3.
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3» La fonction f est dérivable sur R comme composée de telles fonctions, et pour tout x € IR,

() =3 x2x [—sin (290 + 2)] = —6sin (2:1: + %)

. w7 C e , : . o .
4» Soitz € [—8; 8]' Alors (les justifications des affirmations suivantes sont laissées en exercice au lecteur) :

7
2z € [Z, I] puis 2z + % € [0; 27]

Or, pour tout y € [0;27], sin(y) = 0 < y € [0;7], et :

. L. T 3T . . 3t Im
Ainsi, f est décroissante sur —§;§ puis croissante sur §’§ .

5» Note : la meilleure présentation pour cet exercice serait de tracer un tableau de variations, mais moi, j'ai la
flemme de le taper I3, maintenant...

D’'aprés la question précédente, f admet en 3 un minimum valant :

f<387r>—3cos<2><387r+2)—3cos(52>—3x<—\g§)——3\2/§

6> Le nombre dérivé de f en g est :

(T — _gsi TomTYZ gsin(ZF) = =
f (8) 6sm(2>< 8+4) 651n<2) 6
,. ™

leagedegparfest:

f(g)=3cos<2xg+%)=3cos<g>=0

N .7 ) .
La tangente a la courbe de f au point d'abscisse 3 a pour équation :

Tw/sry=f’(%) (x—%>+f<%>

Correction de I'ex 14
1» Ona:
T us
Iy = J e 0% sin(z) do = J sin(z) da = [— cos(z)]y = — cos(m) + cos(0) = 2
0 0
2» a» Soit n un entier naturel. Pour tout = € [0; 7], e™"® > 0 et sin(x) > 0, donc I'intégrande est positive :
par positivité de l'intégrale, I,, = 0.
b» Soit n un entier naturel. Pour tout z € [0; 7], —(n+1) < —n donc —(n+ 1)z < —na (car z est positif)
donc e~ (1% < e~ (car la fonction exponentielle est croissante), donc e~ ("* 1 sin(x) < =" sin(z)
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s us
(car sin(x) = 0), donc J e~ (D% gin(z) da < f e~ " sin(z) dx (par croissance de I'intégrale), donc
0 0
I,v1 <1, donc I,y —1I,<0.
c» D’aprés la question a», (I,) est minorée par 0. D'aprés la question b», (I,,) est décroissante. D’aprés le
théoreme de al limite monotone, (I,,) converge.
3» a» Soit n un entier naturel. Pour tout x € [0; 7], sin(z) < 1, donc e ™ sin(z) < e™™ x 1 (car e™"™* est
us s us
positif), donc J e " sin(x) da < J e~ " dx par croissance de l'intégrale, donc I, < | ™" dax.
0 0 0
b» Soit n > 1 un entier naturel. On a :
™ e~ nT ™ e~ nT e—nXO 1 —e N7
j e " dx = = - =
0 -n |, -n -n n
1—e
c» Pour commencer, lim —nm = —oo donc lim e ™" = 0. Par somme et quotient, lim ——— =
n——+0o0 n——+0o0 n—-+0o0 n
™ 1—e
0. Or d'aprés ce qui précéde, pour tout n > 1 entier naturel, 0 < I, < f e der = —— :
O n
d'apres le théoréme des gendarmes, lim [, = 0.
n— -+
4» a» Soit n = 1 un entier naturel. D'une part :
s
us s
I, = f e " xsin(z) de = | e x (—cos(x)) —f —ne " x (—cos(x)) dz
0 u u 0 ’
v’ v 0 u v
s
= —e " cos(m) +e "% cos(0) + nf e " cos(z) dzx
0
=1+e ™ —nJ,
D’'autre part :
s
™ e—nm g e—nw
I, = f e " xsin(z) dz = x sin(x) —J x cos(z) dx
—_— -n N —n N
0 u’ v ~—— v OW—’ o
u 0 u
e N eanO 1 U
= sin(rm) — sin(0) + *J e " cos(r) dx
-n -n nJo
1 1
=0—-0+—J,=—J,
n n
b» Soit n > 1 entier naturel. D'aprés la deuxiéme relation de question précédente, J,, = nl,. En injectant
ceci dans la premiére relation, on obtient :
. . 14+e™7
I,=1+e " —n?I, ce qui devient I, = ———
n?+1
5» D'aprés la question précédente,
1 from math import *
2 def seuil():
3 n=20
4 I=2
5 while I >= 0.1:
6 n = ntl
7 I = (1+exp(-n*pi))/(n*n+1)
8 return n
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Correction de I'ex 15

Sur I'intervalle [0; 27], I'équation sin(z) = 0,1 admet deux solutions. Pour le voir, tracez un cercle trigonomé-
trique, et une barre a 0, 1. Faites le tour du cercle : vous ne franchirez la barre que deux fois, exactement.

Correction de I'ex 16

1» Soit y = k € R une solution constante de (Ey). Alors ' = 0, or ¢y = y donc y = 0, donc k = 0.
Réciproquement, la fonction nulle satisfait (Ep) : c'est donc bien I'unique fonction constante qui en est
solution.

2» L'équation (Ej) est de la forme y = ay avec a = 1, I'ensemble de ses solutions est {Ce!* : C' e R}.
3» Pour tout z € R,

h'(z) = —2sin(z) + cos(z) = (2cos(x) + sin(z)) — cos(x) — 3sin(x) = h(z) — cos(z) — 3sin(z)

Donc h est solution de (E).

4» Supposons f solution de (E). Alors f'(x) — h'(z) = [f(z) — cos(x) — 3sin(z)] — [h(z) — cos(z) — 3sin(z)]
(car f et h sont solutions de (F)) = f(z) — h(x) donc (f —h) = (f — h) donc f — h est solution de (Ey).

)
Réciproquement, supposons f — h solution de (Ep). Alors pour tout 2 € R, f'(x) — W/ (z) = f(z) — h(z),
donc, comme h est solution de (E) :

f(x) = f(z) + W (x) — h(z) = f(z) + h(z) — cos(x) — 3sin(x) — h(x) = f(z) — cos(x) — 3sin(z)

donc f est solution de (E).

5» Soit f une solution de (E). D'aprés la question précédente, f — h est solution de (Ey). D'aprés la question
2», il existe C' € R telle que f(x) — h(x) = Ce”. Donc :

f(z) = h(x) + Ce® = 2cos(x) + sin(x) + Ce”
On veérifie réciproquement qu'une telle fonction est solution de (E). Ainsi,
S(E) = {2cos(x) + sin(x) + Ce” : CeR}

6» Soit g I'unique solution de (E) telle que g(0) = 0. D’aprés la question précédente, il existe C € R telle que
pour tout z € R, g(x) = 2 cos(z) + sin(x) + Ce”. En particulier,

0=g(0) =2cos(0) +sin(0) + Ce" =2+C  donc C=-2

Donc pour tout z € R, g(x) = 2cos(z) + sin(z) — 2e”

7» D’apres ce qui précéde,
/2 /2 /2
J [—2e® + sin(x) + 2cos(z)] dx = J- g(z) dr = J g () + cos(x) + 3sin(z) dz
0 0 0

car g est solution de (E) donc ¢’'(z) = g(x) — cos(z) — 3sin(x). Or g est une primitive de ¢’, donc, par
linéarité de I'intégrale :

/2
Jo g () + cos(x) + 3sin(z) dz

/2 /2
:J g'(z) dz + J cos(z) + 3sin(z) dz

0 0
= [g(x)]g/2 + [sin(x) — 3008(1‘)]3/2
=g (g) —g(0) + sin (g) — 3cos (g) — (sin(0) — 3 cos(0))
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— 2¢™/2 +sm<2) +2005(72r) — (—2¢" +sin(0) +2cos(0)) +1-0—0+3

=—2"24+14+0+2-0-2+4
— 272 4+ 5

Correction de I'ex 17
1» Pour tout z réel, f(z + 0) = f(z).
2» Soit x € R.
f@+ Ty +T2) = f((x+T1) + T2) = f(z +T1) = f(2)

(la premiére égalité fait appel a la Ty-périodicité de f, la seconde a sa T-périodicité)

3» Soit z € R.
fla)=f(z-T1)+Th) = f(z - Th)

par T7-périodicité.

4» Soit € R. Pour n € IN, on note HR,, : « f est nT-périodique ».

La premiére question donne l'initialisation. Si n € IN est tel que HR,, est vraie, alors f est nT-périodique,
mais également T' périodique par hypothése, donc nT + T = (n + 1)T-périodique d'aprés la deuxiéme
question. Sous ces hypothéses, HR 1 est vrai. En vertu du principe de récurrence, HR,, est vraie pour
tout rang n € IN. D’aprés la troisieme question, pour tout n € IN, f est —nT périodique. En rassemblant
tous ces éléments, on montre la propriété recherchée.

Correction de I'ex 18
1» Pour tout z € R, id'(z) = 1.
2» La dérivabilité étant supposée valide,

(sin o arcsin)’(z) = arcsin’(z) x sin’(arcsin(z)) = arcsin’(x) x cos(arcsin(z))
) =

id'(2) = 1

T . .

3» Pour tout y € [75,5] cos(y) = 0, or cos(y)? + sin(y)? = 1 donc cos(y)? = 1 — sin(y)? donc
cos(y) = 4/cos(y)? = 4/1 — sin(y)?2

4» Soit x €] —1;1].

d’aprés la question précédente : arcsin’(z) x cos(arcsin(x)

1 = arcsin’(x) x cosoarcsin(x) = arcsin’(x) x cos(y) = arcsin’(z) x 4/1 — sin(y)?2
= arcsin’(z) x 4/1 — sin(arcsin(z))2? = arcsin’(z) x /1 — 2
1
V1—a?

5» La dérivabilité étant supposée valide,

Donc arcsin’(z) =

(cosoarccos)’(z) = arccos’(z) x cos’(arccos(x)) = — arccos’(z) x sin(arccos(z))

d'aprés la question précédente : — arccos’(z) x sin(arccos(z)) = id’(z) = 1
Pour tout y € [0; ], sm(y) > 0, or cos(y)? + sin(y)? = 1 donc sin(y)? = 1 — cos(y)? donc sin(y) =
/sin(y)? = 4/1 — cos(y

Soit x e] —1;1].

1 = —arccos’(z) x sinoarccos(z) = — arccos’ () x sin(y) = — arccos’(x) x /1 — sin(y)?2
= —arccos'(x) x 4/1 — sin(arcsin(z))2 = — arccos’(z) x /1 — 22
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-1

6> La dérivabilité étant supposée valide,

Donc arccos’(z) =

(tanoarctan)’(z) = arctan’(z) x tan’(arctan(z)) = arctan’(x) x (1+tan(arctan(z))? = arctan’(z)x (14z?)

—_

Or pour tout z € R, 1 + 2% > 0 donc arctan’(z) =

»—\+

] D’ apres les deux premiéres questions, elle est

1
7» Soit f : & — arcsin(z) 4 arccos(z) définie sur [—1;
) = arcsin’(x) + arccos’(z) = 0. Comme | —1; 1] est

dérivable sur ] —1; 1], et pour tout z € | — 1;1[, f'(z
un intervalle, on en déduit que f est constante. Or f(0) = arcsin(0) + arccos(0) = 0 + 5= 5 donc f

™ . . ™ . »
est constante égale a 5 autrement dit Vo €] — 1;1[, arcsin(z) + arccos(z) = 5 Cette relation s'étend

a [—1;1] car arcsin(1) = g arccos(1l) = 0, arcsin(—1) = fg et arccos(—1) = 7.

Correction de I'ex 19

1» Le triangle ET A est rectangle en E, donc tan(a) =

EA 25
(a%;) -5 - o Le triangle ET B est rectangle

EB 30, 6
en E, donc tan(pB) = c;zp T
j x

. . . T
2» La fonction tan est dérivable sur l'intervalle ]0; 5[

(comme quotient de telles fonctions de dénomina-
teur qui ne s'annule pas — attention a ce dernier

point !). Pour tout z € ]O; g [

cos(x) cos(x) — sin(z) x [—sin(x)]
cos(x)?
cos(z)? + sin(z)? 1

- cos(x)? - cos(z)? =0

tan’(x) =

. . ™
donc tan est strictement croissante sur ]O; ) [

3» Comme v = 8 + a, d'aprés la formule donnée par |'énoncé dont on admet les hypothéses,

® @ 306 _ 2D 5.6 5 6
tan — tan(a z . T

t =t — = = T _ z = ’
an(y) = tan(8 — «) 1+ tan(a) x tan(g) 11 2 x 208 ZLT6 T 12 4765

4» Remarquons que pour tout z €]0;50],

1 2 + 765 1 22 + 765 1( 765) 1

tan(y) 5,6z 56 x 5,6

Or tan(vy) est maximale si, et seulement si son inverse est minimal; ainsi maximiser tan(vy) revient a

minimiser f (le facteur 56 étant positif, il n'a pas d'influence sur les variations).

b

765
5» La fonction f est dérivable (comme somme et produit), et pour tout z €]0;50], f'(z) =1 — —-. De I3,
.’L'

765
f’(x)>0<:>1——2>0<:>x2>765(:>$>\/765
x
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(attention, la derniére équivalence est vraie uniquement par ce que z est une longueur, donc une quantité
positive.)
Ainsi, f est décroissante sur ]0;+/765] puis croissante sur [4/765;50]; en particulier, elle admet un mini-
mum en 4/765, valant f(+/765) = 24/765.

: N 5,6 5,6
D'apreés les calculs de la question précédente, pour x minimisant f, tan(y) = = est la

F(V765)  24/765

valeur maximale de ~.

Enfin, tan étant une fonction strictement croissante d'aprés la question 2», maximiser tan(y) revient a
maximiser . Ainsi, la valeur maximale de ~y est :

5,6
= arcta . ~ 0,10 rad ~ 6°
7 ' n<2\/765)
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Mathématiques

Terminale spécialité — Corrections

La série « Mathématiques — Terminale spécialité » est composée de quatre ouvrages :

» Cours complet est une version enrichie du cours, avec des remarques supplémentaires et
toutes les démonstrations, qu’elles soient exigibles par le programme ou bien au-dela de
sa portée, tout en restant abordables pour quiconque peut faire preuve de suffisamment
de motivation et de patience. Cette version a été écrite avec plusieurs objectifs en téte.
Permettre aux absents et absentes de rattraper le cours sans trop de pertes. Donner 3 celles
et ceux qui souhaitent s'avancer, notamment pour le Grand Oral, suffisamment de matériel
pour le faire en autonomie. Satisfaire I'appétit des esprits les plus gourmands, en culture
comme en technique. Donner un apercu de ce que sont les mathématiques dans le supérieur
— et a ce titre rester une ressource pertinente plusieurs années aprés la terminale —.

» Squelette de cours est, comme son nom le suggére, une extraction de la version compléte,
qui ne contient que les essentiels du cours parfois & compléter, et les exercices. Il n'y a pas
les demonstrations ni les détails supplémentaires. Cet élagage a pour objectif de créer un
support de cours a la fois synthétique et fourni, afin d'optimiser la prise de notes en classe.

» Extras est une complément au Cours complet, avec des approfondissements, des points
culture supplémentaires, et des annexes contenant des rappels « éclairés » (des notions
vues les années passées, agrémentées de démonstrations permettant une compréhension
plus profonde) et des outils qui ne sont pas ou plus au programme, mais qui peuvent rester
utiles, notamment pour le Grand Oral.

» Corrections rassemble tous les exercices présents dans les feuilles de fin de chapitre, ainsi
que leur correction plus ou moins rédigée. Il s'agit d'un support d'aide pour le travail en
autonomie, aussi certains exercices ne bénéficient que d'éléments de correction. Voir la
préface du manuel en question pour plus d'explications.

Cours complet (et Squelette de cours par conséquent) regroupe tous les cours et exercices
dispensés lors de I'année de terminale, en spécialité mathématique. Les chapitres sont ordonnés
selon une progression arbitraire, qui n'est pas la seule envisageable.

Cours & illustrations réalisés par E. Suong
Les exercices sont issus de sources multiples. Pour tout ajout de référence, adaptation ou
retrait, merci de me contacter.

Des outils d'intelligence artificielle ont été utilisés pour assister la rédaction de certaines
corrections.
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