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MPSI

Deux éléves de MPSI rendent leur premier devoir maison d’informatique,
dactylographié. L’un des deux contenant des formules mathématiques fort bien
présentées, leur professeur leur demande si celles-ci ont été tapées avec "LaTeX".
Affirmant que non, n’en connaissant rien, leur professeur débute une apologie de
I4TEX. Eblouis et fascinés par ce discours, ils décident d’apprendre ce langage
merveilleux. Au fil de leur apprentissage, le monde de sciences qui les entoure
se révele étre gouverné par BTEX ! Chaque document qu’ils manipulent — leurs
cours de mathématiques plus particuliérement — sont générés grace a IMTEX.
Pour parfaire leur maitrise du langage, en I'alliant & 1'utile, ils décident de taper
leurs questions de cours de kholle de mathématiques.

Ce livre est donc un recueil de démonstrations et autres exercices-type du pro-
gramme de MPSI, qui auront torturé leurs esprits chaque semaine, accompagnés
des diverses méthodes qu’ils doivent maitriser.

Ce livre se présente par-dessus tout comme ’aboutissement d’un long projet, le
projet de toute une année.

Au-dela, il forme un ensemble de potentiels exercices — chaque démonstration
formant en soi un exercice, puisqu’elles nous ont été soumises en kholle, & nous,
éléves auteurs de ce livre et camarades — a donner en khélle ou pour s’exercer.

Durant 1’écriture de ce chef-d’ceuvre (rivalisant sans nul doute avec les plus
grands!), la question de son utilité nous a été posée maintes et maintes fois...
Alors voila notre réponse :

Pour les étudiants : Ce livre permet de passer en revue les démonstra-
tions exigibles au concours, ainsi que les méthodes, plans d’étude et autres
outils permettant de mener la résolution de nombre de problémes!

Dans la vie de tous les jours : Quoi de mieux pour briller en soirée! Ce
ne sont que des "circonvolutions autour d’une porte ouverte"! (dédicace
a notre professeur de maths préféré)

Pour les étudiants (bis) : Les éléves de premiére année peuvent voir ce
livre comme un support pour le travail des kholles, un complément pour
lapprentissage, la maitrise ou la révision de leurs cours (sans s’y substi-
tuer pour autant!).

Pour nous, auteurs : Quelle meilleure occasion pour travailler WTEX ! A
mon humble avis, pour apprendre un langage de programmation — de
surcroit dans un domaine précis — tout ce qu’il faut c’est un cours syn-
thétique et beaucoup de pratique réguliére. Ce livre — dont au début,
disons-le, I'idée ne nous a jamais effleuré ’esprit — était le projet parfait
A mener !

Pour les khoélleurs : Modestement, nous ne prétendons pas compléter leur
savoir, déja infini, non; cependant s’ils cherchent l'inspiration pour un
exercice — chaque démonstration se donnant possiblement & lire comme
exercice en soi — ils peuvent feuilleter cette magnifique banque de dé-
monstrations et exercices-type de MPSI!

Dans la vie de tous les jours (bis) : Selon le meuble, ce livre a la bonne
épaisseur pour faire une cale.
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Pour nous, auteurs (bis) : Cela nous a, en premier lieu, permis de tra-
vailler nos kholles! (cela vaut également pour les relecteurs, que je remer-
cie chaudement ici, en plus du paragraphe de remerciement ci-dessous.)

Voila donc ce qu’il en est de notre réponse.

Remerciements : nous remercions

— M. Sartre, pour nous avoir permis de découvrir ITEX (avant 'heure,
disons-le), ses précieux conseils et ses connaissances sans limites; (on
vous admire, Monsieur ! mais ce n’est pas 'objet de ce livre-ci)

— M. Pazat, pour ses merveilleux cours, si fascinants et passionnants que
l'on ne peut plus s’en passer aprés y avoir gotté. Merci aussi de nous
avoir laissé faire ce livre! (On vous admire tout autant, Monsieur ! mais
ce n’est toujours pas l'objet de ce livre-ci)

— Nos kholleurs, oui, méme si vous avez généré beaucoup de souffrance,
vous nous avez permis de bien progresser ;

— Michaux Matéo, Traversié Thomas, Guivarch Tobias, Soula Benoit, pour
I’aide & la relecture de cet ouvrage, et leur investissement sans faille : la
qualité que ce livre a atteinte aurait été inimaginable sans vous. Nous ne
le dirons ni ne ’écrirons jamais assez : merci encore et encore!

— Donias Orlane, & qui nous devons la magnifique illustration en quatriéme
de couverture !

Remerciements spéciaux :

— De Ewan pour Luc : merci d’avoir mené ce projet avec moi, si éreintant
a-t-il pu étre! La symbiose de deux esprits & la recherche d’un but unique
est, & mes yeux, une des choses les plus belles.

— De Luc pour Ewan : Initier un projet fou est une chose, le mener a son
terme en est une autre — et autrement plus impressionnante ! Merci & toi
pour ta patience et ta persévérance, sans lesquelles cet ouvrage n’aurait
sans doute jamais dépassé le stade de 1’ébauche.

Pour terminer, voici un petit message spécial pour vous, lecteurs : merci
mille fois de permettre & ce livre d’exister — qu’est-ce qu’un livre sans lecteurs,
nous vous le demandons! — et merci pour l'accueil si particulier que vous lui
avez réservé, qui nous a beaucoup touché.

N’hésitez pas a vous servir des espaces libres de chaque page pour prendre des
notes ou compléter des passages vagues, ou a ajouter vos propres exercices !

Si vous repérez ce qui vous semble étre une erreur de nature quelconque, indi-
quez dans la marge (entre vos démonstrations personnelles) les raisons de votre
initiative, et poursuivez votre lecture en conséquence.

Gardez aussi a 'esprit :

Y(livrey, livreg) € (Maths)?, livre; # livrey = tlirf connaissances(t) = 400
— 400
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Chapitre 1

Complexes

1.1 Inégalité triangulaire dans C

A (21,22) € GQ’
|Zl + 22| < |Zl| + |ZQ|
JANeRT 121 = A\2o
|21 + 22| = |21| + |22] < { ou
3)\6]R+:22:>\21
Lemme : Vz € C, Re(z) < |7
Soit z e C
Notons z = a + ib avec (a,b) € R?
0<b® (carbeR)
—ad’<ad®+V?
— Va2 <+/a? + b2 (cart > /test croissante sur R™)

= a < a] < [2]
= | Re(z) < |#|
Preuve : Soient z; et zo dans C.

lz1 + 22|® = (|21 + |22])? = (21 + 22) (21 + 22) — (J21]? + | 22| + 2|21 |22])

= 2121 + 2122 + 2221 +2922
——

=z122
— 217 — 27 — 2|z |2
——
[z2]
= 2Re(z173) — 2|2122] < 0 (d’apres le lemme)

— |21 + 22|* < (|21] + [22])?
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CHAPITRE 1. COMPLEXES MPSI

= Va1 + 2 < V/(la] + [z])?
(par croissance de la fonction racine carrée)

= [|z1 + 22| < ||21] + |22]]

=>‘ |21 4+ 22| < |21] + |22] ‘ (car positifs)

1.2 Formule de Moivre

VOeR,YneZ, ()" = e

Soit € R
— Montrons par récurrence simple Vn € IN,P(n) : (

P(0) car (€¥)0 =1 = ¢¥x0
Soit n € IN, supposons P(n).

ezﬂ)n — einG

(eiG)n+1 _ eiG(eiG)n
_ eiéeinG (P(n))
_ ei(0+n9)

— Soit n € Z~ , donc —n € IN et d’aprés le point précédent :

. . 1 1 ; ;
(619)—71 _ e—lnﬁ - (ew)n _ eing - (ezQ)n _ eme

(d’apreés le premier point puisque —n € IN)

Remarque :
1=+/1=1% = (2im)} = FZim _ gim = 4

L’erreur : % ¢7...
Morale : attention aux hypothéses!*

#. En kholle comme en devoir, il convient toujours de bien énoncer le théoréme et toutes
ses hypothéses au moins une fois.
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PARTIE I. DEMONSTRATIONS

MPSI

1.3 Formulaire de trigonométrie - principe des

démonstrations

FORMULES D’EULER

cos(z) = 761126 - sin(z) = em*;fm
ADDITION

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a 4+ b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

DEVELOPPEMENT

cos(a) cos(b) = % (cos(a + b) + cos(a — b))

sin(a) sin(b) = (= cos(a + b) + cos(a — b))

sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) — sin(a — b))

FACTORISATION
cos(a) + cos(b) = 2 cos(22) cos(%52)
sin(a) + sin(b) = 2sin(%F2) cos(452)
cos(a) — cos(b) = —2sin(%E2) sin(%52)
sin(a) — sin(b) = 2 cos(242) sin(%52)
DUPLICATION
cos(2a) = cos®(a) — sin®(a)
=1 — 2sin*(a)
= 2cos?(a) — 1

sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)

cos(a + b)

Principe des démonstrations * : sur un exemple

eila+b) | o—i(a+b)
2

(Formule d’Euler)

1 T s
_ 4(6Laezb+e e~ b+e ia, zb+e zaebb

o efzaefzb + ezaefzb + efzaezb)

eia 4 efia eib + efib eia _ efia eib _

— €

e

wezb

—ib

2 2 2 2
= cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

x. Dans ce genre de démonstrations, ot on cherche & démontrer une égalité donnée, on
développe les deux membres jusqu’a pouvoir les rejoindre, par une simple vérification.

16



CHAPITRE 1. COMPLEXES MPSI

1.4 Formules trigonométriques avec tan(3)

Soit (z,y) € R2.
Quand , y,  +y et x — y ne sont pas congrus a 5 modulo 7 alors on a :

t t t —t
tan(z + ) = an(z) + tan(y) tan(z — y) = an(z) — tan(y)
1 — tan(x) tan(y) 1 + tan(x) tan(y)
1 —tan®(% 2tan(%
cos(z) = air;(ﬂ sin(z) = ain(;)
1 +tan*(3) 1 + tan®(5)
2tan(Z
tan(z) = an(22)
1 —tan*(%)
Sous les hypothéses empéchant une division par 0 :
tan(z + ) = sin(z + y) _ sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

sin(y
cos(x +y)  cos(x)cos(y) — sin(z) sin(y)

sin(x) cos(y)+cos(x) sin(y)
o) corly) tan(z) + tan(y)

cos(x) cos(y)—sin(x) sin(y) = 1— tan(m) tan(y)

cos(zx) cos(y)

tan(z) — tan(y)
1 + tan(z) tan(y)

tan(z —y) = tan(z + (—y)) =

1 1 —tan?(%)
>< e — - =
1+ tan?(%) 1+ tan?(%)

INEINIE]

2tan(%)
Pour tan(z) = ﬁnf(l)
2

— Soit en remarquant que tan(z) = tan(§ + 3)

, 2 méthodes :

— Soit en remarquant que tan(z) =
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1.5 Racines n-iémes de 'unité

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Il existe exactement n racines n-iémes de 1'unité distinctes.
Pour tout z € C, z est une racine n-iéme de 'unité si, et seulement si :

EIke[O,n—l]]:z:eik%r

Soient z € C et n = 2.

Notons z = pe?, avec p e R* et 6 € [0; 2n][.

On a 0™ =041, car n # 0, donc 0 n’est pas racine n-iéme de I'unité *.
Supposons ainsi z # 0; on a p # 0.

Alors :

!

o | —— —— —— —— ——
3
=
—
s
SN~—
I

In(p) =0, carn # 0
Jke[[0,n—1]:6 = k2= (car 6 € [0;2n])

27
n

= [Jke[0,n—1]:2 ="

Montrons qu’il y en a exactement n, i.e.
27
7

V (k1 ko) € [0,n — 1]%, 15 = %25 — k) = ky

Soit (k1, k2) € [[0,n — 1]]2, supposons eF1 5 = ¢ik237

Alors :
2w 2
klf = kgf [27T] —— kl = kg [’I’L]
n n
= dpeZ:ki=k+pxn
= dpeZ:ki—ka=pxn
*. "z est une racine n-iéme de 'unité" signifie que z™ = 1. Or, Vn = 2,n # 0 donc

0™ = 0 # 1. Par ailleurs, il est évident que ’on ne parle jamais de racine 0-iéme ou 1-iéme de
I'unité...
Les racines 2-iémes de 'unité sont les racines carrées.

18
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Or:

{nglgn_l — {O<k1<n ( car il s'agit d'entiers)
0<ky<n —-n<—ky<0

= —n<k—ka<n

= —n<pxn<n

= —1l<p<l,carn#0

= p=0,carpeZ
Donckl—kzzOan(),d’oﬂ.

1.6 Racines n-iémes d’un nombre complexe

Soient a € C* et n > 2.
Il existe exactement n racines n-iémes de a distinctes.
Pour tout z € C, z est racine n-iéme de a si, et seulement si :

x , arg(a)
Jke0,n—1]: Z—|a"6 (kE+ 252
Soient a € C* et n € IN*. -
Posons alors zg = |a|we' ™=
On a bien zf = |a|e““g( a) = q.
Soit z € C.
Alors :
2"
2" =a = — =1 (cara#0)
a
- ( ) -1
= e[[0,n—1]: w3

= Jke0,n—1]:2z= \a|ﬁe’mgh(a) x etk

Montrons qu’il y en a exactement n, i.e.

1(k 27 arg,’?(’a))

ne

Y (k1 ko) € [0, 1 — 1]2, a7 R 3 +25) g m it 2 +25) s )

. 1 (ke 2z 4 2re(a) 1 (kg 2m 4 ara(a)
Soit (k1, k) € [[0,n — 1], supposons |a|= e!(F1 55 +757) = |q|w etk 55 +7070)
Alors eik1 38 gi ™5 _ oika 3T i)

1 .
e n car |a|m # 0 puisque a # 0.
27 ;2re(a)
Donc ¢*175% = ¢ik2%F car ¢/™5" £ 0.

D’out | k1 = ko |, par unicité des racines n-iémes de I'unité.

*. Il est trés courant de généraliser un probléme en le ramenant & un cas particulier plus
simple que 'on a traité avant.
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1.7 Caractérisation des similitudes directes

Soient a € C*, be C et f: z — az + b une similitude directe.

1°rcas : sia = 1.
Notons u le vecteur d’affixe b.
f est Iécriture complexe de la translation de vecteur u.

2 cas : sia # 1.
Notons C' le point d’affixe ¢ = 2.
Mountrons que nous avons la relation f(z) = a(z — ¢) + ¢ et que f est
Pécriture complexe de la composée d’une rotation d’angle arg(a) et d’une
homothétie de rapport |a| de méme centre C.

Posons h : z — |a|(z — ¢) + ¢ (homothétie de rapport |a| et de centre C),
et r: 2 '8 (2 — ¢) + ¢ (rotation d’angle arg(a) et de centre C).
Soit z € C.

On a:

(hor)(z) = h(r(2))
= h(e' 8@ (z —¢) + ¢)
= la|(e®® @ (z —¢) + c—¢) + ¢

lale?®8(@) (7 —¢) + ¢

=a(z—c)+c
_ B b N b
-\ 1—a 1—a
—ab+b
=azr+ ———
1—a
=az+b
= f(2)

(roh)(z) = r(h(2))

r(la|(z —¢) + ¢)

=8 (jg|(z —¢) +c—¢) + ¢
|lale? 8@ (2 — ¢) + ¢
=a(z—c)+c

=f(z) ()

(*) : cette égalité a été démontrée juste avant.
f est donc D’écriture complexe de la composée de la rotation d’angle

arg(a) par ’homothétie de rapport |a|, toutes deux de méme
centre C' d’affixe ¢ = ﬁ (ou de la composée de 'homothétie par la

rotation ; on a montré que leur ordre d’application n’importe pas).

"Pourquoi 0 n’est-il pas crédible 7
Parce qu’il n’a pas d’argument."
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Chapitre 2

Fonctions et applications

2.1 Graphes de fonctions usuelles

Voici les graphes de fonctions usuelles & connaitre; ayant été tracés avec un
logiciel de géométrie dynamique puis ayant été recadrées en suivant, les fléches
des axes manquent, comme peut-étre d’autres détails.

L’essentiel est de marquer (et de respecter!) les points particuliers, souvent
(1,1) ou (1, §), ou d’autres, et de marquer également les tangentes remarquables
(horizontales, verticales, et obliques selon y = tx) avec des fleches.

Pour les fonctions périodiques, représenter 2 périodes.

Leurs fonctions réciproques font I’étude d’une kholle un peu plus loin.
Les fonctions hyperboliques sont également étudiées un peu plus loin.
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FIGURE 2.1 — Fonction carré

FIGURE 2.2 — Fonction cube
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FIGURE 2.3 — Fonction inverse

2 3 4 g & T a8 a

FIGURE 2.4 — Fonction racine carrée
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-6 5 -4 a 2 -1 0 1

FIGURE 2.5 — Fonction exponentielle

x — In(x)

FIGURE 2.6 — Fonction logarithme népérien
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i T
sinfz) :
3 i
1
.—Tr.“Z !
-45 -4 -35 25 2 '4 5 -1 -05 s 1 15 3 2is 2 s 4 45
! L)
1
I 05
1
1
- -t
FIGURE 2.7 — Fonction sinus
53
cos(z) I
e = EE— 1 R e 5
1
I
t .05
1
1
L -
FIGURE 2.8 — Fonction cosinus
Tx= 72 > I
! b
1 1
1 s 1
1 ]
1 ]
1 1 I
1 I
1 ]
1 s 1
1 1
1 ]
1 4 I
1 1
1 1
1 05 1
1 1
1 1
1 1
i 05 i
1 ]
1 1
1 ~ 1]
1 1
tan(r) I 1
1 5 L]
1 ]
1 1
T i T

FIGURE 2.9 — Fonction tangente
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2.2 Etudes des fonctions trigonométriques

| SINUS HYPERBOLIQUE |

T __ _—x , .
On note sh : x — <= définie sur R.

eVzeR,—zeRet VoeR,sh(—z) = ﬂjﬁ = —sh(x)

Donc sh est impaire.

o sh est dérivable sur R (donc sur R par imparité) comme somme, produit et
composée de fonctions dérivables et :

sh(ar) = “=547) = €4 (= ch(x)) > 0

2 2
e lim sh(z)=+wet lim % = +0o0 : sh posséde une branche parabolique
T—+00 T—+00

en +o et en —o0 de direction z = 0.

| COSINUS HYPERBOLIQUE |

I )
On note ch : z — <££— définie sur R.

eVzeR,—zeRetVzeR, ch(—z) = W%ﬁ = ch(x)

Donc ch est paire.

e ch est dérivable sur R* (donc sur R par parité) comme somme, produit et

composée de fonctions dérivables et :

Ch/(x) _ & +(;e ) _ 6'1726_‘—” (=sh(z)) =0

e lim ch(z) =+wet lim Lg(f) = +o00 : ch posséde une branche parabolique
xr—+00 T—>+00

en +o0 et en —oo de direction z = 0.

\ TANGENTE HYPERBOLIQUE \

On note th: z — zﬁgi; définie sur R.

eVreR,—zeRetVaoeR, th(—z) = 35 = —th(z)

Donc th est impaire.

o th est dérivable sur R (donc sur R par imparité) comme somme, produit et
composée de fonctions dérivables et :

th'(z) = c}%(x) =1—th*(z) >0

. lirf th(z) = 1 : th posséde en +o une asymptote d’équation y = 1 et en
r—+00

—o0 une asymptote d’équation y = —1

| ARC-COSINUS

La fonction cos est continue et strictement décroissante sur lintervalle [0; 7]
donc d’aprés le théoréme de bijection continue, cos induit une bijection sur
[cos(m); cos(0)] = [—1;1]. On note arccos sa bijection réciproque.

e arccos n’est ni paire ni impaire !

e Toujours d’aprés le théoréme de la bijection continue , arccos est continue sur
[—1;1].
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e Dérivabilité de arccos sur | — 1;1] :
Soit y €] — 1; 1[. Posons x = arccos(y) €]0; 7[.

Donc cos est dérivable en = avec cos’(z) = —sin(z) <0
D’aprés le théoréme de la bijection continue, arccos est dérivable en y avec :
') 1 -1
arccos’ (y) = =
Y= cos (arccos(y))  sin(arccos(y))
-1
| sin(arccos(y))| ()
_ -1 B -1
+/(sin(arcsin(y)))2  4/1 — (cos(arccos(y)))?

-1
i

(%) : arccos(y) € [0;m] = sin(arccos(y)) = 0

ARC-SINUS
us 7\']

La fonction sin est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—3; T
donc d’aprés le théoréme de bijection continue, sin induit une bijection sur

jus s

[sin(—7%);sin(5)] = [—1;1]. On note arcsin sa bijection réciproque.
e arcsin est impaire : Yz € [-1;1],—x € [-1;1] et V2 € [—1;1],

arcsin(—x) = arcsin(—sin(y)) (et notant y = arcsin(z) < x = sin(y))

= arcsin(sin(—y)) (car sin est impaire )

= —y = | —arcsin(z)

e Toujours d’aprés le théoréme de la bijection continue , arcsin est continue sur
[—1;1].

e Dérivabilité de arcsin sur | — 1;1] :

Soit y €] — 1;1[. Posons x = arcsin(y) €] — §; 5.

Donc sin est dérivable en x avec sin’(z) = cos(z) # 0

D’aprés le théoréme de la bijection continue, arcsin est dérivable en y avec :

1 1

aresin’ (y) = sin’(arcsin(y)) - cos(arcsin(y))
S
| cos(arcsin(y))|
\/(COS(&I‘CSiIl(y)))Z \/1 — (sin(arcsin(y)))?
1
|Vilg

() : arcsin(y) € [-5; 5] = cos(arcsin(y)) = 0
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| ARC-TANGENTE

La fonction tan est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—7; 7]

donc d’aprés le théoréme de bijection continue, tan induit une bijection sur

| lim_tan(z); lim tan(z)[=] — o; +0[= R. On note arctan sa bijection réci-
z——=Z z—Z

proque. :

e arctan est impaire : Vz e R,—re R et Vz e R,

arctan(—x) = arctan(—tan(y)) (ennotanty = arctan(z) < z = tan(y))

arctan(tan(—y)) (car tan est impaire)

= —y =| —arctan(z)

e D’aprés le théoréeme de la bijection continue , arctan est continue sur R.
e Dérivabilité de arctan sur R :

Soit y € R. Posons = = arctan(y) €]5; 5.

Donc tan est dérivable en x avec tan’(x) = 1 + tan?(z) # 0

D’aprés le théoréme de la bijection continue, arctan est dérivable en y avec :

1 1 1

arctan’(y)

- tan’(arctan(y)) " 1+ tan? (arctan(y)) 1+y2

GRAPHES

Sur les pages suivantes de trouvent les graphes des fonctions trigonométriques
étudiées ci-dessus, terminant l’ensemble des graphes de fonctions usuelles a
connaitre.

Tracées a la main, on les appelle plutdt "allures de graphes", sur lesquelles il faut
bien indiquer et légender les points remarquables, les tangentes remarquables et
les asymptotes s’il y en a.
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2 -1 o 1 2

. . FIGURE 2.11 — Fonction sinus
FIGURE 2.10 — Fonction cosinus

. hyperbolique
hyperbolique

............... ™ 2

3 PP A

arccos
1
0s
2] 05 0.5 1
) 05
o5 -1
arcsin
-1 -0.5 0 ols |, ot e ] .1_5_ -T2

FIGURE 2.12 — Fonction arc-cosinus . .
FIGURE 2.13 — Fonction arc-sinus
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x — th(x)

-28

-

FIGURE 2.14 — Fonction tangente hyperbolique

r — arctan(z)

FI1GURE 2.15 — Fonction arc-tangente
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2.3 Définitions d’une puissance

1. Pour z € R, on pose z° = 1

n
2. Pour z € R et n € IN*, on pose 2" = [] z
k=1
1
In

4. Pour z € Rt* et a € R, on pose 2% = ¢* ()

3. Pour x € R* et n € IN*, on pose ™" =
5. Pour z = 0 et a € R™™, on pose 0 =0

2.4 Théoréme de la bijection continue

Soient f: R — R et a et b deux réels tels que a < b.
Si f est continue et strictement croissante sur l'intervalle [a;b], alors :

1. f induit une bijection de [a;b] sur [f(a); f(b)];

2. sa réciproque f~! est continue sur [f(a); f(b)];

3. si f est dérivable en x € [a;b] avec f'(z) # 0, alors en posant y = f(x),

on a que f~! est dérivable en y avec (f71)'(y) = ﬁ = m

De maniére analogue, si f est continue et strictement décroissante sur l'inter-
valle [a;b], alors f induit une bijection de [a;b] sur [f(b); f(a)], ou bien si f
est continue et strictement croissante sur lintervalle [a;b[, alors f induit une
bijection de [a;b[ sur [f(a); }iHll) f(@®)[, et ainsi de suite, avec une monotonie et

une forme d’intervalle bien choisie.

2.5 Extension de la dérivée d’une composé par
exp dans C

Soit f : R — C dérivable sur D.

Notons ¢ = Re(f) et ¢ = Im(f).

Posons g = ef : R — C

Donc Vz € D, g(x) = e/®) = e?(®) cos(1p(x)) + ie?® sin(¢)(x))

Donc Re(g) : z — e?® cos(i(x)) et Im(g) : x — €@ sin(y)(x))

Or f est dérivable sur D donc ¢ et v sont dérivables sur D donc Re(g) et Im(g)
sont dérivables sur D comme produits et composées de fonctions dérivables donc
g est dérivable sur D.

EtonaVxzeD,

g(2) = - [ cos(up(z)
= ()" cos(u(a)
e

+ e‘”(m !

] + z— [e‘p(x sm(w(z))]
) — e“p(r ¢ (2) sin(x) + i(¢ (z)e?® sin(x)
x) cos(x))

= # D[/ () cos(¥(w)) — ¥/ (2) sin(v(x)) + i('(2) sin(i(x))
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+ ¢/ (z) cos(ih(x)))]
= [¢/(z) + i) (2)]e? P [cos((x)) + i sin(¢(x))]
_ f’(;v)ef(gg)

2.6 Conservation de l’'injectivité et de la surjec-
tivité par composition

Soient E, F' et G des ensembles et f: F — F et g : F' — G deux applications.
Montrons que la composition de deux applications injectives est toujours injec-
tive, et que la composition de deux applications surjectives est toujours surjec-
tive. *

e Supposons f et g injectives.
Soient (x1,22),€ E?

(go f)(z1) = (go f)lx2) = g(f(21)) = g(f(22))
= f(z1) = f(z2)
— =

(par injectivité de g puis de f)

e Supposons f et g surjectives.

Soit y e G

g: F — G est surjective et y € G donc 3z€ F:g(z) =y
f:E — F est surjective et z€ F donc 3z e E: f(z) =2
Alors (go f)(z) = g(f(z)) = 9(2) =y

On a montré que‘VyeG,EmeE :(go f)(z) = y‘

2.7 Démonstration d’une méthode de détermina-
tion de la bijection réciproque

Soit f: E — F

D N gof=idg
Si il existe une application g : F — FE telle que ) , alors f est

fog=idp
bijective avec f~1 = g.
= 1d
Supposons g : F — E: gof Z B , montrons que f est bijective.
fog=idp

— Montrons que f est injective.

. En mathématiques, les bijections conservent souvent les propriétés : on en a déja un
exemple ici!
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Soit (21, x9) € E?

f(x1) = f(x2) = (go f)(z1) = (go f)(z2)

—— ZdE(.’El) = ZdE(xQ)
-

— Montrons que f est surjective.
Soit y € F

Posons z = g(y) € E

Alors f(x) = (fog)(y) = idr(y) =y
Donc’VyeF,ﬂer:f(x) =y‘

e Montrons que f~' =g :

Ona fog=idp = flofog= floidp = idgog=f""'! —

2.8 Condition nécessaire d’extremum local (cas
du maximum)

Soient f: R — R et [a,b] = Dy tel que a < b.
Si f présente en xg € |a,b[ un extremum local et si f est dérivable en xy alors

f'(w0) = 0.

Supposons que la fonction f présente un maximum local et est dérivable en zg.
f@)=f(x0) _ iy L@=f(@o) _ 5y f@=F(z0)

T—To _ T—To + T—To
ToT ToT|

On a f'(zg) = lim
On sait que 3n e RT* : V€ [xzg — 1,20 + 1), f(z) < f(z0).
Alors :
f(@) = f(xo) >0 (+) = lim f(@) = f(xo)
T — o - z—»xi{ r — o - m—>zar

- fl(xo) =0

Ve Dynlag, xo + 1),

(%) car f(x) < f(zo) donc f(z) — f(xo) <0 et 9 < x donc z — ¢ = 0.
De méme :

f@) = f@) o i

VaeDfn[zg—n,xol,
T — Xo ToTy T — o ToT

Donc, par antisymeétrie, | f'(zo) = 0|
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2.9 Théoréme de Rolle
Soient f: R — R et [a,b] = Dy tel que a < b.

feC%(a,b],R)
f dérivablesur Ja,b] == Jce€la,b[: f'(c)=0
fla) = f(b)

Supposons la fonction f continue sur le segment [a, b] et dérivable sur ]a, b, telle

que f(a) = f(b).
D’aprés le Théoréme des Bornes Atteintes, M = max_f(z) et m = min_f(x)
z€[a,b] z€[a,b]

existent.
Notons xp; un antécédent de M par f, et x,, de m par f.
— 1°* cas si M =m.
Alors V€ [a,b],m < f(z) < M = f(x) =M =m.
Prenons par exemple ¢ = “E €]a, b[.
On a donc f'(c) = llmcL:{(p) =0."

xT
— 22dcas : si M # m.
Alors xp; # @, (car un antécédent donné ne peut avoir plusieurs images
par une méme fonction).

TM ¢ {aa b}
Or, puisque f(a) = f(b), on at { ou
T & {aa b}
Dans le cas ou zp ¢ {a,b} (le cas avec z,, est similaire), on a donc

Xy €la, bf.
Prenons alors ¢ = ;.
Ainsi, f présente en ¢ un maximum local (car global) et y est dérivable,

donc d’apreés la condition nécessaire d’extremum local : | f'(¢) = 0|

2.10 Egalité des Accroissements Finis

Soient f: R — R et [a,b] = Dy tel que a < b.

feC(a,b],R) ) — Fla) — (b
{fdérivablesur]%b[ = dce€la,bf: f(b) — fla) = f'(c)(b—a)

b)—
Posons g : z — f(z) — W(m —a).
g est continue sur [a, b] comme somme de fonctions continues.

*. Puisque limz—¢ f(z) = f(c)

t. Par l’absurde : supposons le cas zp; = a et z,, = b (idem pour le cas opposé, puisque
Ty # Tm)- Alors f(zpr) = f(a) = M et f(zm) = f(b) = m d’aprés les définitions de zps et
Zm. Or f(a) = f(b) donc M = m : exclu.
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g est dérivable sur ]a, b[ comme somme de fonctions dérivables.

En outre, on a {g(a) = fla) - W(a —a) = f(a)
’ g(b) = f(b) = L9=LA (b —a) = f(a)

Donc g(a) = g(b).

D’ow, d’apreés le Théoréme de Rolle, 3 ¢ €]a, b[: ¢'(¢) = 0.
_ f(b)—f(a)

OI‘, Vzx E]a, b[a g/(SC) - f’(:l?) - b—a .

Ainsi :
J=0 = re- 181D g
SRR (VRS (G
= | f(0) = f(a) = F()(b—a)]

2.11 Inégalité des Accroissements Finis

| CROISSANCE BORNEE |

Soient f: R — R, [a,b] = Dy tel que a < b et m et M deux réels.
feC([a,b],R)

f dérivable sur Ja, b] = m(b—a) < f(b) — fla) < M(b—a)
Ve elablm< f/(x) < M

Supposons la fonction f continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[, telle que Yz €
Ja,b[,m < f'(x) < M.
D’aprés ’'Egalité des Accroissements Finis, on sait alors qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel

que f(b) — f(a) = f(c)(b—a).

Ainsi :
m< f'l(c) <M = mb-a) < f(c)b—a) <M(b—a) (carb—a=0)
— [m(b—a) < f(b) = f(a) < M(b—a)]

[FONCTION LIPSCHITZIENNE |

Soient f: R — R, I un intervalle inclus dans Dy et A un réel positif.

feC%(a,b],R)
f dérivable sur |a, b] = f est A\—lipschitzienne
Vo ea,bl, 1f(@)] < A

Supposons la fonction f dérivable sur 'intervalle I telle que Vz € I, |f'(x)] < .
Soit (x,y) € I%.
Par symétrie des roles de = et de y, supposons x < y.
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— 1°cas : six = y.
sione [0 — 1) = 17@) — (@) = 0
My—z|=ANz—2z|=0
Done [f(y) = f(z)] < Aly — |-
D’ou f est A-lipschitzienne.
— 22dcas @ six < .
Alors, I étant un intervalle, [z,y] I et f étant continue (car dérivable)
sur I, f est continue sur [z, y].
De méme, f est dérivable sur |z, y[, et :

Vielo,y |/ <A = =A< f/(t) <A
Ainsi, d’aprés 'Inégalité des Accroissements Finis :

My —x) < fly) = fl@) <My —z) = |f(y) -
= [f(y) -

Donc ‘ f est A-lipschitzienne. ‘

2.12 Théoréme de Limite de la Dérivée

Soient @ un réel de l'intervalle I, et f une fonction continue en a, et dérivable

sur I\{a}.
lim f'(z) =le R = lim f@) ~ f(a)

r—a r—a Tr—a

=1

I est un intervalle, a € I, f est dérivable sur I\{a} et lim f'(z) =le R

Montrons que lim W -1
Montrons d’abord que lim W -1

Soit x € In ]a; +o0
Ona:
— f continue sur [a; x] (*)
— f dérivable sur ]a; z[ (idem)
Donc d’aprés ’'Egalité des accroissements finis :

Jea " €laszf: f(z) = fla) = f'(ca) (2 — a)

— 7‘]0(9;) : i(a) = f'(c;) (carz # a)
— 1 =0 — o

Ora<e, <=z
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= lim a< lim ¢, < lim =z
r—a™t r—a’t rz—a™t

lim a = lim x = a donc d’aprés le théoréme des gendarmes : lim ¢, = a
z—a™t z—at z—at
De plus hm+ f'(t) =1 (par hypothése) donc par composition :
t—a
. / _ i f@)—fla) _
zl_l)rngf (Cr) _l = ml_l)I(Tlh r—a l

On montre de méme que lim W =1

r—a

Finalement on a montré que lim+ w = lim W =1
PRGN

T—a r—a

(#) : f est continue sur I puisque dérivable sur I\{a} et continue en a, et (a, z) €
I? donc [a, ] < I puisque I est un intervalle

2.13 Formule de Leibniz

Soit n € IN. Si f, g sont des fonctions R — R toutes deux n fois dérivables sur
D c Dy, alors f x g est aussi n fois dérivable sur D avec :

Par récurrence simple, montrons :
VneN,: P(n): "si f et gsont n fois dérivables sur D alors f x g aussi avec :

(fxg)™ = 2 () fEgrh
k=0
:P(0) car si f et g sont 0 fois dérivables sur D alors :

0
(7% = (1) = 3, ()70

k=0

: Soit n € IN, supposons P(n).
Soient f et g n + 1 fois dérivables sur D, alors elles sont n fois dérivables sur D

donc d’aprés P(n), (f x g) aussi avec (f x g)(") = Z (Z) [ gn=k)

k=0
Or f et g sont n + 1 fois dérivables sur D donc Y k € [0,7], f*) et g% sont
dérivables sur D (n — k € [0,n]) donc (f x ¢)™ est dérivable sur D comme
somme et produit de fonctions dérivables, et donc :

(f x g)(n+1) _ Z (k)f(kﬂ) n—k) | Z ( ) (k) (n+1—k)

k=0

*. Attention! ¢, dépend de x, d’ou la notation indicée par x!
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n+1 n
n 1 n 1
S (k_1>f<k>g( RRCI (k)fw)g( 1K)

k=1 k=0
l=k+1, puis k=1

ntl n

-2 [ ()

k=0

n+1

1
Z (n+ )f(k) (n+1=k)  (Formule de Pascal)

= |P(n+1)

2.14 Le contre-exemple fondamental

On considére la fonction f : 2 +— 2?sin(1) sur RY.

Prolongement en 0
f est continue sur IR+\{0} (comme produit et composée de fonctions continues)
et limf( )= hmo: sin()=0eR

(car x? — O et s1n( -) est bornée au voisinage de 0).

Donc f est prolongeable en 0 par continuité en posant f(0) = 0

Prolongement dérivable
[ est dérivable sur R** (comme produit et composé de fonctions dérivables).
Montrons que f convenablement prolongée en 0 est dérivable sur R,

ie. lim M eR

z—0
limLO() = hm f( ) = hmxsm( )=0eR
z—0 —0

(car x - 0 et sm( ) est bornee au voisinage de 0).

Donc f est dérivable sur R*

Prolongement non C*

22 sin (2 cos(L) siz >0
fiay  [2msin(d) —cos(t)

0 siz=0
Montrons que f n’est pas de classe C! sur R* en montrant que sa dérivée n’est
pas continue en 0, i.e. lir% f(x) # f'(0)

xr—
Montrons que lin%) f'(z) n’existe pas*.
€Tr—>

Par I’absurde : supposons lin% fl(z)=1eR
Tr—>
1

Prenons Vne N*, 2, = — —— 0
T p—s+0o0

*. Si lirr}) f'(x) n’existe pas, alors elle est différente de f/(0)!
x>
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On a lir% f(z)

=1
Donc lim f/(z,) =1

n—+
Or lim f'(z,) = ;= sin(nm) — cos(nmw) = (—1)"*+!
n—+0a0 T N —

=0 (,1)71
Or, (—=1)"*! n’a pas de limite, ce qui contredit [ € R
Donc f’ n’est pas continue en 0, donc f n’est pas de classe C! sur R*.

Contre-exemple : réciproque du théoréme de limite de la dérivée

On a lir% % =0 € R mais lin%) f/(z) n’existe pas. (cf. précédemment)
xTr— XTr—>

Contre-exemple : non-dérivabilité d’un développement limité

lirr%) £ — 0 donc f(z) = o(x) =0+ 0z + o(x) : DL1(0) mais f'(z) ne posséde

x

xr
pas de DL(0) car elle n’a pas de limite, ce qui est une condition nécessaire.

Contre-exemple : réciproque de la Formule de Taylor-Young
f admet un développement limité & I’ordre 1 en 0 mais n’est pas C*.

Toute fonction injective est bijective.
En effet, soit f : E — F une fonction injective.
Tout élément de F' posséde alors au plus un antécédent par f.
Or — c’est bien connu —, qui peut le plus peut le moins!
Tout élément de F' posséde alors au moins un antécédent par f.
Donc f est surjective, d’ou elle est bijective.
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Chapitre 3

Sommes

3.1 Somme des entiers de 1 a n

Soit n € IN. . .
e Avec un changement d’indice : Z k= Z m+1)—k=>Xn+1- >k
k=1 k=1 k=1 k=1
n = n(n + 1)
= 2> k=nn+1) = Z
k=1 k=1

e Avec une somme télescopique :

nal
Z 1—721452 n—|—1 —n=n%+n

J

M:
3
_|_

e Se démontre trés bien par récurrence.
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3.2 Formule des sommes géométriques

n 1—zntt .
= 1
Vze@,Vne]N,szz 1=z .s1z;é
frard n+lsiz=1

n n

Siz=1: Y zz¢k=Y1"=n—-0+1=n+1
k=0 k=0

Sinon, si z # 1 :

. . n Tk k1 n n
e Avec une somme télescopique : Y 2F = > F5E— = (Y 2F— D] MY
k=0 k=0 k=0 k=0
L noo n+1 . 1 n+1 i L n+1 . 1 — pntl
— — n+ —
=720 2" = 22 =g (2 2 =2 = X A =
k=0 k=1 k=0 k=0 o
n
e Avec une astuce : notons S = Y. zF.
k=0
n+1 n+1
Alors 28 = sz: sz—l
k=1 k=0
n+1 n+1
= S5 —25= szfznﬂf 22k+1
k=0 k=0
1— Zn+1
— (1-2)S=1-2""" — |S= —
—z

e Se démontre trés bien par récurrence.

3.3 A propos du coefficient du binéme

| DEFINITION |

n!

n
VneN,Vke[0;n], <k> T Kl(n—k)!

SYMETRIE

n n
N N =
VneN,Vke (k) (nk)

Preuve :

1ecas : Si k€ [[0;n] :

n\ _ n! _ n! _ n
(k) T kl(n—k)! T (n—(n—k))!(n—k)! — (nfk)

2ecas:Sik<OQousik>n:
Par convention, (7) =0= (,",)
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|[FORMULE DE PASCAL |

n n n+1
N N =
VneN,Vke ,(k>+(k+1) <k+1>
Preuve :

1°cas : Si k € [[0;n — 1]

(Z) * <kil> - /gz(nni IR 1)!(nn!— k+ 1))

=n7k71_J
_ nl(k+ 1) N nl(n — k)
(k+Dln—-k)! (k+1l(n—Fk)!
n!
= —(k+1)!(nfk)!(k+1+n_k)

(n+1)!
k+D!((n+1) = (k+1))!

B n+1
S \k+1

Autres cas 1: Sik=0ouk =n: (3) + (1) =1= (371
M:Sik<00ukz>n:(Z)—i—(kil):O:(Zﬁ)

Remarque : On a ici fait le choix de ne pas détailler les cas rentrant dans les
conventions, car cela alourdit considérablement les démonstrations. On a juste
exhibé les conventions mises en question.

3.4 Formule du binéme

V(a,b) e C*VneN, (a+b)" =) <Z> kbt
k=0

Par récurrence simple :

0
P(0) car (a +b)° =1= (8)@%0 = Z: (g)akbo_k
Soit n € IN, supposons P(n).

(a+0)"" = (a+Db)(a+b)" = (a+b) Z <Z) a*bn =k (d’apres P(n))
ke

0
_ o (n k+1pn—Fk o (n kpn+l—k
kz(k) +3(1)a

k=0
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k=1 k=0
n+1 n n
_ ( )akbn+1—k _ ( )aObn-‘rl—O
= k—1 -1
=0
n+1 . .
n+1— n+170
+k:0 (k)ab <n+1>a b

_ (n + 1> akprti—k (formule de Pascal)
k
k=0

3.5 Factorisation de ¢"! — pnt!

V(a,b) € C*,¥neN,a"™ — b = (a—b) Y a"b"*
k=0
Soient (a,b) € C? et n € IN.

(a —b) an a* Tk = ¢ an apk — b an akpnFk
k=0 k=0 k=0

n

n
a1k = N akpr TR (g, bindépendants de k)
0 k=0

k=
n+1 n
_ Z akbn+1—k _ Z akbn+1—k
k=1 k=0
n+1 n+1
_ akbn+1—k o aObTL+1—0 + an+1b0 _ 2 akbn+1—k
k=0 k=0
— Cln+1 _ bn+1

"Toi et moi, nous nous sommons mieux qu'une somme de Riemann."
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Théorémes de calcul intégral

4.1.1 Calcul intégral avec une primitive

Soit f une fonction de R dans R continue sur un intervalle I de R, (a,b) € I?
et F' une primitive de f sur I.

b
f f(ydt = [F(O]% = F(b) — F(a)

La fonction f est continue sur Uintervalle I et a € I donc d’aprés le théoréme
T

fondamental de l'intégration, la fonction F, : x — f f(t)dt est 'unique primi-
a

tive de f sur I qui s’annule en a.
Soit F' une autre primitive de f sur I.
F et F, sont deux primitives de f sur I donc :

FINeER:Vzel, F(x)=Fy(x)+ A

Pourz =a€l: F,(a) = F(a)+ A\ = A= —F(a)
——
=0

Pour x =bel: F,(b) = F(b) + A\ = Jb f(®)dt = F(b) — F(a)

4.1.2 Théoréme d’intégration par parties

Soient w,v deux fonctions de R dans R de classe C' sur un intervalle I et
(a,b) € I



CHAPITRE 4. INTEGRATION MPSI

Posons f : t — u/(t)v(t) + u(t)v'(¢)

u et v sont de classe C! sur I donc u,v,u’,v" sont continues sur I donc f est
continue (comme somme et produit de fonctions continues) sur I.

De plus F : t — u(t)v(t) est une primitive de f sur I (car F’ = f).

Comme [ est un intervalle et (a,b) € I? :

b
ff@ﬁ=wwﬂ

Il

—
I~

—~
o~
~—
>4

—~
~
~—
[
S o

b
— J o (t)v(t) + u(t)v'(t)dt

a

b b
— f u/(t)v(t)dt—i—f u(t)v' (t)dt = [u(t)v(t)]’
b

b
= f o (H)v(t)dt = [u(t)v(t)]® —f u(t)v' (t)dt

4.1.3 Théoréme de changement de variable

Soient f, g deux fonctions de R dans R, f étant de classe C' sur un intervalle I,
g étant continue sur un intervalle J, et telles que V x € I, f(z) € J. Alors pour
tout (a,b) € I? :

b f(b)
ffwmq@»n=j g(u)du
a f(a)

La fonction g est continue sur I'intervalle J donc d’aprés théoréme fondamental
de l'intégration, g posséde au moins une primitive G sur J.

Posons ¢ : x — f'(2)g(f(z)).

f est de classe C! sur I donc f’ est continue sur I et g est continue donc ¢ est
continue sur I comme produit et composée de fonctions continues.

Posons également ¢ : © — G(f(x)) qui est une primitive de ¢ sur I (¢ est
deérivable sur I et ¢/ = ). Alors :

b b
jwMM=Wm%:JmeWWM=wwmm
— G(f(B) — C(f(a))

f(®)
Or L( : g(u)du = [G(u)]chEZ)) = G(f(b)) — G(f(a)) (car g est continue sur J et

G en est une primitive). Ainsi :
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4.2 Intégrale et nullité

Soient (a,b) € R?, f € C°([a,b],R) positive.

b
f fx)dz=0<VYzelab],f(z)=0

b b
[<]Vzelad], f(z) =0 = J f(z)dz :f O0dx =0(b—a) =0
b a a
Supposons que J f(z)dz = 0. Montrons que V z € [a,b], f(z) = 0.
Montrons que V x e]a,(,lb[, flx)=0.
fla) = lim+ f(z) = lim+0 =0

r—a Tr—a

f(b) = Hr?, f(z) = lim 0=0

rz—b—

9

De 1a, par continuité de f en a et en b, on aura
ce qui permettra de conclure la preuve.
Par Pabsurde : supposons que 3 zg €]a, b[: f(zo) # 0.

Donc f(zg) > 0 car f est positive.
On a lim f(xz) = f(xg) car f est continue en z(, donc d’aprés la définition
T—x

appliquée a € = @ >0:
In>0:Vaelab]|lr—x] <n = |f(z)— f(zo)| < f(§0)
— (@) o) < T — ) T

Quitte & réduire > 0, on peut supposer que [zg — 1,29 + 1] < [a,b] car
xo €]a, b|.

OnaLb f(x)de =0 = on_n f(z) dm—i—JxOH] f(x)dm—i-f) f(z) de=0

tfo_/ To—n 1:0+77 R>/O_/
= %/_/ =
— —
=0 car a<zo+7 >0,(+) >0 car ¢o—n<b
zo+n zo+n
(%) : f(z) = 1(@o) = flz)dz = j G dx
2 ZTo—"N To—"n ¢
indep.

To—N<TO+N

Donc I’égalité est absurde.
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4.3 Théoréme Fondamental de I'Intégration *

Pour démontrer ce résultat dont découlent bien d’autres sur les intégrales, il
nous est nécessaire d’admettre les 4 axiomes suivants :
1. Propriété de linéarité :
Si f et g sont deux fonctions de R dans R continues sur un intervalle I,
et (\, ) € R?, alors pour tout (a,b) € I? :

b

| " M) + pgl)de = X f " flayde + | stz

a a

2. Relation de Chasles :
Si f est une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, alors pour
tout (a,b,c) e I3 :

Lbf(a:)d;v - ch(x)dx + ff(a:)d;z:

3. Propriété de croissance :
Si f est une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, alors pour
tout (a,b) € I? tel que a < b :

b b
Ve fab], f(x) < glz) = f f(@)dz < j o(x)da

4. Intégrale d’une fonction constante :
Si f est une fonction de R dans R constante égale & A € R sur un intervalle
I, alors pour tout (a,b) € I? :

b
f F@)dz = A(b - a)

Lemme : Inégalité triangulaire sur les intégrales.
Enoncé : Si f est une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, alors
pour tout (a,b) € I? tel que a < b :

| ' fla)de] < j f(@)\de

Preuve :

b b
On a, d’'une part, f(z) < |f(z)] = f f(x)dxéf |f(z)|dz (car a < b

*. Ce théoréme ne figurait pas dans les programmes de kholle, mais ceux-ci s’effor¢ant de
contenir les théorémes majeurs, nous avons ajouté le Théoréme Fondamental de 'Intégration
a ce recueil. Il est trés long — deux fois plus a rédiger qu’a démontrer — et constitue donc un
probléme d’une demi-heure, voire plus s’il est demandé d’en démontrer le résultat sans aucune
indication.
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et d’aprés la propriete de croissance), et, d’autre part, —f(z) < |f(z)] =

J —f(x)dr < f |f(x)|de = —Lbf(sc)dz< Lb|f(x)|d:z: (d’apres la pro-

priété de linéarité).
b
J f(2)da <f 1 (@)ldz |

Théoréme Fondamental de ’Intégration :
Enoncé : Soit f une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, et a € 1.
xr

Ainsi, on a bien

Alors F, : x — J f(t)dt est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.
a

Preuve :
— Montrons d’abord que F, est bien une primitive de f sur I, i.e. :

F,(x) — F,(zg)

Vaxoel, lim = f(xo)
T—To T — X0
Autrement dit :
z)—F,
Ve>0,3n>0:Vae \{zg}, |z —20| <n = ‘ (z0) f(gco)‘éa
Tr — X

Soit xg € 1.
Calcul préliminaire : Pour x € I\{xo},

- ([ o[ stanyar)
- —— [ 10~ saars

Soit € € RT*.

f étant continue en zg, on a lim f(x
T—T0

la limite appliquée & € > 0 :

~—

= f(xg), donc, d’apreés la définition de

In>0:lz—wo| <n = |f(z) - flwo) <& (¥)

Soit « € I\{zo}, supposons |z — zg| <7

*. Les invocations des axiomes on été mises en notes parce qu’elles ne rentraient pas dans
la page... mais il faut les citer quand méme dans la démonstration !

t. Relation de Chasles

1. Intégrale d’une fonction constante

§. Propriété de linéarité
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— 1°"cas : si x > xo.
Alors :

Fa(x) — Fa(.’Eo)
Tr — X

f f(t) xo)dt‘
L 1S) ~ S

car z — xp = 0 et d’apres I'inégalité triangulaire

B xf:ro|

~
Tr — X

Or, Vt € [xg,x], |t — xo| < 7, en effet :

ro<t<zr = 0<t—xy<r—x9=|r—20| <1, carz —x¢ =0

= |[t—ao|<n,cart—1x7 =0

Done, d’aprés (*) appliquée a ¢ au lieu de  (on a bien t € I, car (z,x¢) €
I? = [xg,z] c T ette[xg,z],et|t—xo| <n):

Vte [zo,z], |f(t) — flzo)| <e
:>f f(zo)|dt < f&dt, carzg < ¥

Zo

_—

J |f(t) — f(x0)|dt < e, carx — 29 > 0}
Tr — X

D’ou, par transitivité :

‘Fa(I)Fa(xO) <e

r — X

— f(=o)

— 2Mcgs :six < xp.
Idem, les changements de signe dans les calculs lors des passages a la
valeur absolue sont compensés par 1'utilisation de la propriété de crois-
sance.

— Montrons maintenant que Fy, s’annule en a, i.e. Fy(a) = 0.

= La f(t)dt = La f(t)dt + La f(t)dtt
Done [Fu(a) = 0]

— Montrons enfin que F, est unique.
Soit G, une primitive de f sur I qui s’annule en a.

t. Relation de Chasles
1. Intégrale d’une fonction constante
q[. Propriété de croissance
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Posons p = F, — G,.
i est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables, et :

Vael ¢ () =F(r) - Gy(a)

= f(z) — f(x)
-0

Or, comme I est un intervalle, ¢ est constante sur I, et p(a) = F,(a) —Gq(a) =
0-0=0.
Donc :

Voel,p(x) =0 = F,(x)— Gyu(x) =0
= F,(z) = G,(z)

—~ [R=G)]

"J’aimerais étre une intégrale, pour étre sous tes courbes"
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Chapitre 5

Equations différentielles

5.1 Solutions d’une équation différentielle homo-
géne linéaire du 1°" ordre

Soient I un intervalle de R et a une fonction de R dans K.

Notons A une primitive de a sur I.

L’ensemble des solutions sur I de I’équation différentielle linéaire du premier
ordre homogene (H) : y' + a(x)y = 0 est :

{z — Xe 4@ |\ e K}

La fonction a est continue sur I donc d’aprés le théoréme fondamental de I'in-
tégration, a posséde au moins une primitive A sur I.
Soit y dérivable sur I.
Posons z : z — y(m)eA(m) qui est dérivable sur I comme produit et composée de
fonctions dérivables.
Donc y(z) = z(z)e~4®)
DouVzel,y(z)=— A'(x) z(x)e 2™ + 2/ (2)e= A
—
=a(z)
Donc :

ysolutionde (H) <V x € I,y (z) + a(x)y(x) =0

eVrel, 2 (x)e @ —a(z)z(x)e™ @ + a(x)z(x)e 4 =0

eVael Z(x)e 2@ =0
S
#0
I NeK: Vel z(x)=M\

olINeK:Vzel y(z) = 4@

ol
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5.2 Solutions d’une équation différentielle linéaire
du 1°* ordre

Soient I un intervalle de R, a,b: R — K continues sur [ et :

(E): ¢ +a(x)y = b(x)

Si yo est une solution particuliére de (E) alors ’ensemble des solutions de (E)
est :
{z— Ae @) 4 yo|) e K}

ou A est une primitive de a sur I.

(Avec les notations ci-dessus)

Soit y une fonction dérivable sur I.

Posons z : ¢ — y(x) — yo(z), qui est dérivable sur I comme somme de fonctions
dérivables.

Donc Vz € I,y(z) = 2(x) + yo(z)

Donc Vz e I,y (z) = 2/ (x) + yi(x)

On a:

y solutionde (E) < Vz e I,y (z) + a(z)y(z) = b(z)
e Vael 2(z)+y(x) + alz)(2(z) + yo(x)) = b(x)
e Vael, 2 (2)+a(z)z(2) + yo(@) + a(z)yo(x) = b()

=b(x)

(car yo est une solution particuliere de (E))
<Vzel Z(z)+a(x)z(z) =0
< z solution de (H)
sIreK:Vzel z(x) = e 4@
sIreK:Vael,yx)—yolz) = e 4@

sIreK:VrelLyx) = e 2@ 1 y(a)

5.3 Meéthode de variation de la constante

Soient I un intervalle de R, a,b: R — K continues sur [ et :

(B) 1y + a(z)y = b(x)
Si A désigne une primitive de a sur I, alors il existe une solution particuliére de
(E) s’écrivant sous la forme :

Yo : x> z(x)e”A®)

ou z désigne une fonction dérivable sur I.
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Posons g : « — z(z)e~4*) ou z est une fonction dérivable sur I.
Alors :

Yo est solution de (E)
SV e Lyy(a) + al@)yo(x) = bla)
ovVrel, z(x)e @ —a(z)z(z)e™ @ + a(x)z(x)e 4@ = b(z)
sVael (z) = b(x)et™
Or z — b(z)e(®) est continue sur I comme produit et composée de fonctions

continues donc d’aprés le Théoréme Fondamental de I'Intégration, 2z’ posséde au
moins une primitive sur [ *.

5.4 Résolution des équations différentielles
linéaires du deuxiéme ordre & coefficients
constants homogénes dans le cas complexe

Soient (a,b,c) € C3 avec a # 0 et :

(H) :ay" +by +cy=0

et on note A le discriminant de son équation caractéristique (E.).
— 1°r cas : Si A # 0, alors en notant r1 et 79 les racines distinctes (com-
plexes) de (E.), alors I’ensemble des solutions de (H) est :

{1,' — )\16””” + )\26T2I|(>\17 )\2) € Cz}

— 274 cas : si A = 0, alors en notant ro la racine double (complexe) de
(E.), alors l'ensemble des solutions de (H) est :

{1’ — ()\11’ + A2)6T0I|(>\1, )\2) € C2}

1 cas: SiA =02 —4dac#0

On note 71,7 les 2 racines complexes distinctes de (E.) : ar? + br + ¢ = 0.
Soit y : I — C deux fois dérivable..

I - C

x — y(z)e *

z est deux fois dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables.

Posons

Alors: Vazel,y(x) =z(x)e™”
= Vaely(x)=272(2)e"" + riz(z)e

= Vrely'(z)=2"(x)e"" 4+ 2r 12 (x)e"® + riz(z)e™®

T1T

#. On a bien montré 'existence, grace au Théoréme Fondamental de I'Intégration.
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D'ou: ysolution de (H)

eVael ay(z)+by(z)+cy(x) =0
sVael a2 (2)e™ + 2r 2 ()5 + riz(x)eH™)

+b(2 (2)5 + 11 2(2)e”) + cz(2)eT =0 (e"” #0)
sVzelaz(z)+ (2ar1 +b) 2'(z) + (ar? +bry +¢) z(z) =0

N — 7
—a(ri—r2) (%) —0 car sol (E.)
<Vaxel,2(x)+ (r1 —re)2/(z) =0 (cara # 0)
((%) : 2ar1+b = 2a(r, + %) = 2a(r; — %(—Q)) = 2a(ry — %(ﬁ +79)) = a(ry —ra)

a
(en utilisant les relations coefficients-racines))
Ce qui est une équation différentielle du 1°* ordre en z’.
Or x +— 71 — ro a pour primitive sur I la fonction & — (ry — ro)x

Donc : y solution de (H)
s3INeC:Vrel (z) = e (2

o (ri—r2)e

I\ peC*:Vael z(z) =\ +u  (carry # o)

—(r1 —r2)
ef(rlfrg)z
s3I \p) el :Vaoel, z(x)e” =" (—————— + )
NG —(r1—r2)
=y(z)
2 —A roT rT
<I\p)eC :Vaelylx)=———=e" + pe™
K — T2
Posons A\; = p € C et Ay = 7"1_—>;“2 eC

Done [ (A1, da) € €2 Vo€ Ly(x) = M + hoe™™*

284 cas:si A =02 —4dac=0

On note 7 la racine double complexe de (E,).
On proceéde de méme en posant z(z) = y(z)e~
Donc on a de méme :

TOT

y solution de (H)
eVazelaz'(z)+ (2arg —b) ' (z) + (arg +bro+c) z(z)=0
— —_—
=0 car r0=g—é’ =0 car 7 racine de (E.)
<sVaoel,2'(z)=0 (cara #0)
<3 (A, A2) € C?:2(z) = Mz + \o
@‘ I (A, X2) € € i y(z) = (Mx + Ag)e™
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5.5 Résolution des équations différentielles
linéaires du deuxiéme ordre & coefficients
constants homogénes dans le cas réel *

Soient (a,b,c) € R? avec a # 0 et :
(H):ay" +by +cy=0

et on note A le discriminant de son équation caractéristique (E.).
— 1° cas : Si A > 0, alors en notant r1 et 72 les racines distinctes (rélles)
de (E.), alors 'ensemble Sy des solutions de (H) est :

{x — e+ )\26T2w|()\1, )\2) € R2}

— 2° cas : si A = 0, alors en notant rg la racine double (rélle) de (E.), alors
l’ensemble Sy des solutions de (H) est :

{I — ()\11' + )\Q)Erox‘(Al, )\2) € RQ}

— 3°cas: Si A <0, ennotant r1 o = a+if avec (o, 3) € R? les deux racines
distinctes (complexes conjuguées) de (E.), 'ensemble Sy des solutions
de (H) est :

{z +— e**[ A cos(Bz) + Ao sin(Bz)]|(A1, A2) € R?}

1 cas: Si A =b%—4ac >0
Notons 71 et ro les deux racines rélles distinctes.
On veut montrer que Sy = {z — A1e™” + Xge"27|(A1, A2) € R?}

D Soit y: x— A1e™T 4 Age™"
On a bien y : I — R deux fois dérivable sur [.
Onaaussiy: I — Cet (A\,)\) € C? (car R < C)
Donc y est de la forme des solutions de (H) dans le cas complexe o
A #0.
: Soit y une solution de (H),
i.e. y : I — R est deux fois dérivable sur I telle que :
Vezel,ay'(z)+ by (x) +cy(z) =0
Comme y : I — C, on a d’aprés le théoréme dans le cas complexe :
3 (1, p2) € C? 1 y(x) = €™ + pge”™”
Ory:I— R doncy(0)eRety(0)eR

N

*. Nous n’avions pas en kholle & démontrer ce théoréme, mais cette démonstration est
simple (un peu moins pour le troisiéme cas, plus délicat).
Le but de chaque cas est de montrer 1’égalité entre deux ensembles : ’ensemble des solutions
et ’ensemble des fonctions ayant une certaine forme.
L’idée est la méme pour chaque cas : I'inclusion réciproque est une simple vérification (en se
servant de R < C), l'inclusion directe invoque le cas dans C puis montre qu’en fait tous les
éléments sont réels.
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pr+pz e R (Ly)
ripr +rop2 € R (L2)
Comme 11 # 79 :

Soit donc : {

(L2)=r2(La) __ [ = y'(0)—7r2y(0) eR
ri—r2 rT1—T2

(L2)=r(La) __ [ = y'(0)—r1y(0) eR
T2—T1 rT2—T

Posons A\ = pp e Ret Ay = s e R
Done |3 (A1, A) € R : V€ y(x) = Me'™ + Ape'™”

2e cas : Si A = b? —4dac =0
Méme étude : notons rg la racine réelle double.
On veut montrer que Sy = {z — (AMz + A2)e™%|(A1, \2) € R?}
D Soit y:x— (AMz + Ag)e"o”
On a bien y : I — R deux fois dérivable sur [.
Onaaussiy: I — Cet (A, ) € C? (car R < C)
Donc y est de la forme des solutions de (H) dans le cas complexe ou
A =0.
: Soit y une solution de (H),
ie. y: I — R est deux fois dérivable sur I telle que
Vzel ay'(z)+by(x)+cy(z) =0
Comme y : I — C, on a d’aprés le théoréme dans le cas complexe :
3 (1, p2) € C* 1 y(x) = (paz + p2)e™”
Ory: I — R donc y(0) e Rety'(0)eR
peeR (L)

p1 +rop2 € R (L2)

(L1) = p2=y(0)eR

(L2) = p2 =y (0) —rom € R

Posons A\ = pu1 e Ret Ay = pus € R

Donc ‘ I, M) eR* Ve lLy(r) = Mz + Ag)e™®

N

Soit donc : {

3e cas: Si A =b? —4dac <0
Notons a +i8 (a et S réels) les deux racines complexes conjuguées de (E.).
On veut montrer que Sy = {z +— [A1 cos(Bz) + Az sin(Bx)]e| (A1, A2) € R?}
D Soit y: x — (A cos(fz) + Ay sin(fz))e™”
On a bien y : I — R deux fois dérivable sur I.
Onaaussiy: I — Cet (\,)\) e C? (car R < C)
Et Vae I, y(x) = e* (A cos(fBx) + Agsin(Bx))
_ 6041:()\1 eﬁerQe_B": + /\2 eﬁzae_ﬁm)

2 27 2 27
— —
=u1€C =pu26C
Donc y est de la forme des solutions de (H) dans le cas complexe ou
A #0.
: Soit y une solution de (H),
i.e. y : I — R est deux fois dérivable sur I telle que :

N
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Vaelay (x)+by(z)+cy(x)=0
Comme y : I — C, on a d’aprés le théoréme dans le cas complexe :
3 (11, p2) € € s y(a) = el @V 4 ppeloiP)T — o (11 BT 4 p1pe~107)
= e[ (1 + p2) cos(Bx) + (1 — p2) sin(Bz)]
=\ ;=>\2

Ory: I — R donc y(0) e Ret 3/(0) e R

p1tp2 =X €R (L)

(a+if)ur + (o —if)ps = ar1 + BA2 € R (Ls)
y'(0) —ah

B

Done |3 (A1, Ae) € R : Var € Iy(x) = (A cos(B) + Agsin(B))e™)

Soit donc :

= )\ =

eR (B #0car A <0)

Pourquoi x +— e” est plutét banale 7
Parce qu’elle n’arrive pas a se différentier..
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Chapitre 6

Structures algébriques et
ensembles

6.1 La relation de divisibilité dans IN est une re-
lation d’ordre partielle

Réflexivité : Soit peN.p|pcarp=1xp

Antisymeétrie :
Lemme : V (p,q) e Nx N* p|q¢g = p<gq
Soit (p,q) € N x IN* supposons p | ¢, i.e. 3k € IN* : ¢ = pk
(k#0car k=0=¢q=0:exclu, et tout est positif)
Donck=21=pk>2p=p<gq

Preuve : Soit (p,q) € IN2.

Supposons p | g et q | p.
1ecas :sig=0,alors ¢ |p = IkeZ: gk =p = p=q=0

2ecas:sip=0,alorsp|q = IkeZ: pk =q = p=q=0

3e cas : Si (p,q) € (IN¥)?

qlp = q<p
(car < est antisymétrique)

Transitivité : Soit (p,q,7) € IN3.

plaq 1keZ: q=pk , ,
— — r =gk’ = pkk') =

Relation partielle : Contre-exemple* : ni 2|3, ni 3|2

D’aprés le lemme : = p=gq

*. On montre qu’elle n’est pas totale
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6.2 Caractérisation séquentielle de la borne su-
périeure dans R

Soit A une partie de R.

A v est un majorant de A
v =sup(4) = 3 (Up)new € AN lim u, =v
n—+0o0

Supposons que v = sup(A).

— v est le plus petit des majorants de A.
— Montrons que 3 (uy)new € AN : lim u, = v

n—+ao0
Soit n € IN.
v — —— < v donc ce n’est pas un majorant de A.
n+1
. S
Donc Ju, € A:u, >v =T

Vn € N,u, € A, donc on peut construire une suite (up)neNn € AN telle que
VnelN,v—n%r1 < u, < v, et donc : Vne]N,v—n%rl <u, <ot

Or lim vf%z lim v=v
n—+o n+ n—+00
D’aprés le théoréme des gendarmes : | lim u, = v

n—+400

v est un majorant de A
Supposons 3 (un)new € AN 0 lim w, =v
n—+0o0
Montrons que v = sup(A)
— v majore A
— Montrons que v est le plus petit des majorants de A :
Soit M un majorant de A.

DoncVneN,u, < M = lm u, < lim M = m

n—+00 n—+00

6.3 Toute partie de Z non vide et majorée pos-
séde un maximum

Soit A une partie de Z non vide et majorée.
Comme Z < R,A < R donc d’aprés le théoréme fondamental de l’analyse,

*. Dans un contexte de borne supérieure (note : un maximum est une borne supérieure,
note? : la réciproque est fausse), il est courant d’utiliser ce raisonnement :
Soit E un ensemble possédant une borne supérieure notée s.
On exhibe un réel strictement positif — notons-le pour ce exemple u (il dépend souvent d’un
entier n, en vue de construire une suite, auquel cas on 'indice par ce n — voir démonstrations
de ce chapitre), qui par sa stricte positivité permet d’écrire que s — u < s.
Or s est une borne supérieure donc c’est le plus petit des majorants (de F), donc s — u ne
peut pas étre un majorant de E, donc il existe un e € E tel que s —u < e < s.
Ensuite, ’exploitation de ce résultat dépend de l'objectif & démontrer.

t. Pour rappel, attention & bien passer a des inégalités larges pour le théoréme des gen-
darmes! Quoi qu’il en soit, les inégalités strictes impliquent les larges, mais il faut tout de
méme le signaler.
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v = sup(A) existe.

— Montrons que max(A) = v en montrant que v € A.

v est le plus petit des majorants de Aet v —1 <w

Donc v — 1 n’est pas un majorant de A

DoncdzeA:z>v—1

D’autre part, v est un majorant de A donc x < v
OnadoncidzeA:v—1<z<v

— Montrons que x = v

Par ’absurde : supposons x # v

Doncv—1<z<vw

Comme v est le plus petit des majorants de A, x n’est pas un majorant de A
doncdye A:y>=x

DoncdyeA:z<y<v

Ainsi 3 (z,y) e A2 v—l<z<y<v = v—-1-y<az—y<0
Ory<ov = v—y=20 = v—-1—-y=-1

Donc -1<v—-1—-y<z—-y<0

Donc -1<z—-—y <0

Or (z,y) € Z% car Ac Z

r—yeZ

Donc , ce qui est absurde.

—-l<z—-—y<0

6.4 Caractérisation séquentielle de la densité
Soit A < R.

Adensedans R < V2 € R, 3 (up)nen € AN lirf Uy = T
n——+0o0

Supposons A dense dans R, i.e. Ve > 0,Vae A, JyeR: |z —y|<e (%)
Montrons que V2 € R, 3 (up)new € AN : lim w, =2

n—+00
Soient x € R et n € IN.

s N . U 1 N .
D’aprés (x) appliquée a e = -5 >0etax:
. _ 1
Or lim % = 0 donc d’aprés le théoréme des gendarmes : | lim w, =z
n—+00 n+t n— 400

Supposons ¥V z € R, 3 (tun ) new € AN : nl_l)rfw Up = (x)

Montrons que A dense dans R, i.e. Ve >0,Vze A,JyeR: |z —y| <¢
Soit x € R

On a d’aprés (*) : 3 (un)new € AN : lirJrrloo Uy = X

D’aprés la définition de u,, — x :
Ve>0,3npeN:VneN,n=ny = |u, —z|<e¢
Posons y = up, € A

On adonc ng = ng = |uy, — 2| <e = ‘|yfx|=|x—y|<s‘
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6.5 Densités de ) et de R\Q dans R

Lemme : V (z,y) € Q x R\Q, 2 + y € R\Q

Montrons-le par 'absurde :

Soit (z,y) € Q x R\Q, supposons z + y € Q.

re@Q = —reQ

Donc z 4+ y + (—z) =y € Q ce qui contredit I’hypothése.
€Q €Q

Q est dense dans R
D’aprés le théoréeme de caractérisation séquentielle de la densité, montrons que :

VezeR,3 (up)nenw € QY : lim u, =z
n— -+

Soit x € R .
vV n e IN, posons u, = [wfolf lepcq
On sait que |u, — x| < 107"

Or lim 100" =0

n—+o0

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes,
n—-+0o0

R\Q est dense dans R

Soit z € R

On sait que v/2 € R\Q

z + /2 € R donc d’aprés la preuve précédente :
3 (V) new € QN : nl_iﬂloo Uy =+ /2

Posons ¥V n € N, u, = v, — /2 € R\Q (d’aprés le lemme)
On a lir}rlooun= lir}rloovn—\/i=m+\f—\/§=x

Donc lim wu, ==z
n— -+

D’aprés le théoréme de caractérisation séquentielle de la densité,
‘R\Q est dense dans R‘

6.6 Une condition suffisante pour étre un sous-
groupe

Soient (G, ) un groupe, et H une partie de G.
H+#+g

V(z,y)e W2, xxyteH
de (G, *) (i.e. H € G, et (H, ) est un groupe).

Montrons que si alors (H,*) est un sous-groupe

H+ g
V(v,y)e W2, zxy~te H
On sait que H < G.

Supposons
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Montrons que (H,x) est un groupe.

(G, *) est un groupe, donc notons e son élément neutre.

— Montrons que * est une loi de composition interne dans H

(ie. V(x,y)e H> z*y e H).

H # ¢, donc notons z € H.

Onaz+z 'eH — eec H, car x € G, puisque H < G.

En outre, exy e H =— y ' e H,carec H.

Enfin, si 'on note ye H,onazx (y ')"'e H = x+ye H,cary ' e H.
— Montrons que * est associative sur H (i.e. V (z,y,2) € H3 (z xy) * 2 =
2 e (y2))

On sait * associative sur G.

Or, H c G.

Donc * est associative sur H.

Trxe=zx
— Montrons que e est élément neutre de (H, *) (i.e. VaxeH, { > .
exr =21

Comme montré précédemment, e € H.
Or, H c G.

Txe=zx
Donc Vzxe H,
exT =2

— Montrons que tout élément de H est symétrisable par *

(i.e.VmeH,ﬂyeH:{x*y_e )
y*:17=6

Soit z € H.

Onazed.

Donc z est symétrisable dans G.

Posons ainsi y = 27! € H (comme montré précédemment).

On a bien alors { xy=c
yxxr=e

6.7 Formule du bindme dans un anneau

Soient (4, +, x) un anneau, (z,y) € A%, et n € IN.
Si z et y commutent alors on a :

(z+y)" = an (Z)xkynk

k=0

Soient = et y dans A qui commutent.

n
Montrons par récurrence simple Vn e N, P(n) : "(z + y)" = kz () akyn—Fk

0
P(O) P4y =la=1x14x14=)2%" 0= (})aky’"
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Soit n € IN, supposons P(n).

(@) = @ty =@ty Y (“) Pyt (apres P(n)

n
n n
( >xkynk +y Z ( xhy"=F  (distributivité)

k=0 k=0
n n o n
_ Z T xkynfk + Z y xkynfk
k k
k=0 k=0

n+1
_ n k,n+1—k Nk, n+l—k
O P

B (_”1) 2y - (n :l_ 1) 2"t 1y%  (changement d’indice)

=0 =0

> [(7 1)+ ()]
-5 <n+1> .

"y (Formule de Pascal)

6.8 Propriétés d’anneaux et de corps
6.8.1 Les éléments inversibles d’un anneau forment un
groupe par X

Soit (A, +, x) un anneau et U4 'ensemble de ses éléments inversibles.
Montrons que (4, x) est un groupe.

— x est une Le.d. sur Uy car V (z,y) € U3,z x y € Ua puisque si z,y sont
inversibles, i.e. symétrisables pour x, alors x x y aussi.

— X est associative sur Uy car Uy < A et "qui peut le plus peut le moins".

— 14 est élément neutre de x sur U4 car 14 € Uy puisqu’inversible et V x €
Up,r e A= x14=14 x2 =2
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— Tous les éléments de U4 sont symétrisables pour x dans /4 par définition,
et Vo e A, 27" inversible = 271 € Uy.

6.8.2 Tout corps est un anneau intégre

Considérons un corps (A, +, x)
— Donc (A, +, x) est non nul
— X est commutative;
x=04
— Montrons que V (z,y) € A2,z x y =04 < { ou
Yy =04
La réciproque est vraie dans tout anneau.
Supposons T x y = 04

Par ’absurde : supposons {z 704
y#0a
On a:
rxy=04
= 7l xaexy=2"1x04(x)

= y = 04 ce qui contredit 'hypothése.
() 71 existe car 71 # 04 et (A, +, x) est un corps.

"Et si on engendrait un groupe libre 7"
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Chapitre 7
Limites

7.1 Unicité de la limite

n—1
Soient (xn,)nen € RN et (1,1') € R? tels que {x l’
ITL -

Montrons que [ = I
Par labsurde, supposons [ # I’
Comme les roles de [ et I’ sont symétriques, supposons | < I’

On sait que lim =z, =let lim =z, =1
n—+00 n—+00

. P G (| )
Donc d’apres les définitions appliquées a € = = >0 :

dngeN:VnelN,n>=n
InelN:VnelN,n>n = |z, —

Posons n = max{ng;n,}

n=no |z, — 1| < l’gz . Tp —1 < l’gl (L1)
n=ny |z, — 1| < 552 —(zn =) < 5L (L)

3
!’
(Ll) 213—l < Tn
L 211’ >
( 2) > 3 = Ty
Par transitivite : 202l < 2=V 5 o 1 <9~ — I' <1
. 3 ~ 3 ~ ~

Ce qui contredit I'hypothése.

7.2 Limite d’une somme

Soient (zy,)nen €t (Yn)new tendant respectivement vers [ et I’ (nous traitons le
cas ou les limites sont réelles).
Montrons que lim z, +y, =1+,

n—-+0o0

ie.Ve>0,3ngeN:VneNn=ny = |[(xn+yn) — (+1)|<e
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Soit € > 0.

D’aprés la définition de x,, — [ appliquée a § >0 :

InelN:VnelN,n=n = |z,—1| <

| ™

D’aprés la définition de y, — [ appliquée a 5 >0 :

IngelN:VnelN,n=ny, = |y, —l'| <

N ™

Posons ng = max{nj;ns} € N

Soit n € IN
<&
nz=zny — n=m — |xn /| = 25
n = no lyn =] < 5

= [(@n +yn) = (+ )] < =1+ |yn = U] <

VoWV

+

N ™

(inégalité triangulaire)

= (wn +un) — 1+ 1) <¢|

| ™

7.3 Composition de la limite d’une suite par une

fonction
Soient f une fonction de R dans R, (2,)new € DY et (a,1) € R

lim z, =a
n—+0o00

= lim f(x,) =1
lim f(z) = I i, f ()
aeR leR
On distingue 4 cas, selon si { ou et si < ou (les cas en —o0
a =+ =+

sont immédiats par ceux en +00) mais leurs démonstrations sont pratiquement

identiques. On ne traite ici que le cas ot a = +o0 et [ € R.

liIE T, = +00

Supposons { "

bp lim f(z)=1leR
r—+00

Montrons que lim f(z,) =1, i.e.:
n—-+aoo

Vee R™ IngeN:VneN,n=ny = |f(z,) —1|<e¢
Soit € € RT*.

D’aprés la définition de lim

z) =1€ R appliquée & e € RT*, on a:
T—+00

IneR™:VzeDpozn = |f(z)-1|<e
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Or, d’aprés la définition de hl}_l Z, = +00 appliquée 4 A =neR*T* on a:
a0

74

n—

dngeN:VnelN;n=2ny = z, =17
- |f(xn)_”<5

(carVnelN,z, € Dy)

Théoréme des Limites Monotones

e Soient f une fonction de R dans R, (a,b) € R tel que a < b et |a,b[c Dy.
Si f est croissante et majorée sur |a, b[ alors lirlr; f(z)eR.

Soient f: R — R et (a,b) € R? tel que a < b.
Supposons f croissante et majorée sur |a, b[.
Montrons que 111})1 f(z) e R.

T—b~

Posons A = f(]a, b]).

— A # J, car f(“TH’) € A, puisque a < b;

— AcR,car f:R—>R;

— A est majoré, car f est majorée sur |a,bl.
Donc, d’apreés le Théoréeme Fondamental de I’Analyse, | = sup(A) € R.
Montrons que h%l fl@) =1, 1e.:

Vee R™ 3neR ™ :Vaela,b[,|lr —bl<n = |f(x) -1 <e

Soit € € RT*.

l—e <, donc | — € ne majore pas A, d’ou 3 zg €]a,b[: f(xg) >1—¢.
Posons 1 = b —xp € RT* (car b > o).

Soit x €]a, b[, supposons |z — b| < 7.

Alors

|t —b|<b—2z9g = —(z—b)<b—x¢
T = X
flz

>
l—e<

[f(x) —ll<e

f(zo) (car fest croissante sur]a, b[)
f(z) <l+e (partransitivité)

FELl

"Tu es ’asymptote de mon cceur, j’aimerai me rapprocher de toi indéfiniment."

Bonus :

"Je te pousserai jusqu’a la limite du possible si tu me montres ton comportement

asymptotique."
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Chapitre 8

Suites

8.1 Une suite convergente est bornée

Supposons (uy,)nen converge, i.e. 31 € R : lirf Uy, =1
n——+0o0

Montrons que (u,)nen est bornée, i.e. IM e R :Vne N, |u,| < M.
D’aprés la définition de u,, — [ appliquée a e =1>0:

Ing,e N:VnelN,n=2ny = |u, -1 <1 (%)

Posons M = max{|ug|,...,|un,—1|,|]| + 1} e R

Soit n € IN.

1°*cas : sin = ng

Alors d’aprés () :

[unp — 1| <1 = |un| = I] <||un] = |I|| € |un — 1] <1 (inégalités triangulaires)
= |uy| < |I|+1< M (car M est le max d’un ensemble contenant |I| + 1)
= |u,| <M

28 cag : Sim < ng, alors n < ng — 1

Alors |ug| € {|uol, - - [tng—1], 1| + 1}

Donc |u,| < M

Dans tous les cas | |u,| < M

8.2 Théoréme des suites extraites (cas de la li-
mite finie)

Soient (un)new € RN, ¢ : IN — IN strictement croissante et [ € R.

=1

lim u, =0 = lim wu

n——+00 ntoo ()

b

Lemme : Montrons par récurrence simple Vn e IN,P(n) : p(n) = n
77(0) car ¢ : IN — IN donc ¢(0) € IN donc ¢(0) >0
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Soit n € IN, supposons P(n).

n+1>n = @(n+1)>p(n) (car p est strictement croissante)
= p(n+1)>p(n) =n (daprés P(n))

— pn+1)>n — p(n+1)=2n+1 — |P(n+1)

Preuve : Supposons u,, — [
Montrons que () — I,
ie.Ve>0,3ngeIN:VnelN,n=>ng = |uym) —I| <e¢

Soit € > 0
D’aprés la définition de w,, — [ appliquée a € > 0 :

IngeN:VnelN,n>=ny = |u, —1I|<e (%)

Soit n € IN
n=ny = o(n)=eng) =ny = p(n) =ng

(car ¢ est croissante, et d’aprés le lemme)
Et donc d’aprés (+) appliquée a ¢(n) au lieu de n : | [uy,) — 1| <€
8.3 Théoréme de limite monotone

e Une suite de réels croissante (respectivement décroissante) et majorée (res-
pectivement minorée) converge.

e Une suite de réels croissante (respectivement décroissante) et non majorée
(respectivement non minorée) tend vers +oo (respectivement —o0).

Convergence

Soit (un)new € RN croissante et majorée.

Posons A = {u,|n € N}

A est une partie de R (car (u,)nen € RY) non vide (car ug € A) et majorée (car
(un)new lest).

Donc d’apreés le théoréme fondamental de Panalyse, [ = sup(A) existe.

Montrons que lim wu, =1,
n—+00

ie.Ve>0,3ngeN:VneN,n=ny = |u, -] <e

Soit € > 0

[ —e < [ donc ce n’est pas un majorant de A, donc Inge N :wu,, =1 —¢
Soit n € IN

n=ng = Uy = Up, (car (U, )nen st croissante)

= l—e<uUp, <u, <I<l+¢

= —¢e¢<u,—Il<¢

— [fnii=e

69



PARTIE I. DEMONSTRATIONS MPSI
Divergence
Soit (tn)new € RN croissante et non majorée.
Montrons que lim wu, = 400,
n—+o0
ie. VA>0,3ngeN:VnelN,n=2ng = u, = A
Soit A > 0.
A n’est pas un majorant de (uy,)nen (car elle n’est pas majorée)
DoncdngpeN:u,, > A
Soit n € IN
n=ng = Up = Up, = A (car (up)nen €st croissante)
Donc [uy > 4]
8.4 Théoréme des suites adjacentes
(Zn)nen croissante
Si (1) new €t (Yn)new sont adjacentes (i.e. { (Yn)new décroissante ), alors :

lim y, —x, =0
n—-+aw

— elles convergent vers la méme limite [ € R
— VneN,l€ [xn,yn]

Soit ((xn)nE]Nv (yn)nE]N) € (R]N)2-
(Zn)new croissante
Supposons <{ (¥n)nen décroissante

lim y, —x, =0
n—+0

Lemme : montrons que Vn € N, z,, < y, par 'absurde.
Supposons que I3ng € IN : 2, > Yn, .
Posons Vn e N, u, =y, — xp.

Alors Up 41— Un = Ynt1 — Tnt1 — Yn + Tn = (Yn+1 — Yn) — (Tny1 — 2,) <O

car (o, )neN est croissante et (yn)nen est décroissante.
Donc (up)nen est décroissante.
D’ou :
Vnzng,t, <Up, = lim u, < lm uy,,
n—+00 n—o0
— (0 < Unpg

<
= 0 < Yn, — Tng

= Tp, < Yny, cequicontredit’hypothese.
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Preuve : On aVn e Nz, <y, < yo, car (y,)nen est décroissante et d’apres
le lemme.

Donc (2,,)nen est majorée.

D’ow1, d’aprés le Théoréme des Limites Monotones, (2, )neN converge.

Notons [ sa limite.

De méme, on a Vn € N,xg < z, < yn, car (T, )neN est croissante et d’apres le
lemme.

Donc (yn)nen est minorée.

D’ou, d’aprés le Théoréme des Limites Monotones, (yn)nen converge.

Notons [’ sa limite.
Alors :
lim y, -2, =0 = lm y,— lim z, =0
n—+00 n—-+00 n—-+oo

— '-1=0

-
Montrons que Vn € N,l € [2,yn] :
Soit n € IN.

VpeN,p=2n — z, <zp <yp <y, (cf. ci— dessus)
= lim 2, < lim 2, < lim y, < lim y,
p——+00 p—+00 p—+00 p—>+0

= 1, <I<I<vy, (x,ety,sontindépendants de p)

= |l € [Tn,Yn]

8.5 Explicitation des suites récurrentes linéaires
d’ordre 2

Soit une suite (zp)nen vérifiant :
VneN azyio +bzpi1 +cz, =0
et d’équation caractéristique (E,.) : ar? + br + ¢ = 0, de discriminant A.
|CAS COMPLEXE|
Si A # 0 : On note rq, 9 les racines distinctes de (E.) et on a :

I\ ) eC?:YnelN, z, = A\l + ury

Si A =0 : On note rq la racine double de (E.) et on a :

I\ eC?:¥YnelN, 2z, = (A\n+ p)ry

CAS REEL

Si A > 0: On note 71,72 les racines distinctes de (E.) et on a :

I\ ) eR?*:VneN, z, =\ + ury
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Si A =0 : On note rq la racine double de (E.) et on a :
I\ p eR?*:VnelN, z, = (An+ p)ry
Si A <0 : On note pet® les racines complexes conjuguées de (E,) et on a :

I\ p)eR?:VnelN, z, = (Acos(nb) + usin(nd))p™

8.6 Equivalents usuels

Soit la suite (2, )new telle que lirf 2, =0,et pe RY.
n——+0o0

sin(xzy,) ~ p, sh(z,) ~ z, arcsin(x,) ~ @,

tan(z,) ~ @, th(z,) ~ @y arctan(z,) ~ T,

2 2

cos(xy) =1~ =22 | ch(z,) =1~ %2 | arccos(zn,) — & ~ —x,
e —1~uax, In(x, +1) ~ z, (xn +1)P —1

—~

Preuve pour ’exponentielle :

La fonction & — exp(z) est définie et dérivable en 0, et on a exp(0) = 1 et
exp’(0) = 1.

Ainsi, exp(z,,) — exp(0) ~ exp’(0)z,, = € — 1 ~ x,,.

Preuve pour le cosinus :

On a COS(Qj‘n) —1= COS(2 X %) 1= *281112(9%")
Or:
sin (ﬁ) o ocart™ 0 — sin2 (ﬂz) 1952
n 1
= —2gin? (I—) _7352
2
L,
= cos(zp) — 1~ ~5%n

8.7 Prépondérance de la factorielle sur la fonc-
tion puissance

Va>1,a" = o(n!)

. . n
Pour le démontrer, il nous faut prouver que lim %; =0
n—+o ™

e Pour cela, posons Vn € N, u, = 47, a > 1 étant un réel.
Montrons que sa limite vaut 0.
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L Ung1 . a"tt n! _ _a
On a: Un  (n+1)! x a™ ~ n+l -0
D’apreés la définition appliquée a € = % >0:
Up+1 1
dngeN:VneNnz=2ny = |— -0/ < =
Up, 2
Unp+1 1
- < —
Up, 2
1
= Up+1 < §un (*)

(carVne N, u, =>0)

e Montrons par récurrence simple V n = ng, P(n) : "u, < ﬁuno”

P(no) car up, < s5n,
Soit n = ng, supposons P(n)

n = ng donc d’aprés (#) : up41 < %un
Or P(n) = un < ga=mgUng

1
Donc Un+1 < muno Ead P(n + 1)

e On a donc montré que Vn e IN,0 < u,, < ﬁuno

1 1
= Unt1 < 3Un < grrr=ag Un, (Car

N[
\Y
N>

. BRT 1 _ A
Or nETmO = ngr}gw =g Uno = 0 (car uy, est indépendant de n)
Donc d’aprés le théoréme des gendarmes : liT Uy =0

n—-+0o

Pourquoi les suites ne font-elles pas de bruit 7
Parce qu’elle sont discrétes.
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Chapitre 9

Arithmétique

9.1 Unicité d’une congruence

VneN*VaeZ,3'be [[0;n—1] : a = b[n]

Soient n € IN* et a € Z.

EXISTENCE |
Posons k = |£| e Zetb=a—kneZ
On a:
b=a—-—kn = a=b+kn = m
Et :
E_1<lEJ<E = —a+n>—-kn>-a (car —n <0)
n n n

= n>b=0

= |be[[0;n—1]
UNICITE

a = by[n] ot {a:bg[n]
0<b<n-1 0<by<n-—1
ki €Z :a=>b; +kin (L1)

ko €Z :a =0by+ kon (L)

(L2) = (L1) = bo—by = (k1 —k2)n  (L3)

Soient by, by tels que {

Donc
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—n<by—b;<n
—n<n(ky —ka) <n
—1<k—ky<1l (n#0)
ki —ka=0 (ki1 —ko€eZ)
by —by =0

9.2 Propriété fondamentale du PGCD

(L3)

FLEEl

Montrons par récurrence avec prédécesseurs :

YbeIN,P(b):"VaeZ,I(u,v)eZ* anb=au+ b’

P(0) car :

Soit a € Z
1 sia>

Posons u = Slc% 0 eZietv=0eZ
—1 sinon

Onaan0=lal =au+bv

Soit b € IN, supposons V k € [0; ]|, P(k)

Montrons P(b+ 1), ie. Vae Z, 3 (u,v) € Z?:an (b+1) =au+ (b+1)v

Soit a € Z

b+ 1 # 0 donc notons q et r les quotient et reste de la division euclidienne de a

par b+ 1
a=(0b+1g+r

Alors
0<r<|b+1l=b+1 = 0<r<b

D’aprés P(r) avec b+1 au lieude a : 3 (v/,v") € Z2 : (b+1) ar = (b+1)u/ + 10

u=v¢€7
Posons , ,
v=u —qu el

Alorsona:an (b+1) = (b+1)Ar = (b+1)u'+rv = (b+1)u'+v'(a—(b+1)q) =

vVa+ b+ D)W —q)=au+ (b+ 1)y = W

Montrons que Ybe Z~,Yae Z,3 (u,v) € Z?>:a A b= au+ bv
Soient b e Z~ et a € Z, posons b’ = —be IN.
On adonc 3 (v/,v') e Z?:a A b =au + b
Ord =-bdoncand =anb
u=u €7

v=—v'€eZ

OnaaAb=a/\b’=au’+b’v'=au+(—b)(—v)=

Posons
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9.3 Théoréme de Bézout et corollaires

| THEOREME DE BEZOUT |

arb=1<3(u,v)eZ? au+bv=1

[= ]| immédiat *
[ <= Supposons 3 (u,v) €eZ? au+bv=1
Montrons que a Ab =1 :
— 1leNN
— 1]|aetl]b
— VkeZ,[k|aetk|b] = k|1
En effet, si k| a et k| balors k| au +bv =1

| THEOREME DE GAUSS |

{a|bc
= alc

anb=1

Supposons a | bcet a Ab=1

Alors d’aprés le théoréme de Bézout : 3 (u,v) € Z2? : au + bv = 1
Donc auc + bev = ¢

Or a | a donc a | auc et a | be donc a | bev

Donc a | auc + bev

Donc

| COROLLAIRE]
ale
ble = ab|ct
anb=1

Sous les hypothéses :
D’aprés le théoréme de Bézout : 3 (u,v) € Z2 : au +bv = 1
Donc auc + bev = ¢

alc ab | be
{b|6 - {ab|ac = ab | acu +bcv =

*. D’aprés le théoréme précédent.
t. Cette propriété est parfois écrite :

c=0]a]
c=0[b] = c=0/]ab]

anb=1
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| COROLLAIRE

=1
ance = abrc=1
barc=1

Sous les hypothéses :
D’aprés le théoreme de Bézout :

anc=1= F(u,v)eZ?® : au+cv=1
brc=1 = FW,V)eZ: b+ =1

(au + cv)(bu’ + cv') = 1 = abur + aucv’ + bevu’ + c*vv’ =1

= ab(uu') + c(auv’ + bvu’ + cvv’) =1

D’aprés le théoréeme de Bézout :

9.4 Infinitude des nombres premiers

Par l’absurde : supposons card(P) € R

Notons P = {p1,p2,...,pn}
Considérons N =p; X ... X p, + 1
N > 2 donc N posséde un diviseur premier que nous notons p;

1 X ... X
Ona pi | p1 Pn
pi | N

= p; | N—(p1 X ... xpp)

— |pi < 1] =1

Ce qui contredit p; € P

9.5 Petit théoréme de Fermat

Lemme 1:VnelN,Vke [[1;71]],]?(2) = n(Zii)

— k(}) = kk!(r?ik)! = ”(k—1)!(((7?:11))i(k—1))! = ”(Z:i)

Lemme 2:VpeP,Vke[Lp—1],p| (})

kR =) = plk() = 21 ()
(théoréeme de Gauss : p A k=1 puisque pe P et k€ [1;p — 1]))
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Preuve du théoréme

Soit pe P

Montrons par récurrence simple Va € IN,P(a) : 7a? = a[p]”
77(0) car 0P =0 [p] car p > 2

Soit a € IN, supposons P(a)

P
Formule du Binéme : (a + 1)? = Y, (?)a*1"*

Or d’aprés lemme 2 : Vke [1;p—1],p| (}) = Vke[L;p—1], () =0[p]
= (a+1)P = i (P)ak = (g)ao + (g)a” =aP +1=a+1[p] daprés P(a)

k=0
@1y =a+1lp] = [Plat1)]
SiaeZ :posonsa =—aelN
Done a” = d' [p] — (~a)? = —a[p] — (~1)’a? = —a [p]
e Si p est impair, alors (—1)P = -1 = a? =a [p]
e Si p est pair, alors p =2 car pe P
Donc a? = —a [2]
Or —1=1[2]
Donc a = —a = a? [2]

e Dans tous les cas, | a” = a [p]

9.6 Décomposition en produit de facteurs pre-
miers

VneN*, 3 (zg)ren € NN .y = npik
kelN

ou pj représente le k® nombre premier.

Soient (zx)rew € NN et (y1)kew € NV telles que n = [] pit =11 p¥

kelN kelN

sz’“ | szk = VkelN zp <y
On a kelN kelN

sz’“ | szk = VkelN y, <z

kelN kelN
— VkeNua, =y — ‘ (Th)kew = (yk)ke]N‘

|EXISTENCE |
Montrons par récurrence avec prédécesseurs :
VnelN*Pn):"3 (z)kew € NN 1 = [T ppe"
kelN

P(1):car 1 = ] p{* ot (z)rew € N™ est définie par V ke N,y = 0

kelN

78



CHAPITRE 9. ARITHMETIQUE MPSI

Soit n € IN*, supposons V m € [1;n]], P(m)
Montrons P(n + 1)
1°* cas : si n + 1 est premier.
Notons ¢ I'entier tel que n + 1 = p;
Alors n+1 = [] pi* o (@) ken € INM®) est définie par V k € N, z), = i k-
kelN
2 cag @ sin 4 1 n'est pas premier.
Donc 3me [2;n] : m | n+ 1.
Donc d’aprés P(m) : 3 (yx)kew € NV :m = [T pi*
kelN
Orm|n+1 = 3geZ:n+1=qgm
Onage[[L;n]] (carn+1>0etg=n+1=m=1:exclu)
Daprés P(q) : 3 (z1)kew € NV 1 g = T pi*
kelN
Posons (zg)ken € IN®N) définie par V ke N, 2, = yi + 2

Onabienn+1=mqg= [] p* x []pi* =[] pi* = |P(n+1)
¢ it = Tvis = [Plus )]

kelN kelN

Carl-Friedrich Gauss : "La Mathématique est la reine des sciences et I’Arithmétique est
la reine des mathématiques."
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Chapitre 10

Continuité

10.1 Théoréme des Valeurs Intermédiaires

Soient f: R — R et (a,b) € R? tels que a < b et [a,b] = Dy.

feC([a,b],R) et e
{f(a)Xf(b)<0 Jeela,b]: f(c) =0

Supposons la fonction f continue sur le segment [a, b], telle que f(a) x f(b) < 0.

Construisons les deux suites (2, )nen et (Yn)nenw par dichotomie, de la maniére
suivante :

o =a
— posons
Yo =">
On a f(xo) x f(yo) = f(a) x f(b) < 0, par hypothése.
— soit n € IN, supposons z,, et y,, déja construits, tels que f(z,) X f(y,) < 0.
On construit z, 1 et y,+1 comme suit :
— 1% cas :si f(z,) x f(22522) <0

Tnyl = Tp
Alors
{yn-kl = Zntin
On a f(znt1) X f(Ynt1) = fxn) X f(m"Tm) <0~
— 22 cas :si fz,) x f(22FE2) >0
_ Tn+Yn
Alors Tn+l

Yn+1 = Yn
On a f(wn1) x f(yns1) = F(F252) % fyn) = flan) x f(Fghe) x

L@n)xf(yn) (””;();J;gy") < 0, par hypothése.

*. Puisque c’est le cas dans lequel on vient de se placer!
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On sait (z,)nen et (yn)new adjacentes par construction, donc d’apres le théo-
réme des suites adjacentes, elles ont une méme limite finie, que I’on note c.

Ce théoréeme affirme également que Vn € N, ¢ € [z,,y,], donc, pour n = 0 €
N, c € [zo,y0] = [a,b].

Enfin, on a montré par récurrence simple que Vn € N, f(x,) x f(yn) < 0.

On a donc :

ngrfwf(zn) Xf(yn)gnlirfwo = f(c)?<0 = | f(c) =0

(par composition de limites, et f est continue en c)

10.2 Théoréme des Bornes Atteintes

Soient (a,b) € R? tels que a < b et f: R — R continue sur [a, b].
f est bornée sur [a, b]

(On n’étudie ici que le cas de la majoration de la fonction étudiée, I’extension
se faisant sur un méme procédé.)

Supposons la fonction f continue sur le segment [a, b].
Montrons que f est majorée sur [a,b], i.e. :

IMeR:Vzelab], f(x) <M
Par ’absurde, supposons :
VMeR,3xe€[a,b]: f(z)>M

Soit n € IN.
D’aprés ’hypothése appliquée & M =n e R, on a :

Ja, €la,b]: f(z,) >n

Or, la suite (z,,)nen est bornée. *

Donc, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une fonction ¢ :
IN — IN, strictement croissante, telle que (sc@(n))nem converge.

Notons [ sa limite; [ € [a, b].

OnaVneN, f(zym) = ¢(n) =n (immédiat par récurrence simple ).

Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

A, (o) = i, =+

ngr}rloc xgo(n) - l

lim f(2) = (1)

Donc, par composition des limites, lirf f(@umy) = f(1) € R.
n——+0o0

(car f est continue en ¢ puisque c € [a, b])

Par unicité de la limite, {+0} < R : c’est absurde.

x. Puisque Vne N,z, € [a,b] = a <z, <)
t. cf. lemme de la preuve 8.2
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10.3 Exemple de fonction continue sur un do-
maine, mais pas uniformément

Notons f : z — 2, que I'on sait continue sur R comme fonction usuelle.
Montrons que f n’est pas uniformément continue sur R, i.e. :

[f(z) = fly)| > e

Par ’absurde, supposons-la uniformément continue, i.e. :

-yl <
JeeR ™ :Vne R 3 (z,y) e R?: {|x vl <n

Vee R Y AneRY*:V (z,y) e R% jz —y| <n = |f(z) — f(y)| <¢

Prenons alors e =1le R™,zeRet y=2—neR.
Ona [z —y| = n| =7, car n > 0.

Alors :
[f@) = fl <1 = [2* —y°| <1
= |20z -7’ <1
— Mz —1n* <1
1+ n?
< 2n >0
— o (car 21 > 0)
2
Or, pour = = ] +1leR:
2n
1+ 7?

1+n2
e M=y
n n

10.4 Théoréme de Heine

Soient f: R — R, I un segment tel que I < Dy et Ae R™.

Si f est continue sur le segment I alors elle est uniformément continue sur I.

Supposons la fonction f continue sur le segment [a, b].
Montrons que f est uniformément continue sur [a, b], i.e. :

Vee R™ 3neR™ :V (z,y) € [0, 0% |z -yl <n = |f(z)— fy)| <e

Par ’absurde, supposons :

—y| <7
JeeRY Ve R 3 (z,y) e R?: = =yl
|f(z) = f(y)| > €
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Soit n € IN.
Prenons n = ——.

n+1
|93n - yn| < %4.1

Alors 3 (zn, yn) € [a,b]” : {|f(xn) — flyn)| > €

Or, la suite (2, )nen est bornée. *

Donc, d’aprés le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, il existe une fonction ¢ :

IN — IN, strictement croissante, telle que (2, (n))nenw converge.

Notons [ sa limite; [ € [a, b].

OnaVne N, |z,m)~Ypm)| < W < n%rl (immédiat par récurrence simple 7).
0.

Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim =z — = lim - =
, dap g o To(n) T Ye(n) = MM ST

I . T . . _ 1
D’oti, par somme des limites, nETw Yo(n) = .

; (car f est continue en [ € [a, b])

Et, par composition,
Ainsi :

|f(x<p(n)) - f(ycp(n)” > € = TLEIEOO |f(m<p(n)) - f(ytp(n)” > lim ¢

n—+00

= 0=>ec.

Ce qui contredit 'hypothése.

*. Puisque Vn € N,z € [a,b] = a<xn, <b
t. cf. lemme de la preuve 8.2

folm yomy = UM (Yom) = Tem) + Te(n) = UM Zon) = Ypn) + M pm) =1

Que dit une fonction continue quand elle se présente ? "Bonjour,jesuisf,enchantée..."
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Chapitre 11

Développements limités

11.1 Primitivation des développements limités

Soient f : R — R, dérivable sur un intervalle I et a € I.

Si f' admet au voisinage de a le développement limité & lordre n f/(z) =
n

3 ug(z —a)¥ + o((x — a)™), alors f admet au voisinage de a le développement

k=0
limité & l'ordre n + 1 :

n

f($)=f(a)+zuk

k=0

(x — a)k*!

kiﬂ + 0((!1) - a)"“)

Lemme : Soit f : R — R dérivable sur un intervalle I, a € I et n € IN.
Au voisinage de a, on a :

f'@) =o((z —a)") = f(z) = f(a) + o((z —a)"*")

Soit f dérivable sur I et soit a € T
Supposons f'(z) = o((x — a)™), i.e. 31211)131 (;CL(Z))W = 0.
Soit x € In]a; +oo|
Posons ¢ : t — f(t) — 7{0(;;);){1&“1) (t —a)tt
On a:
—  continue sur [a;z] (*)
— ¢ dérivable sur ]a; z[ (idem)
— ¢la) = p(x)
(En effet : p(a) = f(a) — %(a —a)" = f(a) (carn+1>1)
et p(z) = f(w) — LD (5~ ay+t — f(a))
(* : f est continue sur I puisque dérivable et t — (t — a)" ™! aussi donc ¢ est
continue sur I comme somme et produit de fonctions dérivables, et (a,z) € I?
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donc [a,z] < I puisque I est un intervalle)
Donc d’aprés le théoréme de Rolle :

Jep €lasz[: @' (cr) =0
— 7e) = L e e —a -0
Pl 1 @)1
(cz—a)» m+1 (z—a)t!
fled _ . f@)-f@

n41aeoat (cg —a)®  zoat (x—a)nt!

S

Ora<ce, <12 = hma<hmcw<hmm
r—at r—at r—at

lim a = lim x = a donc d’aprés le théoréme des gendarmes : lim ¢, = a

z—at x—>a+ rz—a™t

De plus hm L G Mz ))n = 0 (hypothése) donc par composition : hm+ ( Cf (_C;))n =0
r—a x

f@)—fla) _
Donc xlirtrll+ —a)r T = 0
On montre de méme que lim % =0

r—a~

Finalement, on a montré que

i 1) = f(a)

T—a (m _ a)nJrl

=0 = f(z) - f(a) = o((x — a)"™")

Preuve : Supposons f dérivable sur un intervalle I,a € I et f/(x) = > ug(z —
a)* + o((x —a)).

= z—a)kt?
Posons g(x) = f(x) — Y] uk( k+)1

g est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables, a € I et ¢'(z) =

f(z) - ]é:O ur(z —a)k = o((xz — a)") (par hypothése).
D’aprés le lemme : g(x) = g(a) + o((x — a)"*1)

Or g(a) = f(a) — f] ug, (“;‘_?fﬂ = fla) (car k+1>=1)

k=

Ainsi g(x) = f(z) — kzuk @0 £(a) + o((x — a)"*1)

— 1@ = 1@+ YT (@ ay
= kE+1
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11.2 Formule de Taylor-Young

Soit f : R — R de classe C" sur un intervalle I et a € I.
Alors f admet au voisinage de a le développement limité & 'ordre n :

nf ) (g
f) =2 L@ a4 o —a)

Soit I un intervalle et a € I.
Montrons par récurrence simple Vn € N, P(n) :

"Si f est de classe C™ sur I alors f(z) = Y, % (x—a)* + o((z —a))"
k=0

P(0) car :

Si f est de classe CY sur I (i.e. est continue) alors :

lim f(@) = f(@) = f(@) = f(a) +o(1)

0 f®) (q
k!( ) (x — a)k + o((x — a)?)

— f(2) =
k=0

Soit n € IN, supposons P(n)
Soit f une fonction de classe C™*! sur 1. Donc f’ est de classe C™ sur I et
d’aprés P(n) appliquée a f’ :

=% (a)
—

n 1(k) a
P =3 LD @0+ o ap)
k=0 :

Or f est dérivable sur l'intervalle I (car de classe C" ™ avecn+1>1)etae I
donc d’aprés le théoréme de primitivation des développements limités :

5 S (- )t

flx) = fla) + ),

+ o((x —a)™h)

PoR S
n (k+1) (g

—t@+ % T -t 4 ol -0
k=0 ’
no (k1) () (4 — g)E ]

7f(a) + f k'( ) ( k+)1 + 0((x_a)n+1)
k=0 ’

ntl e(k) a
= f(a) + Z ! k:!( )(x—a)’c + o((z —a)"™") (enposantl =k + 1)
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11.3 Formule de Taylor avec reste intégral

Soient n € IN, I un intervalle de R, a € I, f : R — KK une fonction de classe
CnHlosur 1.

noor(k) (g @ f(n+1)
VxEI,f(z)zsz'()(xfa)kJrJ fTﬁ(xft)”dt
=k a !

Par récurrence simple : Vn € IN,P(n) : "si f est de classe C™*! sur I alors

RS AR) A ARRIO) -
Vxe[,f(x)fgo o (v —a) +LT(:E—15) dt

P(0) car : si f est de classe C! alors :

-3 1% () (x —a)* + r W(x —t)dt

Soit n € IN, supposons P(n).

Soit f de classe C™*2 sur I.
Alors f est de classe C" ! sur I et d’aprés P(n) :

n ek (g T p(n+1)
fl@)=> ! k,( )(xfa)kJr‘[ fnil(t)(x—t)”dt
P . !

f(n+l)(t)
) [ ———LY
Intégrons par parties J = J n de

_ I—.t n+1
. (z—t)

n! — Vit
n+1

classe C! sur [a;x] = I (f est de classe C"*2 sur I).

’ M (x —t)™ dt avec {u

T Al (Gt K I M A O N C ) el
| T Il et "

nl(n + n+1
u! (t) u(t)
" (a) w1 [T FUTP() n+1
e | Gt
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Donc :
kio 0@,y M(x — a4 fc m(x iyt
Til (x —a) J f(n+2) —t)"at

— P(n:+ 1)

11.4 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soient n € IN, I un intervalle de R, a € I, f : R — K une fonction de classe

C*lsur 1.
max |f" TV (t)|siz > a

On note M, = { "l
i max |f"*tV(t)|siz < a
te[x;al
n M, .1
Vaxel, x—ak< e —a|"t!
ne Z R L
1 cas : si x = a (le 2°! cas se traite de maniére similaire)
M,y1 = max [f("+1(t)| existe selon le théoréme des bornes atteintes car

€la;x]
|| est continue sur I donc sur [a;2] < I comme composée de fonctions
continues (car f est de classe Cp41).
On a alors Yt € [a;z], | f" V(1) < Myyq
Les hypothéses de la formule de Taylor avec reste intégral sont vérifiées donc :

n (k) n+1
f(z) = Z ! k' (x —a) J f (x —t)"dt
k=0
SPAG) A0 n
— 1)~ 3 Tl - |L E O - orar

NEAMRIV) n 1o i Pindealitd trinnenlai
< | |/ (x—t)"|dt (d'apreslinégalité triangulaire)
n

Or:Vte[a;z],|f" V@) < My

(x =" (z =)

:>\f( +1)(t)|x| ] |<Mn+1\%| (car | ol | =0)
(n+1) (¢ — )"
—_ ‘fi'()(x_t)ﬂ < Mn“M (carz > t)
n! n!
T (n+1)t €T — )"
:>f \fi'()(x—t)ﬂdtéf Mn+1(x7|)dt (cara < )
a n! a n.
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CHAPITRE 11. DEVELOPPEMENTS LIMITES MPSI

T

T r(n+1)
— \J fi(t)(x ) < Moe J (z —t)"dt
a n! n!

a

M,
2L est indépendant de t , et transitivité)

(car o
0 J‘:v( t)ndt (:L’—t)nJrl (x_a)nJrl |x_a|n+1
T xr — = | — = =
a n+1 e N+l n+1
n+1>0 r=a
Mn+1

|n+1

n () (g
Donc | |f(z) — Z !

k=0

r—a)f| < (n+1)!

11.5 Formules de développements limités usuels

en 0

0
=l—z+22—23+ ..+ (—1)"z" + o(z")
In(1+xz)= > ( 1)k+1%k + o(z")

k=1
o o T e R )

w11 ()
VaeR,(1+z)* —14—210 z® + o(x™)

=1+ agz+ 22,2 4. 4 oloos 213 (o= g 4 o(z™)

(_1)k a:z’“l + 0(x2n)

. n 22k +1 "
sin@) = 30 (-1F 2L 4 o(ant)

t2n+1 n
o+ (1) Gy + 0@ )

0

J’_

o g2hl 2n+1
= ZO (2k+1)! + 0( )

2n+1

—r+ & 42 70 + o+ Gy +o@®t)

2k+1
arctan(z) = Z (—1)’“ T o(x?n+1)

=12 4+ 2 4 ()L g o(a )

89



Chapitre 12

Polyndémes et fractions
rationnelles

12.1 Reésolution des équations polynomiales de
degré 2 a coefficients complexes

Soit équation (E) : az? + bz + ¢ = 0, avec (a,b, c) € C3.

Posons A = b? — 4ac, et § une racine carrée de A.

Montrons que z; = =249 et 2z, = —ggé sont les deux solutions de (E).

2a

Ona: az>+bz+c=

I
S

Il Il
IS IS
N N T N N N N
i R
0 0
s w+ 1\3+
Fle ¥«
~
[ V] [ V]
I |
* Ew
»-lk| N
Q
NN
% ISH
N~ ———

Il

S
7 N

N

+

[N}
@‘@
N———
[V}

|
N

DO
NS
N———
[V
N——

Ainsi: az? +bz4+c=0<a(z—2)(z — 2) =

z—2z1=0 z=2
< {ou (cara # 0) < | < ou
z2—20=0 zZ =2
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12.2 Formule de Taylor
Soit P e K[X] et a € K.
+ P(k) (a)

P=2, o

k=0

X —a)*

1*cas : SiP =0

: 7 PYa) K ;
La formule devient : P = >} —= (X —a)” < 0=0: vrai
k=0
28d cas 1 Si P #0
Montrons par récurrence simple Vn € IN, P(n) :

% pk)
"n =deg(P) = P = Z PT(a) (X —a)*”
= K

P(0) car :
Si deg(P) = 0 alors P est constant non nul, i.e. 3A € K\{0} : P = A
Alors Vk>1,P*) =0 = P®(a)=0et:

& P . _ PO

o (X (X —a) = Pla) =A=P

k=0

Soit n € IN, supposons P(n)

Soit P de degré n + 1, donc deg(P’) = n, et d’aprés P(n) appliquée & P’ :

— Pkt (g)

/—H ,
+00 Pl(k)(a) +9%0 p(k+1)(a) (Xfa)kJrl

P=3 (X —a)k =
P o k1
+a0
pk)
= FAeK:P= _ A +Z k'(a)(X—a)k
=P(a) () k=1
+0
P®)(q
k=0 :
— |P(n+1)
+00
P (a) k
(%) : P=)\+’§1 o (X —a)

*) (g
P '( ) (a—a)k

+0
= Pla) =+ ), —
k=1

=0 car k=1

= A= P(a)
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12.3 Division euclidienne dans K[ X]

A=BQ+R

v@LB)eKLXF(B7‘®7HKQJQEEqXF:{d%xR)<dqu)

A= QlB + Rl
. deg(R1) < deg(B)
Soient (Q1, R1) et (Qa, Ry) dans K[X]? tels que :
olent (Q1, R1) et (Q2, Ry) dans K[X]* tels que A=QuB + Ry

deg(Ry) < deg(B)
Montrons que Ry = Ro
Par I'absurde : supposons Ry # Ry On a :

BQi+ Ri=BQ2+ Ry = B(Q1—Q2) =R2— Ry (%)
= B|(Rz—Ry),or Ry — Ry #0
= deg(B) < deg(R2 — R1) = max{deg(Ry);deg(R;)} < deg(B)
= deg(B) < deg(B) : absurde

Donc Ry = R, et dans (#) :

B(Qi—Q2)=R;—Ri1 =0 = Q1 —Q2=0(car B#0) = Q1 =0Q>
On a montré que ‘ (Q1,R1) = (Q2, R2) ‘

D’ou l'unicité.

|EXISTENCE |

Notons p = deg(B) € IN (car B # 0)
1 cas : si deg(A) < p
Q=0eK[X]
R =Aec K[X]
274 cas : sinon :

Par récurrence avec prédécesseurs : Vn = p — 1,

A=BQ+R

Al
OIS POSONS { deg(R) < deg(B)

ce qui donne {

P(n): "si n = deg(A), alors 3(Q, R) € K[X] : {A = BQ+R \

deg(R) < deg(B)

P(p — 1) montré en 1° cas.

Soit n = p — 1, supposons Vi € [[p — 1,n], P(%)

On a vu en 1° cas que P(i) est vraie pour i < p, on a donc Vi < n, P(i).
n+1

Si deg(A) =n + 1, notons A = Y. axX* et apy1 # 0
k=0
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P
Comme deg(B) = p, notons B = >} by X" et by # 0
k=0
Posons :

C=A- %X"“—I’B (car b, # 0)
p

n+1 p

_ Z aka _ MX’I’I‘F:[*}? Z kak
k=0 bp k=0
n+1 p

_ Z aka o Z bka'n‘H xntl-ptk
k=0 k=0 bp

Il
=

pt a a
1 — 1
akxk+w— E b —L xntl-ptk _W
k=0 bp P

p—1
Gp41 _
aka o Z by Z+ Xn+1 p+k
k=0 p

b
Il

0

Il
=

e
Il
=]

Ce qui est une expression de degré au plus n.
Notons i = deg(C)
D’apres P(i) appliquée a C' au lieu de A :

C=B@Q1+R

3 (Qu, ) € K[X]: {deg(Rl) < deg(B)

Donc C = A — %X”“*T’B = BQ, + R,
— A=B(Q+ 35X + Ry

Q= Qi+ HEX P e K(X] Ao pad
En posant » ,on a < deg(R) < deg(B)
R=R; € ]K[X] ———
=deg(R1)
= |P(n+1)

12.4 Caractérisation de ’ordre de multiplicité

12.4.1 Existence d’un polynéme non annulé
Soient P un polynome non nul de K[X], a € R et r € IN.

P=(X-a)Q

ad’ordrer dans P < 3Q € K[X] :
Q(a) #0

X - [P (1)

Supposons « d’ordre r dans P, i.e. {(X o)ty P ()

(1) = IQeK[X]: P=(X—-a)"Q
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Montrons que Q(«) # 0 par 'absurde : supposons Q(«) = 0

Alors(X — ) |Q = X —a)(X — )" | Q(X — )"
— (X — )" | P, ce qui contredit (2)
Supposons 3Q € K[X]: (X —a)"Q = P et Q(a) # 0
Alors (X — )" | P
Montrons que (X —a)" !} P
Par 'absurde : supposons (X — )" | P, i.e. :
JReK[X]: (X —a)""R=P = (X -a)"Q=(X-a)" (X —a)R
— Q=X—-a)R (car (X —a)" #0)
— Q(a) = (a —a)R(e)
= Q(a) = 0, ce qui contredit I'hypothese.

12.4.2 Annulation des dérivées
Soient P un polynoéme non nul de K[X], a € R et r € IN.

Vkel0,r—1],P®(a) =0

d'ordrer dans P < 3Q € K[X] :
a d’ordre r dans Q [X] {P(T)(oz);éo

Supposons « d’ordre r dans P.

Donc 3Q e K[X]: P =Q(X — )" avec Q(a) # 0.
_ (k) =

Montrons que N kle [0,r — 1], P (a) =0 (1)

PM(a) #0 (2)

Soit ke IN i
PR = [Q(X —a)"|®) =% (?)Q(k*i) [(X —a)"]®  (Formule de Leibniz)

i=0
r! —i '
Or [(X —a)7]® = W(X—a) sir<i
0 sinon (i > r)
— Montrons (1)
Supposons k € [[0,7 — 1]], donc k < r.
k

Alors PF) = (’:)Q(k_i)oﬂ%!i)!(X — )t (cari<k<r=i<r)
i=0

— PW(a) = Zk] (’;)Q(’C—i) (7_2)! (@a—a) " ((x)cari<k<r=r—1i>0)
— |P®(a) =0
. Montrons (3)

Supposons k = r.
,

Alors P = 31 ()@ 2k (X )
=0
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— P(a) = ,;0 (5)QU(a) (ri!i)! (a—a) " =) (ri‘)!Q(T*T) (@)

— P"(a) =7Q(a) #0 — P(T)(a #0

Vke[0,r—1],P®(a)=0 (1)
Supposons {P(")(a) 0 @)

Montrons que « est d’ordre r dans P.
Pour cela montrons que 3Q € K[X]: P = Q(X — )" avec Q(«a) # 0.
D’aprés la formule de Taylor :

+00 P(k) (a>

p=> O (X —a)F
k=0
O p(k) (g
- 2 P k:!( )( —a)®  (d'apres (1))
+90© P(kJrr)(a) ,
= ] (X — a)i:

=(X—a)f(X—a)"

+%© P(k+7‘)(a)

=(X—a) Z —a)*
= (k+r)!
57 P () :
Posons Q = > o (X —a)te K[X]
k=0 )
TR petr) (g ™) (o , N
Q) = 3 T (o — ) = T8 2 0 (dapres (2))
k=0 ~—
=0si k>0
=15i k=0

Donc ’ « est d’ordre r dans P‘

12.5 Théoréme de d’Alembert-Gauss

Soit P # 0 dans C[X] de degré n € IN.
— P posséde exactement n racines comptées avec leurs ordres dans C
— Si on note ayq, ..., a4 les racines distinctes et rq,...,7, leurs ordres res-
pectifs alors on dispose de la factorisation :

-

P =dom(P) | [(X —a;)™

=0

Notons ay, ..., aq les racines de P et 7q,...,74 leurs ordres respectifs.

P#0donc3iQeC[X]:P=Q ﬁ(Xfak)”k et Vke[l,q],Q(ar) #0
k=0
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— Montrons que ) est constant

Par ’absurde : supposons ) non constant.

D’aprés le théoréeme Fondamental de I’Algébre, Q posséde alors une racine (3
distincte de aq, ..., aq.

OrQ(P) =0 — P(B)=QM) [[(B-ax)™* =0 = P(B)=0

k=1

= [ est une racine de P

Ce qui contredit le fait que a1, ..., o4 sont toutes les racines de P.
Donc @ est constant non nul (Q = 0= P =0 : exclu)

Donc dom(Q) = Q

q
Alors P = dom(Q) H(X — )"

q
deg(P) = deg(dom(Q)) + dea(] [(X — ax)"™
H_,_/ T i

:7‘1':“"7‘(1
= q
dom(P) = dom(dom(Q)) x dom(H(X —ag)™)
—_— i
—dom(Q) .
dom (X —ay)"k =1

.

. {‘r1+...+rq =n‘
dom(P) = dom(Q)

— | P =dom(P) | [(X — ax)"™
i=1

(2

12.6 Relations coeflicients-racines

Soit P = Y axX* (a, # 0) un polynéme non constant de C[X], n = deg(P),

k=0
ai, ..., 0, les racines de P comptées avec leurs ordres.
On note :
3
Vke[1l,n],or = Z Qi X Xy,
I<ip < <ip<n
On a alors :

k On—k
Qnp

Vke[1,n],on = (~1)

— Pour un polynéme de degré 2 de racines oy, as
— k=1:01 = Z QG = 0 + Q2
1<ir <2
— k=2:09= > e, = aras
1<i;<io<2

*. Pour le dire plus simplement, o}, est la somme de tous les produits de k racines distinctes
de P.
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— Pour un polynéme de degré 3 de racines oy, o, ag

—k=1:01= > o, =a1+a+as
1<i1<3

— k=2:09 = > i, 0, = Qg + Q10 + Qoo
1<i1<12<3
— k=3:03= > iy Qi Qi = (112003

1<i1<i9<i3<3

12.7 Interpolation polynomiale

On note xq, ..., z, dans K distincts 2 & 2 et yo, ..., y, dans K.
Montrons que

deg(P) <n

P eK[X]: {Vi e [0,n]l, P(x:) = y;

On rappelle que les polynémes de Lagrange sont :

n X — T
Vi = | |
i€ [0,n], L; pa—
k=0
k#1
|EXISTENCE |

Posons | P = Z yrLy | € K[X]
k=0

— deg(P) < max{deg(yrLy)| k € [[0,n] }
;_\/__/
=(%)

(%) : deg(Ly) =nsiyp #0
" | —o0 sinon

— Montrons que Vi € [0,n], P(x;) = y;
Soit i € [[0,n]]

P(r) = 3 pula(e) = (s5) = Y {

=(*x%)
UNICITE

0 sinon

Soient P; et P, deux solutions.

Notons Q = P, — P

OnaVvVie IIO,TL]],Q(SCZ) = P1(2L‘1) 7P2(Ii) =0
N——

=Yi =Yi
On a donc trouvé n + 1 racines de @) distinctes 2 a 2.

Or deg(Q) < max{deg(Py);deg(P)} <n
—_—— ——

<n <n
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Donc Q =0

12.8 Polynomes irréductibles de C[X]

Remarque : dans R, les polynoémes irréductibles sont exactement ceux de degré
1 et ceux de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Dans C, ce sont exactement ceux de degré 1; montrons-le :
Soit P € C[X].

Supposons P irréductible.

Montrons que deg(P) = 1

Par Pabsurde : supposons deg(P) = 2 (P est irréductible donc non constant)
D’aprés le théoréme fondamental de 1’algébre , P posséde une racine « € C.
Donc :

3JQeC[X]:P=(X—a)Q
= deg(P) = deg(X — ) + deg(Q)
= deg(Q) =1
Donc P=(X—-a) Q
—

——
deg>1 deg>1

Ce qui contredit P irréductible.

Supposons que deg(P) =1

Montrons que P est irréductible dans C.

Par ’absurde : supposons P non irréductible.
P=PP

Alors 3 (P, P2) € C[X]?: { deg(P1) > 1
deg(Pz) = 1

Donc deg(P) > 2

Ce qui contredit deg(P) = 1.

12.9 Forme et unicité d’une fraction rationnelle

irréductible
P-%
VFeK(X),3(P,Q) e K[X] x K[X]\{0} : { PAQ =1
() unitaire

|EXISTENCE |

98



CHAPITRE 12. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES ~ MPSI

Soit F e K(X).

Alors 3 (P1, Q1) € K[X] x K[X]\{0} : F = §-

Notons D = Py A Q1 # 0 (car @ # 0)

o) D|P123P2€]K[X]2P1=P2D

na
D@1 = 3Q2e K[X]\{0}: Q1 = Q2D (Q1#0)
On sait que 3 (U, V) e K[X]|?: D =UP, + VQ1 = DUP; + DV Q>
P

= 1= 7d0m(2Q2) dom(Q2)U +7d07§(2Q2) dom(Q2)V

eK[X] eK[X]

P= L cK[X
Posons do”é(zQz) [X] o
= Zomiayy € K[X]\{0} unitaire

D’aprés le théoréeme de Bézout,

Py
LB _@mlen _ P _ DR _ P _[F]
i =g =05, =Dg, — @ — L

Q
dom(Q32)
UNICITE

Soient (Pp, P2) € K[X]? et (Q1,Q2) € (K[X]\{0})? tels que F = % = % et
Q1 et Q2 soient unitaires et Py A Q1 = Po A Q2 =1

On a alors P1Q2 = P,Q1 (%)

= Q2| Q1P = Q2] Q1 (théoréme de Gauss)

De méme @ | Q2 donc Q1 et Q2 sont associés.

Or @ et Q)2 sont unitaires donc
Et donc (x) = (car Q1 et Q2 sont non nuls)

12.10 Parties entiére et fractionnaire d’une frac-

tion rationnelle

VF e K(X),3(E,G) e K[X] x K(X) : {F=E+G

deg(G) <0

E est la partie entiére de F, et G sa partie fractionnaire notée | F'|.

|EXISTENCE |

Soit F = § € K(X)
Notons (E, R) € K[X]? les quotient et reste de la division euclidienne de P par

(P=EQ+R
Qlcr@20): {deg(R) < deg(Q)

Alors F = % =F+ g et deg(G) = deg(R) — deg(Q) <0
——
=GeK(X)
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Soient (E1, Es) € K[X]?, (G1,G2) € K(X)? tels que F = By + G = Ey + Go
avec deg(G1) < 0 et deg(G2) < 0.
On a alors :

Ei1+Gi=Ey+Gy = E1—Fy=Gy—G; (*)

—
= deg(E1 — Ey) = deg(G2 — G1)
eK[X]

< max{deg(Gs);deg(—G1)} <0
—_— ——
<0 <0
> deg(El — EQ) = —0
- E1 — EQ =0

— [Bi=5]
© = [Gi=a

12.11 Coefficient d’une partie polaire d’un péle
simple

Soit F = & € K(X).
Montrons que si x; est un podle simple de F', sa partie polaire associée dans la

. Pl
décomposition en éléments simples de F est Y ota; = (i) .
P
Pour trouver «;, on effectue X « z; dans (X — z;)F = (X — m‘)é (%)

Comme z; est une racine simple de @, on a :

FReK[X]: Q= (X —x;)R avecR(z;) #0
— Q' =R+ (X —z,)R
> Q/(l‘i) = R(ZL‘Z)

Alors (X —z;)F = (X _Qxi)P = E§ : Zg; = %
Et donc (*) donne : ;Ei:; = S/((ZZZ)) = oy
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12.12 Formule donnant la décomposition en élé-
ments simples de %

n
Résultat admis : (P; x...x P,) = kz P 11 P

Preuve :
D’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss :

"Qu’offre un mathématicien & sa fiancée quand il la demande en mariage ? — Un anneau
polynomial."
Bonus : "Quelles sont les fonctions les moins sérieuses des mathématiques ? — Les polynoémes
du second degré."
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Chapitre 13

Espaces vectoriels

13.1 Sous-espaces vectoriels engendrés

Soient F un espace vectoriel et (z1,...,z,) € E™.
vect(x1,...,%n) est le plus petit sous-espace vectoriel de FE contenant
LlyeeoyTp-
Notons F' = vect(x1,...,%n).

e Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E.
— FcFEcarsize Fyalors 3(\,...,\,) e K" 1z = i A rxp €E
(car - est une lL.c.e. et + une l.ci. sur E) !
— F # ¥ car Og € F puisque O = i Og -z € F
— YV (z,y) e B2,V (\, u) e K2 =

n
xeF = I (\,..., ) eK":z= > A\ g
k=1

yeF = F(u1,...,pn) €K :x= > up-ag
k=1

n n
= Ar+py =AY Ne-xp+p D) pr k= 2 (AN + ppg) -z
k=1 k=1 k=1
= M +uyekF
n

eVie[l,n],zi= > dix -z €F

k=1
e Montrons que F' est le plus petit des sous-espaces vectoriels de E contenant
Llyeeos Ty

Soit G un sous-espace vectoriel de F contenant x1,...,z,
Soit x € F N
Donc 3 (A1,..., ) eK® :x = > A - xp

k=1
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Or Vke[1,n],zr € G et G est un sous-espace vectoriel de E
Donc x € G
Donc FF c G

13.2 Sous-espaces vectoriels et images directes ou
réciproques

Soient E et F des K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
Soient U un sous-espace vectoriel de E et V' un sous-espace vectoriel de F'.

e Montrons que f(U) est une sous-espace vectoriel de F'.
— f(U) c F par définition
— f(U) # P car Op = f(_O0p )€ f(U)

eU
(puisque U est un sous-espace vectoriel de E et f est linéaire.)

— Vv (a;y) € f(U)27V (Aa,u) € ]K27

zeflU) = F2'eU: f(z')=x
yeflU) = Iy eU:f(y)=y
= v +py = M(2') +pfy) = fFQ2" + py')

eU
(car f est linéaire et U est un espace vectoriel)

= Az +pye f(U)

e Montrons que f~!(V) est une sous-espace vectoriel de E.
— f~YV) < E par définition
— Y V) # P car Og e fH(V)
(puisque O = f(0p) et V est un sous-espace vectoriel de F)
— V(zy) e (fTHV))2 VY (A p) € K2,
fOr+py) =X flz) +p fly) €V
NERECTR N

ev ev
(car f est linéaire et V est un sous-espace vectoriel de F)

= Mz +puye fHV)
13.3 Caractérisation de l'injectivité par le noyau
Soient F et F' des IK-espaces vectoriels et f € L(E, F)

f injective < Ker(f) = {0g}

Supposons f injective.
D : car Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E donc Og € Ker(f)

< : Soit x € Ker(f)
Donc f(z) = 0p
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Donc f(z) = f(0g) car f est linéaire

Donc car [ est injective
Supposons Ker(f) = {0g}

Montrons que f est injective :

V (71, 72) € EQ,f(xl) = f(x2) = f(x1) — f(22) = OF
= f(x1 —x2) =0p (car f est linéaire)
= 11 — 29 € Ker(f) = {0g}

:1‘1_$2:0E

13.4 Propriétés des projecteurs

Soient E un K-espace vectoriel et Fy, F5 deux sous-espaces supplémentaires de
E (donc E = F1 @ F)

Alors tout vecteur x € E se décompose de maniére unique sous la forme x =
x1 + w9 avec (w1, x2) € F1 X Fy.

On appelle projecteur sur F; parallélement a Fy I’application p; définie par :

p: E—F
Xr — X

— Montrons que p; € L(E)

- p:E—>F

— Montrons que p; est linéaire
V (z,y) € B2,V (\, p) € K? comme FE = F} ® Fy
3!({1,‘1,562)6}71 X Fy:x =21+ 22
Iy, y2) e Fi x Foty =y1 + 2
Done p1(Az + py) = p1(Az1 + py1 + Ava + py2)

— Y

€F, (s—e.v.) €Fy (s—e.v.)

= Az1 + pyr = Apr(x) + pp1(y)

— Montrons que p% =P

Vae E,3(x1,20) € F1 x Fy:x =21 + X9

Et 1= z1 + O0g (car F» est un sous-espace vectoriel de E)
N~ =

Done p(z) = p (11 (2)) = pr (1) = 21 = p1 (2)

— Montrons que Ker(p;) = F

< : Soit x € Ker(py)

Donc pi(x) = 0g

On sait que 3 (x1,22) € F1 X Fy: 2 =1 + 29
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Donc 21 = p1(x) = 0g
Donc z = 25 € F5
Donc
D : Soit z € Iy
Doncz= 0 +_ x  (car F} est un sous-espace vectoriel de E)
—_—
eFy eFy
Donc p;(z) = 0g

— Montrons que Im(py) = F; = Ker(p, — idg)

TG = B

< : Soit x € Im(p1)

Doncdye E:pi(y) =z

Or 3y, y2) e Fi x oy =y1 + 9o

= pi(y)=x=y1€F

=

D:Soit z € Fy

Doncz=_=x + 0Op (car Fys-e.v.de E)
—~ ~——

eFy eF,
Donc py(z) =«

e Ker(py —idg) = F}

< : Soit x € Ker(p; —idg)

Donc (p1 —idg)(z) = p1(z) —2 = 0p

Donc pi(x) =z

D : Soit z € F

Doncz=_x + Op (car Fy est un sous-espace vectoriel de E)

eFy eF,
Donc pi(x) =z

Donc ’ z € Ker(py —idg) ‘

13.5 Caractérisation d’un projecteur sur ’image
parallélement au noyau

Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) telle que f2 = f (i.e. fo f = f)

— Montrons que E = Ker(f)® Im(f)
— ce sont des sous-espaces vectoriels de F
— Im(f) ~ Ker(f) = {0}
o car Im(f) n Ker(f) est un sous-espace vectoriel de F
< : Soit x € Im(f) n Ker(f)
Donc z € Im(f) et x € Ker(f)
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Donc3dye E: f(y) =z et f(z) =0g
Donc f(f(y)) = f*(y) = f(z) = 0g
Donc y € Ker(f?) = Ker(f) (hypothése f2 = f)
Donc f(y) =z =0
Donc
— E=1Im(f)+ Ker(f)
o :car Im(f) + Ker(f) est un sous-espace vectoriel de F
c :Soit x € F
z1 = f(z) € Im(f)
12 =2 — f(z) € Ker(f) (+)
(+) : flz2) = f(z — f(2)) = f(z) = f*(2) = f(z) — f(z) = Op car
JeL(B)et 2=
Donc z = z1 + 2o
On a montré que 3 (z1,x2) € Im(f) x Ker(f) :x =21 + 29
Donc‘xeKer(f)—&-Im(f)‘

Prenons {

— Montrons que f est le projecteur sur Im(f) parallélement a Ker(f)
Notons p le projecteur sur I'm(f) parallelement & Ker(f)
(car E = Im(f)® Ker(f))
VezeE,o=x— f(x)+ f(x) (cf. point précédent)
—_—— ——
eKer(f) eIm(f)

Done p(x) = f(x), donc

13.6 A propos des hyperplans

Soient E un IK-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et a € E\F.
Supposons que F' est un hyperplan de F,
ie.dpe L(E,F) #0ppx : Ker(p) =F

E = F ®vect(a)

— F nwvect(a) = {0g}

D : car F et vect(a) sont tous deux des sous-espaces vectoriels de E
< : Soit x € F nwvect(a)

Donc z € F = Ker(p) et x € vect(a)

Donc p(z) =0k et INeK: a2 = Aa

Donc ¢(x) = p(Aa) = Ap(a) = 0 (car ¢ est linéaire)

Ora¢ F=Ker(p) = pa) #0

Donc A =0

— E = F + vect(a)
D :car F' 4 vect(a) est un sous-espace vectoriel de E
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c:Soitze F
—z—2MgeF
Posons $1 x( 2) (a)a *)
Ty = Jiya a € vect(a)
(x) pla1) = p(@) — p(£3a) =
Donc 3 (z1,22) € F x vect( )ix =z 4+ 22
Donc’xerLvect(a)‘

= p(x) — %cp(a) =0 car ¢ est linéaire.

13.7 "Interpolation linéaire"

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et (eq,...,e,) une base de E
YV (fi,..o, fn) e F"3lpe L(E,F) :VEke[1,n],eler) = fr
|EXISTENCE |
On sait que (eg,...,e,) est une base de E donc;

Voe B, 3(A,... An) e K" ia = ) My
k=1

p: E — F
Posons v i A fi
e ¢ est linéaire car V (xk,zyl) e B2V (o, B) € K2,
3!()\17-“’)\71) eK":z = kil)\kek

n
3!(/1/1’"'7/’[’1’7,)61Kn:y= Z HEk€k
k=1

n

= p(ax + By) = @(k;(w\k + Buk)er) = él(w\k + Bur) fr
= 3 Aefit 8 3 pfi = oplx) + Be(0)
eVkel[ln], e = i Opiei = (eg) = go(ﬁll Ok,i€i) = ‘il Orifi = fx

=1
UNICITE

Soient ¢ et ¢ dans L(E, F) telles que VEkel[l,n],pler) = v(er) = fx
Veze E,31(A\,..., ) eK":x = Z Arex car (ej,...,e,) est une base de F

Comme ¢ et 1 sont linéaires, on a V x eE,

= (p(z )\kek) = Z )\kgo(ek Z )\k’(ﬁ €k 2 )\kek
k=1 k=1
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13.8 Application linéaire, base et famille généra-
trice de son I'image

Soient E et F' deux KK-espaces vectoriels, (e1,...,e,) une base de F et ¢ €
L(E,F)
Im(p) = vect(p(er), - .., (en))

< : Soit x € Im(p)
Donc3ye E:o(y) =x

Donc 3!(A1,..., A\n) e K"ty = 3 Apeg
h—

Donc z = ¢(y) = ¢( Z Aier) = ZZ: Aep(ex) (car @ est linéaire)

Donc ‘ x € vect(p(e ) s o(en))

D : Soit x € vect(p(e ) s p(en))
Donc 3 (Ag,...,\p) K" : 2 = Z Arp(er)

Donc z = @(Z Aker) car ¢ est linéaire et E est un espace vectoriel.

k=1
—
ek

Doncdye E:p(y) =x

Donc |z € Im(p)

( est surjective
< Im(p) =F

< vect(p(er),...,p(en)) = F
< (p(e1),...,p(en)) génératrice de F

13.9 Famille libre et application linéaire injective
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, (e1,...,e,) une base de F et ¢ €

L(E,F)
@ injective < (p(e1),...,@(e,)) libre

Supposons ¢ injective, donc Ker(p) = {0g}
Montrons que (p(e1),...,¢(e,)) est libre.
Soit ()\1, ey )\n) e K"

Supposons Y, Agp(er) =0p
k=1
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n
Donc ¢( > Ager) = Op car ¢ est linéaire
k=1

Donc > Agex € Ker(p) = {0g} (hypothése)
k:_

-1
Donc . Ager =0p

k=1
Donc YV k € [[1,n]], \x = 0 car (ey,...,e,) est libre puisque base

‘Donc (pler),...,p(en)) est 1ibre‘

Supposons (¢(e1),. .., p(ey,)) libre

Montrons que ¢ est injective en montrant que Ker(p) = {0g}
D : car Ker(p) est un sous-espace vectoriel de F

< : Soit x € Ker(p)

Donc ¢(z) = 0p

Or (e1,...,€,) est une base de E et x € E

n
Donc 3!(A1,..., ) K"tz = > Ageg
k=1

Alors: ¢(x) =0p

= QD(Z )\kek) = OF
k=

_— k

=1

1
Z Aep(ex) = 0p  (car ¢ est linéaire)
k

= Vke[l,n],\x =0 (car (p(e1),...,e(e,)) estlibre (hypothese))

—[z=0g]

13.10 Caractérisation des bases en dimension fi-
nie

Soient £ un IK-espace vectoriel de dimension finie et F une famille finie de
vecteurs de E.

e Si F est libre et card(F) = dim(F) alors F est une base de E

e Si F est génératrice de E et card(F) = dim(FE) alors F est une base de F

Soient FE un K-espace vectoriel de dimension finie et F une famille finie de
vecteurs de E.

e Supposons F libre et card(F) = dim(F)

D’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe une sur-famille 7' de F qui
est une base de E.

Alors d’aprés le théoréme de la dimension, card(F’) = dim(F) = card(F)
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Or F < F' (et ce sont des ensembles finis)
Donc F' = F
Donc ‘]-' est une base de F |.

e Supposons F génératrice de E et card(F) = dim(E)

D’aprés le théoréme de la base extraite, il existe une sous-famille 7’ de F qui
est une base de F.

Alors d’apres le théoréme de la dimension, card(F’) = dim(E) = card(F)

Or 7' c F (et ce sont des ensembles finis)

Donc 7' = F

Donc ‘]—' est une base de F ‘

13.11 Dimension d’un produit cartésien de deux
espaces vectoriels

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Notons respectivement n et m leurs dimensions et (e1,...,e,) et (fi,..., fm)
leurs bases.

Posons B = ((e1,0r), ..., (en,0r), (0g, f1),..., (08, fm))-
— Montrons que B est une base de ' x F

e 3 est libre
En effet : Soit (A1,.-., Apy f1y -« -5 fln) € KT
n n

SuppOSOIlS Z )\k(ek,Op) + Z ,uk(OE,fk) = Opxr

k=1 k=1
=(0g,0F)

=( i Arek ,0r)  =(0g, i Bk fre)
k=1 k=1

Donc ( X] Awer, 2 tnfr) = (0g,0F)
k=1 k=1

Donc n
Z,Ufkfk:oF Vke[[l;m]],,uk:()
k=1

(car (e1,...,€n) €t (f1,..., fm) sont des bases donc sont libres)

S Aper = 0
kgl kCk B . {VkE[l;n]],)\kzo

o 3 est génératrice de E x F, i.e. vect(B) = E x F
< : car vect(B) est un sous-espace vectoriel de F x F
D : Soit (x,y) e Ex F
Doncxe Eetye F
FIM A, A K i = 3 Ake
e o) K (ear (en, ) et (1. )

Donc n
(i) €K™ iy = S pnfi sont des bases de F et de F)
k=1
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n n n n
Donc (z,y) = (X Mer, X2 pefe) = (20 e, Or) + (0, X5 pnfr)
k=1 k=1 k=1 k=1

= 3 Nl 08) + 3 (O, fi)
k=1 k=1

Donc ’ (z,y) € vect(B) ‘

— Montrons que dim(E x F) = dim(E) + dim(F)

Comme B est une base de £ x F, on a :

dim(E x F) = card(B) =n+m = ‘ card(E) + card(F) ‘

13.12 Caractérisation de l’isomorphisme par la
dimension

Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels, E étant de dimension finie.

E et F sont isomorphes si, et seulement si, dim(F) = dim(F).

Supposons E et F isomorphes.

Alors il existe un isomorphisme ¢ : £ — F

Comme E est de dimension finie, il posséde un base (e1,...,e,)

© est un isomorphisme donc ¢ est linéaire et bijective donc (¢(e1), ..., p(en))
est une base de F'.

Donc dim(F) = card(p(e1), ..., p(e,)) = card(eq, ..., e,) = dim(F)

Donc ’ dim(FE) = dim(F) ‘

Supposons dim(F) = dim(F) =n

Notons (ey,...,e,) une base de E et (f1,..., fn) une base de F.
Posons ¢ € L(E, F) telle que Y k € [[1;n]], p(ex) = f.

( envoie une base sur une base, donc ¢ est bijective.

Donc ¢ est un isomorphisme de E dans F'

Donc ’ FE et F sont isomorphes. ‘

13.13 Formule de Grassmann

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de F.

dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F n G)

111



PARTIE I. DEMONSTRATIONS MPSI

— F n G est un sous-espace vectoriel de F'
Or F est de dimension finie (car c’est un sous-espace vectoriel de E qui
Pest)
Donc il existe un sous-espace vectoriel H de F tel que F = (FnG)® H
Donc dim(F) = dim(F n G) + dim(H) (%)
— Montrons que F+ G =G®H
- GnH={0pic} = {08}
D : car G et H sont des sous-espace vectoriels de F donc G n H aussi
c:SoitzeGnH
Doncxe Get x € H
Donc x € F (car H < F puisque c’en est un sous-espace vectoriel)
Doncx e FNnGnH = (FnG)nH = {0g} (car F = (FnG)®H)
Donc z = 0g
- F+G=G+H
D : H est un sous-espace vectoriel de F', lui-méme sous-espace vec-
toriel de F'+ G ; G et H sont donc des sous-espaces vectoriels de
F + G donc G + H aussi.
: Soitxe B+ G
Donc3(y,2) e FxG:x=y+z
OryeFet F=(FnG)+H (car F=(FnG)®H)
Donc 3 (y1,y2) € (FnG) x H:y =1y + y2
Doncx=z+y1+ u2
—_—— =

N

eG eH
(hmeFnG=y€G et z2e G = z+y €G car cest un

espace vectoriel)
Doncxe G+ H
— Finalement :
- F+G=G®H = dim(F + G) = dim(G) + dim(H)
— (¥) = dim(F) = dim(F n G) + dim(H)
Donc \ dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G) \

13.14 Théoréme du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie, et ¢ €
L(E,F)

dim(E) = dim(Ker(p)) + rg(p) = dim(Ker(p)) + dim(Im(p))

Ker(p) est un sous-espace vectoriel de E donc il existe un sous-espace vectoriel
H de E tel que E = Ker(p) ® H

Donc dim(F) = dim(Ker(p)) + dim(H)

‘Montrons que dim(H) = dim(Im(p)) = rg(p) ‘

Pour cela construisons un isomorphisme entre H et Im(yp).
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On saura alors alors que dim(H) = dim(Im(yp))
H — Im(p)
z — o(x)
(cette application existe car Va € H,u(xz) = p(z) € Im(yp) puisque x € F car H
en est un sous-espace vectoriel)
— Montrons que u est un isomorphisme de H dans I'm(yp)
— wu est linéaire
V(z,y) € H?, ¥ (N, 1) € K2 u(Ae + py) = p(Ax + py) = Mp(2) + pp(y) =
Au(x) + pu(y) (car H est un espace vectoriel donc stable par combinaison
linéaire donc Az + py € H, et ¢ est linéaire;
— u est bijective
— wu est injective, i.e. Ker(u) = {0g}
O car Ker(u) est un sous-espace vectoriel de E
< @ Soit z € Ker(u)
Donc u(x) = O () = OF (car Im(p) est un sous-espace vectoriel
de F)
OrzeH
(car Ker(u) est un sous-espace vectoriel de H)
Donc u(z) = ¢(z) = Op
Donc z € H n Ker(yp) = {Og} (car E = Ker(p) ® H)
Donc z = 0g
— u est surjective, i.e. Im(u) = Im(yp)
< : car I'm(u) est un sous-espace vectoriel de I'm(yp)
o Soit y € Im(yp)
Doncdze FE:p(x)=y
xeFEet E=Ker(p) ®H
Donc 3 !(z1,22) € Ker(p) x H : x = 21 + @2
Donc ¢(z) = ¢(z1) + p(22) = 0p + p(22)
(car @ est linéaire et x1 € Ker(p))
Donc = = ¢(x3) = u(xs) (car o € H)
Donc z € Im(u)

Posons

13.15 Dimension d’un hyperplan

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et H un sous-espace vectoriel
de E.
H hyperplan < dim(H) = dim(FE) — 1

Supposons F de dimension finie.
Soit H un sous-espace vectoriel de F.

Supposons que H est un hyperplan.
Donc 3¢ € L(E, ]K)\{OE(E’]K)} : Ker(p)=H
E est un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ € L(E, K)
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Donc d’aprés le théoréme du rang :

dim(E) = dim(Ker(p)) + rg(p) = dim(H) + dim(Im(p))
Or ¢ est une forme linéaire non nulle

Donc Im(yp) = K donc dim(Im(y)) = dim(K) =1

Donc ‘ dim(H) = dim(E) — 1 ‘

Supposons dim(H) = dim(E) — 1

Montrons que H est un hyperplan,

ie. Jpe LB, K)\{0z(px)}: Ker(p) = H

Notons n = dim(F) et (eq,...,e,—1) une base de H.

Donc c’est une famille libre de H, donc de F.

D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut ajouter des vecteurs a
(e1,...,en—1) pour former une base de F.

De plus dim(E) = n donc il ne faut ajouter qu'un vecteur noté e,,.

Donc (eq,...,e,) est une base de E.

Montrons que 3 p € L(E, K)\{0z(p k) } : Ker(p) = H.

Posons ¢ € L(E,K) définie par € [1in — 1], ¢(ex)

plen) =1
— ¢ est non nulle
— Ker(p) =H
< : Soit z € Ker(y)
Donc p(z) =0

Orze E et (e1,...,e,) est une base de £

donc 3!1(Aq,... A\p) e K" 1z = > Apeg
k=1

Donc p(z) = ¢( X5 Aker) = 2 Awpler) = 20 Mlkn = A =0
i1 i1 k=0

(car ¢ est linéaire)
Donc A, =0

n—1
Donc z = > Apeg
k=1

Donc ‘ x e vect(er,...,en_1) = H‘
(car (e1,...,en—1) est une base de H donc génératrice de H.)
D : Soit z € H.

n—1
Donc 3!(A1,..., A1) e K" Loz = 3 A\pep
k=1

(car (e1,...,en—1) est une base de H)
n—1 n—1 n—1

Donc ¢(z) = o( Y] Ager) = D) Mppler) = D A0=0
k=1 k=1 k=1

(car ¢ est linéairé)

Donc |z € Ker(yp)

"Ta beauté ne peut pas étre décrite par une base finie de vecteurs."
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Chapitre 14

Espaces préhilbertiens réels

14.1 Produits scalaires usuels
Dans le R-espace vectoriel R™ :

Pour tout n-uplet © = (x1,...,2,) et y = (y1,...,yn), on définit le produit
scalaire canonique sur R" :

(zly) = Z TkYk

S: (R")? — R
P
osons (z,y) — Z LYk
Montrons que S est un prodult scalaire.

Forme : par définition
n n

Symétrie 2V (xay) € (Rn)275(1.7y) = Z LYk = Z YT = S(yvx)
k=1 k=1

Linéarité a gauche : V (x,2',y) € (R")3,V (A, \) € R?,

n
S(A\z + Na',y) = Z Az + Ny
k=1
n n
:)\2 Ty + XY Tk
k=1 k=1
= AS(z,y) + N'S(',y)
Linéarité a droite : par symétrie et linéarité a gauche
n n
Positivité : Yoz e R”, S(x,z) = Y apap = Y. 27 =0
k=1 k=1 “~—~~—
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n
Définition : Yz e R", S(z,z) =0 = > 27 =0
k:lT
>

= Vke[lLn],z7 =0 = Vke[l,n],2, =0 = z =0Opn

Dans le R-espace vectoriel C°([a,b],R) :
On définit pour toutes fonctions f et g le produit scalaire canonique sur ’en-
semble des fonctions continues C°([a, b],R) :

b
()= | 00
Posons E = C°([a, b], R)

S: E? - R
b

(f.g) = f F(Hg(ydt

a
Montrons que S est un produit scalaire.

Posons

Forme : par définition

Symétrie : ) e E?,
f 70 f 97 (0)dt = (g, )
Linéarité a gauche : V (f1, f2,9) € B3,V (A1, Ao) € R2,
SALfi + Aaf2,9) = Jb( ALfi(t) + Az fa(t))g(t)dt

= )\1{ f1 dt+/\2J f2 dt =\ S (fl,g) +)\25(f2,g)

Linéarité a droite : par symétrie et linéarité a gauche

b b
Positivité : ¥V f e E, S(f, f) =J f@)f(t)at =J f@®)? dt=0

>0 car eR
b
Définition : V fe E,S(f, f) =0 — f f®)? dt=0
a V>O
— Vte[a,b],f(t)? =0 = Vte[a,b],f(t)=0 = f=0g
14.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit (E, (.|.)) un espace préhilbertien réel.
¥ (2,y) € B2, (z]y)? < (x]2)(yly)

V(z,y) € B, (z]y)® = (z|z)(yly) < (x,y) lice
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Soit (x,y) € E2.

1" cas : siy = 0p.

o (2]y)® < (z]2) (yly)
——

——
=0 =0
| ———
=0
o (2ly)? = (alo)(yly) < (2,y) lide : vrai
(S —
vrai vrai

27 cas :siy # Op

Posons Y A € R, P(\) = (z + \y|z + A\y) = (z]z) + A x 2(z|y) + N\ (yly)

D’aprés la propriété de définition : y # 0 = (yly) # 0

Donc P est une fonction polynomiale de degré 2.

Or d’apres la propriété de positivité : YA € R, P(A) = (z + Ay|z + Ay) = 0
Ainsi, le discriminant A = (2(x|y))?—4(x|x)(y|y) est négatif, donc A = 4((x|y)%—
(zl)(yly)) <0

Done | (z[y)* < («]z)(yly) |
Par ailleurs :

(2ly)? = (alo) (yly) <= A =0
< P posséde au moins une racine réelle X\
(-AZ20,A<0=A=0)
<3INeER:P(N) =0
<IN eR: (x+ doylx + Aoy) =0
s3I eR:z+ Ny =0g

< | (z,y) lide | ((1, 1) # (0,0) et (%))

(%) : (z,y) lice = 3 (o, B) # (0,0) e R? : ax + By = O

Or o # 0 (par Pabsurde : a = 0= 3 # 0= 0y =0 = y = 0 : exclu)
Doncx—i-gy:OE

Etonpose)\ozgeR

14.3 Composantes d’un vecteur dans une base or-
thonormale

Soient (E, (.|.)) un espace euclidien, B = (ey, ..., e,) une base orthonormale de
E, z et y deux vecteurs de F, et (z1,...,2,) et (y1,...yn) leurs composantes
respectives dans B.

On a:

Vie[1,n],z; = (zle;) (1)

(xly) = ) Try (2)
=1
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[|zf| =

>, 7
k=1
Et, si 'on note X = Compg(z) et Y = Compg(y) :

(z|ly) ="'X xYet||z]] = vVIX x X (4)

Montrons (1) : Soit i € [1,n].

On a :
6@)

(z|e;) = <Z Trer
k=1

xi(egle;)  parlinéarité & gauche du produit scalaire

Il
NgE

el
Il

1

[l
NgE

xR0k, car (eq,...e,) est orthonormale

el
Il

1

Il
B

Montrons (2) :
On a:

(zly) = <2 Thek

k=1

o

=1

n n
Z T Z yi(erler)  par bilinéarité du produit scalaire

n n
= Z T Z Y0k,  car (eg, ...ep) est orthonormale

I
0=
8
-
<
Ea

Montrons (3) :

d’apres (2)

Montrons (4) :
On a:

(zly) = > wxyr  d'apres (2)
k=1
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n
= (Z xkyk> en assimilant un réel & une matrice 1 x 1
k=1

Y1
:(xl xn)x :

Yn

= ‘ fCompp(z) x Compp(y) ‘

Et :

Izl = V/(zla) = | v/*Comps(x) x Comps(y)

14.4 Projection orthogonale dans un espace eu-
clidien
Soient (E, (.|.)) un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E, et z un

vecteur de E.
Si (e, ..., ep) est une base orthonormale de F, alors :

P

2 (z|ex)ex

k=1

Soient x € E, et (e1, ..., ep) une base orthonormale de F.
Comme E = F@® F*, on sait que 3! (vp,25) € F x F+:2 = zp + 0.
OnaxpeF, et (e1,...,e,) est une base orthonormale de F', donc

p
A (A, X)) eRP i zp = Z A€k

k=1
Or :
vp € FX = Vje[[L,p], (zFle;) =0
= Vje[lp], (= —:wleﬂ =0
= Vje [[1 p]] 1‘|€j Z )\k 6k|6]
— Vje[1,p] A = (zle))
» p
Donc zp = Y, (zlex)er, = Z (zler)ex
k=1 k=1
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14.5 Distance d’un vecteur & un sous-espace vec-
toriel

Soient (F,(.].)) un espace euclidien, F' un un sous-espace vectoriel de E et
reF.

On appelle distance de = & F, et on note d(z, F), le réel positif défini par
d(z, F) = géllngx —yl|, qui de plus est atteint pour y = pf(z).

e Soit y € F.
1 1 1
|z —ylI> = ||z — pr(2) +pr(@) —y|I* = |z = pp@)I]* + |lpp(2) — yII?
—_—— — G
EF+ EF e.v. >0
(Théoréme de Pythagore car les vecteurs sont orthogonaux puisque respective-
ment dans F- et F.)

Donc ||z — yl|* > ||z — pp(2)[*

1
Donc |||z —yl| = [l — pr(@)]|

(car t — +/t est croissante sur R*, et ce sont des réels positifs.)

o |lz —yll = |Jz — pr(2)]| © [lz — yl|* = |Jx — pp(2)]]* (car ils sont positifs)
< |z =prt@)7 + lpp(z) — y|1? = [lo=p3(@)[[* (cf. ci-dessus)

< |lpg(@) —yl? = 0= |lpp(z) —yll =0 < pg(z) —y = 0p < |y = pr(x)

14.6 Représentation des formes linéaires d’un es-
pace euclidien
Soit (E, (.|.)) un espace euclidien.
Pour tout vecteur a € E, on pose :
e + EFE - R
x — (z|a)
1. ¢4 est une forme linéaire sur E.
2. Réciproquement, si f est une forme linéaire sur F, alors Aa € E : f = ¢,.

Montrons 1. : Soit a € E.
— g est une forme, car Vz € E, ¢, (z) = (z|a) € R.
— @, est linéaire, en effet :
Soient (z,y) € B2, (\,u) € R?, on a :
Pa(Az + py) = (Az + pyla)
= A(z|a) + p(yla), par linéarité & gauche

= Apa(T) + ppa(y)

Donc | ¢, € L(E,R) |
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Montrons 2. : Soit f € L(E,R).
Posons | E = LER) .
a = Pa
Montrons que u est bijective; on aura alors bien
\erc(E,R),a!aeE;u(a) —f — ¢, :f\.
— wu est linéaire, en effet :
Soient (a,b) € E?,(\,u) € R?, on a :

w(Aa + p1b) = ©ratpub
= Apg + pp  (immédiat par linéarité & droite)
= Au(a) + pu(d)
— dim(L(E,R)) = dim(E) x dim(R) = dim(E).
— w est injective, car Ker(u) = {Og}, en effet :
— {0g} < Ker(u), car Ker(u) est un sous-espace vectoriel de F.
— Ker(u) c {0g}, en effet :
Soit a € Ker(u), on a :

u(a) = O0g(pr) = Ya = Oz(ER)
= VYVzeFE,p,(r)=0
= YVzeFE, (xla)=0

Et, en particulier pour x = a € E : (ala) =0 = a = 0g, d’apreés la
propriété de définition du produit scalaire.

Ainsi, | u est bijective.

14.7 Projection, symétrie orthogonale, distance
et hyperplans

Soient (E,(.|.)) un espace euclidien, H un hyperplan de E, z € E, et a un
vecteur unitaire orthogonal & H.

pi(2) =« — (zla)a

On sait que dim(H*) = dim(E) — dim(H) = dim(F) — (dim(E) — 1) = 1, donc
(a) est une base orthonormale de H* (car card((a)) = 1 = dim(H") et ((a))
est libre puisque a # O car ||a|| = 1).

Donc py;. (z) = (z|a)a.

Or py(2) = @ — ppu (2)

Donc | pg(z) = = — (z]a)a

o 51(2) = 2pf () — 2 = 22 — 2(x|a)a —x = |sp(z) = = — 2(z|a)a

o d,H) = ||z — p ()|l = [I# = # + (zla)al| = [(z]a)] llal| =|[(z]a)|

=1
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Chapitre 15
Séries

15.1 Condition nécessaire de convergence d’une

série
n
Soit la série >, w, de somme partielle S, = > wuy.
n=no k=ng

Montrons que si la série converge, alors (uy,)nen tend vers 0.
Supposons que la série converge, i.e. (S, )n=n, converge.

Notons [ sa limite. )
n n—
OnaVn)noJrl,un: Z Uk — Z uk:Sn*Sn—l

k=ng k=ng
Or S, — [ et d’aprés le théoréme des suites extraites, S, 1 — [

Donc par somme :

La réciproque de ce théoréme est fausse.

1
Contre-exemple : la série harmonique : — — 0 mais % diverge.
n n=1

15.2 Nature et somme des séries géométriques

On appelle série géométrique une série de la forme >, 2™ ou z € C.
nz=ng

Montrons que cette série converge si, et seulement si, |z| < 1

e Silz| =1

Alors |z|™ ne tend pas vers 0, donc ‘ la série diverge grossiérement ‘

e Siz| <1
n n no—1 1— Zn+1 1 — zno N0 _ Zn+1
Koo = = 11—z 11—z 11—z
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(formule des sommes géométriques car z # 1)
Or lim z’”l =0 (car |z] < 1)

n—+a0
ng_n+1 ng
Donc lim %: f eC
n_>+® 4 —Z
+o0 o
Donc | la série converge et sa somme vaut Z 2k = 1
-z

k=ngo

15.3 Nature des séries de Riemann

On appelle série de Riemann une série de la forme Y| n% ou a € R.
n=1
Montrons que cette série converge si, et seulement si, a > 1.

e Soit @ > 1.
n
P 1

Soit la série )] n“" notons son terme général S,, = =

n=1 k=1

: [li4w] — Rt .
On pose UENRE [ 1 décroissante car o > 1.

T - -

VkeN*Vaelkk+ 1],
k<z<k+1 = f(k+1)< f(z)< f(k) (car f est décroissante sur R")
T <

k+1 k+1 k+1
_ f F(k+1)dz < J F(2)d J F(R)da (car ki + 1> k)
k k k

1 k+1 1 1
- i < L ﬁdw < T (car f(k+ 1) et f(k) sont indép. de x)

En sommant la premiére inégalité pour k € [[1;n — 1] :

k+1 1
ZJ k;+1 ZJ a0

= S, —1< f —dx (relation de Chasles)
1 e

—1
— S <1+W+a \1+ﬁ (carm<0puisquea>l)
n

On a montré que Vn € IN*, S, 1211 k% <1+ ﬁ qui est indépendant de n.
n+1 n

Or S,41— S, = k% - > k% = ﬁ > 0 donc (S,)n>1 est croissante et
k=1 k=1

majorée.

Donc d’apres le théoréme de al limite monotone, | la série Y, n% converge |.
n=1

eSia=1

La série devient la série harmonique, et on sait que celle-ci | diverge |.

(cf. exercice-type 14.1)
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e Soita <1
Donc VkelN*,ka > 1

k n
n 1
: : 1
Soit n € IN*. En sommant pour k € [[1;n]| Z e = Z z
k=1 k=1
——
-+

D’aprés le théoréeme des gendarmes, ‘ la série diverge ‘

15.4 Théoréme des séries télescopiques

Soient ng € IN et (v, )n>n, une suite d’éléments de K.
La série Y. (vn41—vn) converge si, et seulement si, la suite (v, )p>n, converge.

n=no
+0
Dans ce cas Y, (vg41 —vx) = lim v, — vy,
k=no n——+0o0

Ona : Z (Un+1 — Un) = Upt1 — Ung

nz=no
+0o0
Ainsi Z (Vk+1 — V) converge
k=ng
n
< lim (k41 —vg) €K
n——+0o0

k}=n()

= hm Up41 — Ung € K
TL—> 0]

< lim v, €K
n—+0o0

< lim v, € K (théoréme des suites extraites)

n—-+0o0
400 n .
Et donc : kgm(vkﬂ — ) = nEka%O(ka — ) = nlirfmv”+1 — Uy, =

lim vy, — Un,
n—-+ao0

(d’apres le théoréme des suites extraites)

Exemple : Montrons que . m converge et calculons sa somme.
- >1

=

¥_l_L__L_(_l)
n(n+l) — n n+l = n+l n
On prend ici Vn = 1,v, = —% (on veut u, = vp41 — Up)
On a lim v, =0 donc (v,)n,>1 converge.
n——+0oo

D’apres le théoréme des séries télescopiques, >’ m converge et :
n=1
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15.5 Critére spécial des séries alternées

Soient ng € IN, (up)n=n, € RN décroissante qui converge vers 0.

Montrons que la série >, (—1)™u, converge.
n=ng
n

Notons S, = > (—1)*u.

k:’no
Montrons que (Sy)n>n, converge pour montrer que la série converge.
Pour cela montrons que (S2,)nsn, €6 (S2nt1)n>n, sont adjacentes.

2n+2 K 2n k
— Sotn+1) — So2n = kZ (—1) up — kZ (—=1)"ug
=ng =Nng

= (—1)*" M ugp i1 + (—1)*"ugy 40
= Ugpt2 — Uant+1 < 0 (car (Up)n>n, est décroissante).

Donc (S2n)n=n, €st décroissante.
2n+3 2n+1

— Syni1)+1 — Sonr1 = 2 (=DPup — X (=1DFuy

k‘:’no k‘:TLO
_ 2n+3 2n+2
= (=1)*"Pugpy3 + (=1)*"ugy 10
= Ugpt2 — Uant3 = 0 (car (Up)n>n, est décroissante).
Donc (S2n+1)n>n, €st croissante.

—  lim Sgn+1 _S2n = lim (—1)2n+1’LL2n+1 = lim —U2n+1
n—+00 n—+w n—+w
= — lim w, =0 (théoréme des suites extraites).
n—+w

On a donc montré que (S2n)nsng €6 (S2n+1)n>n, sont adjacentes, et donc d’aprés
le théoréme des suites adjacentes, (S2n)n>no €t (S2n+1)n>n, cOnvergent vers une

limite commune [ € R.
Sop, — 1 s N U cqe . . .
On a alors s donc d’aprés le théoréme des indices pairs et impairs,
2n+1 —

‘ (Sn)n=n, converge ‘ vers [.

+00
Remarque : ce critére nous assure aussi que, si on note R,, = >, (—l)ku;c le
k=n-+1
reste d’ordre n, alors on a : Y n = ng, |Ry| < uni1.

15.6 Absolue convergence implique convergence

Soit (un)nsn, € RY.

Montrons que si >, |uy| converge, alors > w,, aussi.
n=ngo n=ng

Lemme : Vn > ng, notons v, = max{0,u,} et u; = max{0, —u,}.
Montrons que 0 < u¥ < |u,|.
Soit n = ng.
— 1°*cas : si u, = 0.
ul = max{0,u,} = uy,

Alors

<
u, = max{0, —u,} = 0 < |uy|
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— 27 cag:siu, < 0.

Alors u = max{0,un} =0 < |uy|
uy, = max{0, —up} = —up < |uy|

Preuve : Supposons que Y. |u,| converge.
n=ng
Soit n = ng.
— 1°*cas : si u, = 0.
+ - _ _
Alors v —u;, = up, — 0 = uy.
— 20 eag i siu, < 0.
Alors uf —u;, =0— (—up) = up.
Or, d’aprés le lemme, on a 0 < ul < |u,l, et, puisque >, w}b et > |uy,| sont
n=no n=ng
des séries a terme général positif, et que > |uy| converge, >, w} aussi, selon
n=ng n=no
le critére de majoration.
De méme, > w, converge, d’ou > —u, aussi, car —1 est indépendant de n.

n=ngo n=ng

Ainsi, Y wb + (—u,) = Z Uy, converge.

n=no

n=ng

15.7 Limite du critére des équivalents

Soit la série 22 In (1 + %) ; déterminons sa nature.
n=

Si I'on pouvait appliquer le critére des équivalents aux séries a terme non de
signe fixe & partir d’un certain rang telles que celle-ci, alors on pourrait écrire

In (1 + %) ~ %, car % —> 0, puis, comme ). (_\/1% converge, on

n=2

pourrait conclure que Y. In (1 + (?/1%”> converge elle aussi.
n=2

Montrons que cela est faux.
Un DL5(0) du terme général de notre série donne :

ey 2
S E

— 0

o e (S
w(oecryo oo (5 ()]

* — =" __1 1
Notons alors Vn € N*, a,, = ~——, et b, = 2n+0(2n)'
N N N , . - P . 1
2. a, converge, d’aprés le critére spécial des séries alternées, puisque (—=)n>2
n=2
est décroissante et converge vers 0.
Cependant, > b, diverge, en effet :

n=2
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On a b, ~ —5-.
Or, puisque V n € IN* 72% < 0, on a aussi b, <0, dou > 7% et Y. b, sont
n=2 n=2
des séries a terme général négatif.
1 . 1 . . 1 7 .
Et >} —5- diverge, car —5 # 0 est indépendant de n et ] - diverge puisque
n=2 n=2
> % aussi comme série de Riemann, avec o = 1 < 1.
n=1
Donc, d’aprés le critére des équivalents (que l'on a cette fois bien le droit d’uti-
liser), > b, diverge.

n=2

> a, converge

Finalement :{ ">2 donc an+b, = In (1 + ﬂ) diverge.
> by, diverge Ez " ' nZ;:g vn &
n=2

Cela nous prouve bien que le critére des équivalents ne peut étre généralisé aux
séries & terme non de signe fixe a partir d’un certain rang.

"-Es-tu sir que cette série converge 7
-Absolument !"
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Chapitre 16

Matrices

16.1 Associativité du produit matriciel

Notons : A = (a;j)1<i<n; B = (bij)1<i<p; C = (¢ij)1<i<r-
1<j<p 1<j<r 1<j<s

On peut alors écrire :

P
A x B = (d; j)1<i<n, avec Vi€ [L,n],Vje[[1,7],dij = > airbr;;
1<y k=1

<j<r

r
B x C = (e;,5)1<i<p, avec Vi € [1,p],Vje [1,s],ei; = > bixcr,j-
k=1

1<j<s

Puis :
(A x B) x C = (fij)i<i<n, avec Yie [1,n],Vje[1,s], fi; = X dircr;;
i1

1<j<s

p
A x (B xC) = (gij)h<i<n, avec Vi€ [1,n],Vje [1,s],9:; = > airex,;. Or,
] k=1

1<j<s

onaVie[l,n],vje(l,s]:

T
fij= Z d; kCr
k=1

T p
Z aitbik | kg
=1

a;i by kCr j

I
= Ttvj

Il
=

=

kel
Il
—_
Il
—

I
1=
M~

ai b kcr,;  par permutation de sommes

N
Il
—
B
Il
—

I
D=

T
@i, (Z bl’kc;w) cara;; estindépendant de k
k=1

N
I
—_
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P
= D aiifi
=1

gi,

<.

Donc ’ (AxB)xC=Ax(BxC(C) ‘ : le produit matriciel est associatif.

16.2 Inversibilité d’une matrice
Soit A e M, (K).
(3BeM,(K): Ax B =1, = Aestinversibleet A™* = B

(la démonstration du méme résultat avec B x A en lieu et place de A x B se
fait exactement selon le méme principe).

On admet le lemme (VX € My 1(K), A x X =00, ,(x)) = A= 0p,(K)
(démonstration rapide mais volumineuse).
Supposons que 3 B € M, (K): A x B =1I,.
far Mui(K) — My i(K)
X — AxX

Montrons que fa4 € GL(M,, 1(K)).

T fA : Mn,l(]K) - Mn,l(]K)

— fa est linéaire, en effet :

Soient (X,Y) € M, 1(K), (A, p) € K.

Posons

faAX +pY) = AAX + pY)
= AX + pAY
= Ma(X) + pfay)
— fa est bijective, en effet :
g: Mn,l(]K) - M»,L71(K)
X — BxX
g € LM, 1(K)) (voir les deux points ci-dessus, avec ¢ a la place de fa,

et B ala place de A).
Or,on a:

VX eM,i1(K),(faog)(X) = fa(9(X))
= fa(BX)
_ A(BX)

= (AB)X car x estassociative

Posons
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Et M, 1(K) est de dimension finie.
Ainsi, f4 est bijective, et f;' = g.
On a alors :

gofa=idp, ,x = VXeM,1(K), (g0 fa)(X) = idm, , (X)

— B(AX) =X

= (BA)X — X =00, (k) car x estassociative
= (BA-1,)X = O, 1 (K)

— BA—1I, =0p,,x dapréslelemme

= BA=1,

Ainsi, ‘A est inversible, et A~ = B ‘

16.3 Formule fondamentale du calcul matriciel

Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de dimension finie, et By et Br des
bases respectives de E et F.

VoeL(E,F),VxeE, Compg.(p(x)) = Matp, s.(p) x Compg, (x)

Soit p € L(E, F).
Notons p = dim(E), n = dim(F), Bg = (€i)ie1,p]: Br = (fi)ie[1,n]>
et Matg, () = (ai,j)1<z‘<n-

1<j<p

P
Soit x € E. On sait que 3 (2;)ie1,p] : T = D, Trek

T
I €1
= Compp, () =
Lp €p
On a:
1,1 Qlp T1
MatBE,BF (90) X CompBE (Z‘) =
An,1 "0 Anp Lp
p
D, a1 kT
k=1
p
D) Gn Tk
k=1
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Et, d’autre part :

<P($) =@ (i $k€k> =

=

xpp(er) car o est linéaire

>
Il
—

n
Tk Y ainfi

=1

I
=

>
Il
—

Il
NgE

Z a Tk fi  par permutation de sommes
k=1

(2 alykack) fi car f; est indépendant de k
k=1

N
I
_

Il
NgE

N
Il
—

p
D a1 kT
k=1

= Compg,.(p(2)) =

p
D Un kT
k=1

Donc | Comps, (¢(z)) = Mats, 5, () x Comps, (x) |

16.4 Caractérisation de la bijectivité par la ma-
trice associée

Soient E et F' deux KK-espaces vectoriels de méme dimension finie, Bg et Br des
bases respectives de F et F, et o € L(E, F).
 est un isomorphisme si, et seulement si, Matg, B, (¢) est inversible, et qu’on

a alors MatBF,BE(cp’l) = (MatBE’BF(cp))fl.

Notons n = dim(FE) = dim(F).

Supposons ¢ bijective.

Alors, o=l e L(F,E), et :

MatBF7BE (8071) X MatBEhBF (50) = Ma’tBE (9071 © 50)
= Matp,(idg)
—1I,

Donc ’ Matp, B, (p) est inversible ‘ et | (Matg, 5, (¢)) " = Matg, y(o~") |

Supposons Matg, 5, (¢) inversible.
Alors (Matg, sy (0)) "' € M, (K).
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Or, dim(FE) = dim(F) = n et Bg et Br sont des bases respectives de F et F,
donc 34 € L(F,E) : Matg, s, (1) = (Matp, ()", et on a :
Matg, W © 90) = Matg, By ('(/)) x Matp, By (50)

= (Matp, 5, ()" x Matg, 5, (¢)
— I,

= Matg,(idEg)

= Yop=ridg

Ainsi, et car dim(E) = dim(F) , | ¢ est bijective|

16.5 Formules de changement de base

Démontrons les formules de changement de base...

...pour les composantes d’un vecteur : Soient E un K-espace vectoriel
de dimension finie, et B, B’ deux bases de E.

Ve E,Compp (xz) = Passp g x Compg(z)

Soit x € E.

Passp g x Compg(x) = Matp g (idg) x Compg(z)
— Comp (idp())

...pour la matrice d’une application linéaire : Soient F et F’ deux K-
espaces vectoriels de dimension finie, Bg, By, deux bases de E, et Bp, B
deux bases de F.

Ve L(E,F),Mats,_p (¢) = Passp; 5, x Matp, pe(¢) x Passp, s,
Soit ¢ € L(E, F).
Passpr B, % Matg,, B (p) X Passpy, s,

= Matg, g, (idr) x Matp, 5.(p) x Mats, 5, (idE)
= MatB’E,B’F (de opo ZdE)

=|Matp s, (¢)

...pour la matrice d’un endomorphisme : Soient ' un K-espace vec-
toriel de dimension finie, et B, B’ deux bases de E.

Ve L(E), Matg (@) = (Passpp) " x Matp(p) x Passp g

Immeédiat par la formule de changement de base pour la matrice d’'une
application linéaire, avec F = E,Bp = Bg = B, et B = B =B'.

132



CHAPITRE 16. MATRICES MPSI

16.6 Propriétés de la trace

Pour tout A = (a;,;)1<i,j<n € Mn(K) on appelle trace de A et on note tr(A) le
scalaire défini par : tr(A4) = Y ag k-

k=1
L’application ¢r est une forme linéaire sur M, (IK) et que :

V (A, B) e M, (K)? tr(A x B) = tr(B x A)

— Montrons que tr est une forme linéaire sur M,, ()
o tr: M, (KK) — K par définition
e {r est linéaire
En effet : V (A, B) € M, (KK)2,V (A, 1) € K2,
notons A = (ai;)1<ij<n €t B = (bij)1<ij<n
On a donc AA + ,[LB = ()\am' + ,ulbi,j)lgi,an

n n

— t’l“()u‘l + [LB) = Z )\ak7k + [Lb]%k =\ 2 gk + 1 Z bk,k
k=1 k=1 k=1

‘ = Mr(A) + ptr(B) ‘

— Montrons que V (A, B) € M,,(K)?,tr(A x B) = tr(B x A)
Soit (A, B) € M,,(K)?
Notons A = (@i j)1<i,j<n €t B = (bi j)1<ij<n

n

Alors A x B = (¢i j)1<i,j<n aVeC ¢ ; = Y, @i bk j
k=1

M=
M=

ak, bk

Donc tr(A x B) = Y, ¢k =
h=1

k=11=1

n
Et B x A = (di;)i<ij<n avec dij = 3 b kak,
k=1

n n

n n n n
Donc t?“(B X A) = Z dk,k = Z bk7lal7k = Z bk7lal7k = Z Z ahkka
k=1 k=11=1 =1k=1 1=1k=1

n

=tr(A x B)

— V (A, B) € M,,(K)? on n’a pas forcément tr(A x B) = tr(A) x tr(B)
Contre-exemple : prenons A = B = Iy = (0; j)1<i,j<2 € M2(K)

tr(A) x tr(B) =2 x2=4mais tr(A x B) =tr(ls) =2 #4

Donc ’ tr(A x B) # tr(A) x tr(B) ‘

16.7 Matrices semblables : relation d’équivalence,
lien avec la trace

Notons la relation binaire :

V (A, B) e M, (K)?, ARB: ” Aest semblable 4 B”
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Montrons que R est une relation d’équivalence :
Reéflexivité : VA e M, (K),ARA car A = (I,,)"'Al, ou I,, € GL,(K)
Symétrie : Soit (A, B) € M,,(K)?, supposons ARB
Alors 3P e GL,(K): A= P~'BP
— PAP' =B — (P~Y)"'AP ' ou P! e GL,(K)
Donc BRA

ARB
Transitivité : Soit (4, B,C) e M, (K)3
v oit ( ) (KK)? supposons {BRC
3P, eGL,(K): A= P['BP,
Donc 1
1P, eGL,(K): B =Py, 'CP,
Donc A = P{'BP, = P[Py 'CPP, = (PoPy) " 'C(PPy)
ou PP € GL,(K), donc ARC

Montrons que deux matrices semblables ont la méme trace
Supposons ARB.

Donc 3P e GL,(K): A= P 'BP

Donc tr(A) = tr(P~'BP) = tr(PP™'B) = tr(I,B) = tr(B)

Attention! Il ne faut surtout pas écrire tr(P~1PB)! L’échange d’un produit
dans le ¢r ne fonctionne qu’avec une unique multiplication, le produit matriciel
n’étant pas commutatif. Ce sont donc bien les 2 blocs P~'B et P que 'on
échange.

Montrons que la réciproque est fausse
Contre-exemple : Prenons A = 0, (k) donc tr(4) =0

0o 1 ... 1
T
Et B=|" donc tr(B) =0
|
1 ... 1 0

Mais A n’est pas semblable a B.

Montrons-le par ’absurde : supposons le contraire.
Donc 3P € GL,(K) : B = P 'AP = Opq, (k) : absurde
16.8 Rang et matrice équivalente

Si Ae M, ,(K) est de rang r alors elle est équivalente & J,, p. .

Soit A € M, ,(K), notons f son application linéaire canoniquement associée.
Alors A = Matg, , 5,,(f) ot B.1 et B2 sont respectivement les bases cano-
niques de KP? et K".
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On a alors que f € L(IKP,K") et Ker(f) est un sous-espace vectoriel de K™ et
de IKKP qui sont de dimension finie,

Donc il existe un sous-espace vectoriel H de KP tel que K? = H @ Ker(f).
Comme IK? est de dimension finie, d’aprés le théoréme du rang :

dim(K?) = dim(Ker(f)) + rg(f)

De plus KP = H® Ker(f) = dim(KP) = dim(Ker(f)) + dim(H) (%)
Donc par soustraction : dim(H) = rg(f) = rg(Matp, , 5.,(f)) = rg(A) =r.

Notons (e, ...,e,) une base de H.
D’aprés (*), dim(Ker(f)) = p—r donc notons (41, .. ., e,) une base de Ker(f).
Comme KP = H @ Ker(f), on sait que (eq,...,e,) = B1 est une base de K.

Posons (g1,...9-) = (f(e1),-.., f(er)), montrons qu’elle est libre.
Soit (A1,...,A.) € K", supposons que > A\ggr = Ogn.
k=1

Donc D) Apgr = 2, Mef(ex) = f( 2] Arex) = Ogn car f est linéaire.
k=1 k=1 k=1

T
Donc . Ager € Ker(f)
k=1

Or (e1,...,e.) est une base de H donc >, Ayer € H.
k=1

Donc i e € Hn Ker(f) = {Ogr} car KP = H@ Ker(f).
k=1

Or (eq,...,e) est libre puisque c’est une base donc V k € [1,7]], A = Ok

On a donc montré que (g1,...,gr) est libre.

Donc d’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut lui ajouter des vecteurs
pour obtenir une base By de K.

Or dim(K™) = n donc on y ajoute n—r vecteurs et By = (g1, .-, ry Grils-- -, 9n)-
Donc Matg, s, (f) =
flen) - o fler)  flers1) oo 0 fep)
19 ... 0o 0 0 91
0 : : . .
0

0 . 1 0 0 9r

0 O o 0| gn

0 0 0 o
= Jn,p,r

Donc | A est équivalente & J,, , r |
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Justifications pour la matrice :
e Colonnes 1 ar:Vjell,r],g9; = f(e;)
e Colonnesr+1ap:Vjer+1,p],e e Ker(f) = f(ej) =0xrn

16.9 Caractérisation de 1’équivalence par le rang

Soient A et B deux matrices de M,, ,(K).
A et B sont équivalentes si, et seulement si, rg(A) = rg(B).

Supposons que rg(A4) = rg(B) =r.
Donc A et B sont équivalentes a Jy, 5 .

Donc par transitivité ‘ A est équivalente & B ‘

Supposons que A et B sont équivalentes.

Notons f I'application linéaire canoniquement associée a A.

Donc Matg, , s.,(f) = A ot B.1 et B sont respectivement les bases cano-
niques de KP et K.

Or A est équivalente & B

Donc il existe des bases By et By de K? et K" telles que Matg, 5,(f) = B.

Or rg(f) = rg(Matg, , B..(f)) = rg(Matg, B, (f))
=A =B

Donc [rg(A) = rg(B)

16.10 Rang et transposition

Montrons que le rang d’une matrice est égal a celui de sa transposée.
Soit A € M, ,(K). Notons r = rg(A)
Alors :

A est équivalente a J,, 5, »
— 3 (P,Q) € GL,(K) x GL,(K) : A= P 'J, ,,.Q
— ‘A= t(Pil']n,p,v'Q) = tQt']n,p,v't(Pil) = tQ']p,n,rt(Pil)
— A= ((tQ)_l))_lJp,n,rt(P_l)
o ('Q) e GL(K) et '(P™') e GL,(K)
= " A est équivalente & J,, ,, ,

= Tg(tA) = rg(Jp,n,T) =r=rg(A)
— | rg(4) = rg(*4) |
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16.11 Inversion d’une matrice

AeGL,(K) = A7 ! = L tCom(A)
e

Soit A € M, (K).

Montrons que ‘Com(A) x A = det(A)I, (idem pour 'autre sens).

Si de plus A € GL,(K), i.e. A est inversible, on aura alors det(A) # 0 et par

extension la propriété qu’on cherche & montrer.

Notons A = (ai,j)lgihjgn et tC’om(A) = (bi7lj)1<i,j<n avec b@j = (—1)j+iAJ‘7i *

Donc 'Com(A) x A = (¢; j)1<ij<n aVeC ¢ j = 2, b gakj = >, (—1)k+iAk’iak7j
k=1

= k=1
Ce qui est un développement par rapport a C; de la matrice

Ci
;1 v QA15—-1 Q1,5 Q1441 0 Aln
B = . : — Ly
Ap,1 ° Qng—1 Qng Gpi+l  °° Qpnp
C1de A C,_1deA Cjde A Ciy1de A Cp de A

0sij # 4 (2 colonnes égales)

Et done ¢, ; = det(B) =
one &5 = det(B) {det(A)sij=i(B=A)

- Cij = 51'73' det(A)

- tCO’ITL(A) x A= (Ci,j)léi,jén = det(A)(éi’jhgi’jgn = det(A)In

*. Aj; est non A; ; c’est c’est la transposée de la comatrice.
Une matrice a sa consceur inversible :
"-Resterez-vous avec nous ce soir 7
-Désolé, je ne suis que de passage..."
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Déterminants

17.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey,...,e,) une base de

n
E.Onnote Vie [[1;n],z;, = >, akrex. On appelle déterminant dans la base B,
k=1
et on note detg, 'application définie par :

detp : E™ — K
(T1,...,Tn) % £(0)agy1 -+ Ao(n)n
OESH

Cas particuliers
e Pour n =2, on a S = {e, 7} donc :

detp(r1,22) = 6(@)Cle(l).,1ae(2),2 + 6(7')@7(1),1@7(2),2 = ‘ a1102,2 — a1,2021 ‘
e Pour n =3, on a S3 = {e, (1,2)3,(2,3)s,(1,3)s,(1,2,3)3, (3,2,1)3} donc :
—_—— — ) —
=T =T2 =T3 =c1 =c2

det g(21, 72, 23) = £(€)Ae(1),10e(2),20e(3),3 + E(T1)r, (1),10r, (2),207, (3),3
€(T2)Cry(1),1075(2),2075(3),3 + €(T3) ry(1),107,(2),20m5(3),3

+£(C1) e, (1),10¢, (2),20c, (3),3 + €(C2) ey (1),10c5(2),200,(3),3

1,102,203 3 + a2,103,201,3 + a3,101,2023
—a2,101,2033 — A1,143,202,3 — 43,102 201 3

17.2 n-linéarité de ’application déterminant

Montrons que detg est une forme n-linéaire alternée.
Forme... : Par définition

...n-linéaire... : Par exemple pour la premiére position :
(idem pour les autres)
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V (21,2, 29, . .., 2,) € E"TLV (N 1) € K2,

avec les notations évidentes pour les coefficients :
detg(Azy + pxl, z2,. .., xp)

= 2 e(0)(Aao)1 + Hagy gy 1)ae@)2 - Go(n)n

c€eS,
=A ;S E(U)ao(l),lao@),? - Qg(n)n + ;S 8(0’)@;(1),10,0(2),2 v ao(n),n

=‘)\det5(x1,x2,...,xn) +udet5(x'1,x2,...,zn)‘

...alternée : Pour simplifier les notations, supposons x; = x5 (idem pour
les autres cas).
Alors Vie [1;n],a;1 = a;2 (%)
Et detg(z1,...,2,) = Zs £(0)ar(1),100(2),2 - - - G (n),n
OEOH
Posons le changement d’indice ¢/ = o7 ou 7 = (1,2),
f+ S - Sy

o o o —or est bijective car fo f =idg

n )

L’application ‘

puisque Yo € S,,, f?(0) = f(o1) = 077 = 0 et S,, est de dimension finie.
Alors o' =017 = o't =017 =0

Et donc :
detp(w1,...,20) = Y €(0)ag(1),100(2),2 - - - Ao(n),n
ogeS,
= ZS 5(OJT)GO"T(l),1ag"r(2),2afr"r(3),3 -2 Qg'r(n),n
o’eS,,
== E% €(U@aoqzx1aaq1y2aawsy3~~-aaqnxn
o’eS,,
=— > €(0)ar(2),205(1),1 G5(3),3 - - - Go(n),n (changement de nom)
€Sy, —
d’apres (k)
= —detg(x1,x2,...,2,)

Donc‘detg(xh...,:rn) = 0‘

17.3 Caractérisation d’une base par son détermi-
nant

Une famille de vecteurs est une base si, et seulement si, son déterminant est non
nul.

Supposons que F = (z1,...,%,) est une base de E.
Donc detp = detg(F) detx
Donc det g(B) = detg(F) det#(B)

—_——

=10

Donc |det g(F) # 0

Supposons detg(F) # 0

Montrons que F est une base de E :
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e card(F) = n = dim(FE)

e Montrons que F est libre par I’absurde : supposons-la liée.
Donc un des vecteurs de F est combinaison linéaire des autres.
Supposons que ce soit z1 (idem pour les autres cas).

Alors 3 (N, ..., A\p) e K" Loz = > Ay,
k=2

n
Or detp(z1,x2,...,2,) = detp(x) + Z — kT, T2," ..., xy) = 0 : absurde
k=2
[ —

=0g

17.4 Déterminant et transposition

Soit A € M, (K).
det(A) = det(*A)

Lemme : Soit 0 € S,,.
Montrons que e(o) = g(o™1).

cool=e = e(ooot) =¢(e)

— g(o)xelc™)=1>0

Ainsi, e(0) et e(c71) sont de méme signe.

Or,e: S, - {—1;1}.

Donc on a soit £(c) = e(c™!) = 1, soit e(0) = (o7 !) = —1.
Dans les deux cas, on a bien e(0) = (o™ 1).

Notons A = (ai,j)lgi,jgn et tA = (bi,j)léi,js'm avec VY (’L,j) € IIl,n]]Q,biJ = Qaj -
On a:

det(*A) = Z H o (k) k
ogeS, k=1

= Z H Ak, o (k)
geS, k=1

Dans le produit, posons k' = o(k). k' parcourt bien [1,n]] quand k parcourt
[1,n]], car o : [1,n]] — [[1,n] est bijective.
On ak =o 1 (k).
Ainsi, det(*A) = Y e(0) [T ag—1(e)p-
0€Sn k=1
Posons maintenant dans la somme : 0/ = o~ 1. (%)
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D’aprés le lemme, on a (o) = (o”).
Ainsi, on a bien :

det(*A) = Z e(o”) 1_[ Qo () K/

o'eSy k=1
n
= 2 @) [T aowon
o€eS, k=1
= |det(A)
(*) : Montrons que fi S = S_"l est bijective.
o = 0

Soit 0 € S,,.
On a:
(fo o) =f(f(o))
- fo™)
-
=idg, (0)

Ainsi, f est bien bijective (et f~1 = f).

17.5 Formule de développement d’un déterminant

Soient A € M, (K) et j € [[1,n].
Notons A = (a;,j)1<i,j<n-
0

n ;
Ona(Cj = Zlam- 1| <.
i=

0

Ainsi :
a1 A15-1 0 Qi j+1 0 Aln
n : . : : : . :
det(A) = Yl aijlain - a1 aigen oo ain]| (in/C))
i=1 . . . . . . .
Qp,1  *°° QAn,j—1 0 Qpj+1  *°° Qpn
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ai1 v Q11 Q41 o a1, O
n . . . . .
.
=2 (D" Tagglain e aiger e e a1
i=1
Qp1  *°° QGnj—-1 G0Angj+1 " OAnn 0

Cj < Cji1puis Cjy1 < Cjiopuis -+ - puis Cp,—1 < Cp(n — j opérations)

a1,1 ai,j—-1 A 541 a1,n ﬂ
n ) ] Ai—1,1 0 Qi—145-1 Gi—14541 - Gi—1n ﬂ
n— n—
= Z(—l) H=D)""aijlaisin -+ Gig1jo1 Giyiger o0 Gigin P
i=1
Qnp,1 T Gn,j—1 Qn,j+1 t Up ﬂ
Gt 7 GigeT  Giger 7 G
L; & Ly puis Liy1 © L;yo puis - -+ puis L,,_1 < L, (n — i opérations)

. . A _1\2n . A
Or, (—1)"(=1)"~F = (~1)20=040) = L E0s (—1)7% = (1),

Ik

Donc |det(A4) = Y (—=1)"a; jA; ;|

i=1

17.6 Déterminant de Vandermonde

1z 2 zht
1 @y 3 - ah!
V(zy,...,zn) =|. . . L= 1—[ (xj — ;)
. . . T . 1<i<j<n
1 z, 22 apn—t

Montrons par récurrence simple :

VneN,P(n):"V(z1,...,x,) = H (xj —a;)”
[Z]P(1) car V(z) =1 =1= T[] (2; —)

Soit n € IN, supposons P(n). Montrons P(n + 1) par deux méthodes :
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17.6.1 Opérations élémentaires sur le déterminant

1 = D R
1 x3 - 2Tt an
V(‘Tla "'axn+1) =
1 =z, 22 .. opnl gn
2 n 1 n
1 T+l Tpyr 7 Tpyl Tptl
n—2 n—1
I =z —2pp1 - 2(551 — Tpy1) Ty 1(331 — Tpy1)
n— n—
Ty — Tpg1 o Ty (T2 — Tpgr) x5 (T2 — Tna1)
o n—2 n 1
1 zpoq— Tn+1 0 Ty 1g$n 1— l‘n-&-l) n—lgx” 1— $n+1)
I zp—Zpt s 2T (@ — Togr) T (T — Tpy)
1 0 0 0

Crnv1 < Cny1 — 1010y
puis C, «— Cp —xp11Ch_1
puis DRI
puis CQ <« 02 - In+101

Ty — Tprr (P10 — Tpp1) oo 2P @ — Tpgn)
_ (_1)n+1+1 .
Ty — Tl Tn(Tp — Tng1) -0 20 HTn — Tpg)

(développement par rapport & Ly, 41)

1 o 22 - ah” 1
n 1 2o 2% - )t
n
1) H(Il — Tnt1 .
i=1 :
1z, 22 - a7t

(linéarité par rapport a chaque ligne)

H Tpt1 — Ti) H (zj — x;), d'aprés P(n)
i=1

I<i<jy<sn

= Il @-=) = [Pnry)

1<i<j<n+1

17.6.2 Polynoéme

1°rcas : Si x1,...,ZTp4+1 ne sont pas distincts 2 & 2, V(z1,...,2,41) = 0 car au

moins 2 lignes sont égales.
De plus [T (x; —z;) =0 car 2 éléments sont égaux.
1<i<j<n+1

— [Pl
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2" cas : Si@q,..., 2,41 sont distincts 2 & 2
1 T N :L-'ib
Posons P(X) = V(z1,...,2,,X) =
1 2, - 2t
1 X ... X»

n+1 o

= > (=) HXITIA, 41 ;  (développement par rapport & Lyi1)
j=1

Le coefficient de X™ est (pour j =mn +1) : (=1)" T ALy 0

=1 =V(x1,....Tn)
= [l (z; —x;) +#0 (daprés P(n)) (car les x; sont distincts 2 & 2)

1<i<j<n

deg(P)=n
Donc P(X) € K[X] et dom(P) = V(z1,...,20) = [ (x5 — )
1<i<j<n
Or z1,...,z, sont racines P (car Vi € [[1,n], P(z;) donne L; = L, dans le

déterminant).
On a trouvé n racines distinctes (2 & 2) et P est de degré n donc d’aprés le
théoréme de d’Alembert-Gauss, chaque racine est simple et :

P= [] (—a)[[(X )

1<i<j<n i=1

n
Donc: V(z1,...,Zn41) = P(@ny1) = H (xj — ;) n(x,H_l —x;)

1<i<j<n i=1

= I @-=

1<i<j<n+1

= |P(n+1)

17.7 Déterminants triangulaires par blocs

WM e Mo (K), M = (g g) — det(M) = det(A) x det(D)
—_—

(A,D)eMx

Soit M € M,,(K), notons-la par blocs M = (é g)

Supposons A et D carrées, et B = 0pq,, .. (K)-
A 0 A 0 I, O
w=(ep)=( 1)< (& D)
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1 0 4 0
A0 1
Or 0 In—m’ = =+1 (dév p/r Cy)
0 1 1 . 1
=...=(+1)""™|A] = det(A)
De méme Igf g‘ = |D| = det(D), donc‘det(M) = det(A) x det(D)‘

On montre le méme résultat pour une matrice triangulaire supérieure par blocs
de la méme maniére.
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Chapitre 18

Dénombrement sur les
ensembles finis

18.1 Cardinal et inclusion

Montrons par récurrence simple Vn € IN, P(n) :

"si E est un ensemble fini de cardinal n, si F' < E, alors :
(a) F est fini avec card(F) < card(FE)
(b) card(F) = card(E) < F = E."

P(0) : soit E un ensemble fini de cardinal 0 (donc E = ), soit F < E
(donc F = &)

(a) : F est fini et card(F') < card(FE)
=0 =0
(b) : card(F) = card(E) < F = E : vrai
N

_

vrai vrai

Soit n € IN, supposons P(n).
Soit E' un ensemble fini de cardinal n + 1, soit F' c E.
lercas: Si F=F
La propriété au rang n + 1 est évidemment vérifiée : | P(n + 1)
28 cas : Si F # E
Comme Fc E,dee E:e¢ F.
Posons E' = E\{e}, alors card(E’) = card(E) — 1 =n
OrFc Eete¢ Fdonc FcFE.
D’aprés P(n), F est fini et card(F) < card(E’') =n <n+ 1 = card(E)
Donc (a) : card(F) < card(FE)
Et (b) : card(F) = card(E) <« F = E : vrai
—_—— —_—— ——

<n =n+1 Faux

Faux
Donc | P(n + 1)
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18.2 Cardinal d’une réunion d’ensembles

Soient A et B deux ensembles finis.
S’ils sont disjoints :

card(A u B) = card(A) + card(B)
Dans le cas général :

card(A u B) = card(A) + card(B) — card(A n B)

Ensembles disjoints : Soient £ un ensemble fini, A ¢ E, B ¢ E, supposons
AnB=(, ie. Aet B sont disjoints.
Donc A et B sont finis, notons respectivement n et m leurs cardinaux.
Montrons A U B est équipotent a [1;n + m].
On aura alors démontré que A U B est fini et que card(A U B) = n+m =
card(A) + card(B).
Comme A est équipotent a [1;n],3 ¢ : [1;n] — A bijective.
Comme B est équipotent a [[1;m], 34 : [1;m]] — B bijective.
6: [L;m+n] — AuB
w(k)sik e [1;n] est bijective.
¥ (k — n) sinon

Montrons que k

e 0 est injective : V (k, k') € [1,n + m]?,
1°" cas : si (k, k') € [1,n]?,
(k) =0(k") = p(k) =p(k') = k=F (car ¢ est injective).
2¢cas : si (k, k') € [n+1,n+m]?,
(k) =0(k") = (k) =¢(k') = k =k (car ¥ est injective).
3ecas :si (k,K) e [1,n] x [n+1,n+m],0(k) =0(K) = (k) = (k)
——
€A €B
Or A n B = J donc ce cas est impossible.

4ecas :si (k, k') e [n+ 1,n+m] x [1,n],0(k) = 0(k') = (k) = p(k')
eB €A

Or An B = J donc ce cas est impossible.

e O est surjective.

Soit ee Au B.

1rcas: Siee A,3ke [[1,n] : ¢(k) = e car ¢ est surjective
—_— ——
c[1,n+m] 0(k)

Donc 3k e [1,n+m] :0(k) =e

28 cas: Siee B3k e [[1,m] : (k) =e

1<K <m = n+1<kK+n<n+m

Posons k =k +ne[n+1,n+m]

Alors 3ke[n+1L,n+m]:¢(k—n)=ce

—_— ——

c[1,n+m] =0(k)
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Donc 3k e [[1,n+m] :0(k)=e
Finalement 6 est surjective.

Et donc | 8 est bijective

Cas général :Ona AuB=Au (B\A) et An(B\A) =
Donc card(A u B) = card(A) + card(A\B)
OrB=(B\A)u(AnB)et (B\A)n(AnB)=Q

Donc card(B) = card(B\A) + card(A n B)

Par somme : ‘card(A U B) = card(A) + card(B) — card(A n B) ‘

18.3 Cardinal d’un produit cartésien d’ensembles
Soient F et F' deux ensembles finis.

E x F estfiniet card(E x F) = card(E) x card(F)

1re version : "rigoureuse"

Notons E = {e1,...,e,} avec ey, ..., e, distincts 2 & 2 (donc card(F) = n).
V k€ [1;n]), notons Ay = {(e, f) € E x Fle = ey}

(Aq,...,A,) est une partition de E x F.

@ Ak

Or Vk e [[1;n]], Ax est équipotent & F' car
[, 4 est éauip (er. 1)

Donc card(Ax) = card(F') (indépendant de k).

- F e .
- f est bijective.

Donc |card(E x F) = Z card(F) = card(E) x card(F)
k=1

27d version : "protocole de dénombrement"
Pour construire exactement 1 fois tous les éléments de E x F', on peut :
— choisir e dans E : card(E) choix
— puis pour chaque e choisir f (indépendant de e) dans F' : card(F') choix

D’ou card(E) x card(F') choix, donc ’ card(E x F) = card(FE) x card(F) ‘

18.4 Cardinal de ’ensemble des p-arrangements
d’un ensemble

17 version : "rigoureuse"

Montrons par récurrence simple Vn € IN,P(n) : "si E est un ensemble fini de
n!
n

(n—p)!
P(0) : soient F de cardinal 0 (donc E = &) et p € [[0;0] (donc p = 0).

Alors Ap, = {()} donc card(A,) = 1= %

cardinal n, si p € [[0;n]], alors card(Ag,p) =
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Soit n € IN, supposons P(n).

Soient E de cardinal n + 1 et p € [0,n + 1].

Notons E = {e1,...,en+1}

Vke[1,n+ 1], notons By = {(z1,...2p) € Agp|z1 = e}
(B1,...,Bpt1) est une partition de Ag .

1*cas : Sip=0

(n+1)!
AE‘7O = {()} — Card(AE7p) =1= m — P(TL-I— ].)
2" cag : Sip#0
By, est équipotent & Apy (e, },p—1
En effet | ¥ By = Anep-t est bijective.
(er,x2,...,2p) — (T2,...,%p

Or card(E\{er}) = card(F) —1=mn
Donc d’aprés P(n) appliquée & E\{ex} au lieu de E et a p — 1 € [[0; n]] au lieu
dep:

n!
card(By,) = card(Ap\(e,},p—1) =

(R
n! (n+1)!

Donc card(Ag,p) = (n+ 1) RS = i1 p) = |P(n+1)

(indépendant de k)

27d version : "protocole de dénombrement"
Pour construire exactement 1 fois les p-arrangements (z1,...,z,) de Ag,, on
peut :

— choisir z7 dans E : n = card(F) choix

— choisir 23 dans E\{z1} : n — 1 choix

— choisir x5 dans E\{x1,x2} : n — 2 choix

— choisir z, dans E\{z1,...,2p-1} : n — (p — 1) choix

Doun(n—1)(n—2)...(n— (p— 1)) choix, donc | card(Ag p) =

(n —p)!

18.5 Cardinal de I’ensemble des p-combinaisons
d’un ensemble

Soient E un ensemble de cardinal n et p € IN.

On note Cg , ’ensemble des p-combinaisons de E.
! _(n

Montrons que card(Cp,p) = ity = (p)

17 version : "rigoureuse"

Pour dénombrer Ag ,, on peut le partitionner ainsi : pour toute p-combinaison

C ={x1,...,zp} de E, on pose B¢ 'ensemble des p-arrangements de E obtenus

—_—

€E, #2242
en permutant C' de toutes les maniéres possibles.
(Bc)cecs,, est une partition de Ag .
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Or card(B¢) = p! (indépendant de C)
Donc card(Ag ) = card(B¢) xcard(Cg p)
—_— —_——

= =r!

D d(Cr.p) n
onc |card(Cgp) = ———
P2 pl(n —p)!

2" version : "protocole de dénombrement"
Pour parcourir tous les éléments de Cg j, on peut :
. . ! .
— choisir un arrangement (z1,...,zp,) de Ag ) : ﬁ choix

— lui associer la p-combinaison {z1,...,z,}
Dans ce cas, chaque p-combinaison est comptée exactement p! fois (c’est le
nombre de p-arrangements donnant ladite p-combinaison, et p est indépendant
de la combinaison).

Donc card(Cp ) = “2dAer)

p!
n! n
Donc | card(C = =
(Cor) = i —p) <p)

18.6 Cardinal des parties d’un ensemble

Soit E un ensemble de cardinal n.
Montrons que card(P(E)) = 2"

1r¢ méthode

Posons V k € [0;n]], Ax = {U € P(E)|card(U) = k}
(Ao, ..., A,) forme une partition de P(E).

Or A = Cg, donc card(Ay) = card(Cp i) = (})

Donc card(P(E)) = i () = i ()1F1m=F = (1 + 1)™ (formule du binéme)

Donc ‘ card(P(E)) = 2" ‘

2"d méthode

Notons E = {ey,...,e,}

P(E) est équipotent a {0;1}™.

po: PE) — {0;1}" ol bs — lsie;eU
U e (bz)ze[[l,n]] ’

Donc card(P(FE)) = card({0; 1}™) = card({0; 1})™ Donc ‘ card(P(E)) = 2" ‘

En effet est bijective.

0 sinon

Remarque : On ne montre pas que ¢ est bijective, mais s’il est demandé de 1’ex-
pliquer : sa bijection réciproque serait 'application qui & un n-uplet (b;)ief1;n]
de 0 et de 1 associe un ensemble contenant les e; avec les 7 tels que b; = 1
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18.7 Propriétés du coefficient du binéme démon-
trées par une approche de dénombrement

Montrons la propriété de symétrie du coefficient du bindéme par une approche
de dénombrement.
Soient F un ensemble de cardinal n et p € IN.
CEp est équipotent & Cg n—p

2 OE,p - CE,n—p
En effet A o Cn(A)
Donc card(Cg ) = card(Cg n—p)

P (5) = (a)

Montrons le formule de Pascal par une approche de dénombrement.
Soit E un ensemble de cardinal n + 1.
Soit e € E.
Pour dénombrer Cg py1 :
Pour parcourir exactement 1 fois chaque partie A de cardinal p + 1 de F, on
peut :
— choisir e € A et compléter A avec p éléments de E\{e} : () choix.

est bijective.

— choisir e ¢ A puis construire A avec p+ 1 éléments de E\{e} : (pjtrl) choix

D’ou (Z) + (pil) choix.

n+1 n n
Donc card(Cg pt1) = <p+ 1) = (p> + (p+ 1)

Montrons la formule du binéme par une approche de dénombrement.

Pour développer (a + b)", on écrit (a +b)” = (a+b)(a +b)---(a+b)
t1 to tn
ce qui donne la somme de tous les termes obtenus en multipliant soit a soit b

choisis dans chaque terme t;.

Ceci qui donne une somme de termes de la forme a
des n termes t1,...,t, (donc b choisi dans les autres).
— (}) choix (donc chaque terme a*b"~* arrive (}) fois).

Donc | (a + )" = Z <Z) akpnk

k=0

kpn=k pour a choisi dans k
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Chapitre 19

Probabilités

19.1 Formules de probabilité

19.1.1 Formule des probabilités composées
Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, et A, B deux événements.
P(An B)=P(A) x P4(B)
— 1°rcas : si P(A4) # 0.

Alors Pa(B) = P50 — P(An B) = P(A) x Pa(B).

— 20d cas @ si P(A) = 0.
Ona(AnB)c A = P(AnB)<PA) = PAnB)<O.
Or, P(A n B) > 0 par définition.

Donc, par anti-symétrie, P(Au B) =0 =|P(A4) x P4(B) |

19.1.2 Formule des probabilités totales

Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, et A, B deux événements.

P(B) = P(A) x P4(B) + P(A) x P 4(B)

(A, A) forme un systéme complet d’événements de €.
Ainsi, P(B) = P(A 0 B) + P(An B) = |P(4) x Pa(B) + P(4) x P4(B)},
d’apreés la formule des probabilités composées.

19.1.3 Formule de Bayes

Soient (£2,P) un espace probabilisé fini, et A, B deux événements tels que
P(B) # 0.
P(A)P4(B)

IPB(A) = IP(B)
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On a, d’une part, P(A n B) = P(A) x P4(B) et, d’autre part, P(A n B) =
P(Bn A) = P(B) x Pg(A), d’aprés la formule des probabilités composées.
P(A)P,(B)

P(B) '

Ainsi, P(A) x P4(B) = P(B) x Pg(4) = |Pp(A)= car

P(B) # 0.

19.2 Evénements indépendants

Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, et (Ay, ..., A,,) une famille d’événements.

1. Les événements A1, ..., A,, sont dits deux a deux indépendants si, et seule-
ment si :

V(i,5) € [1,n]%i#j = P(A; n A;) = P(4;) x P(A;)

2. Les événements Aq,..., A, sont dits mutuellement indépendants si, et
seulement si :

VIc[l,n],P (ﬂAz> = HIP(Ai)

el el

3. Si les événements Aq, ..., A, sont mutuellement indépendants, alors ils
sont deux & deux indépendants (pour I un couple).

La réciproque de cette derniére propriété est fausse; en effet, considérons la
situation suivante :

On dispose d’une piéce équilibrée, que I'on lance deux fois.

On note A; : "le premier lancer donne pile", As : "le second lancer donne pile"
et Az : "les 2 lancers donnent le méme résultat".

IP(Al M AQ) =1=
IP(Al N Ag) = = = IP(Al) X P(Ag),

et IP(A2 (@) Ag) i = % = IP(AQ) X ]P(Ag,),

donc Ay, Az, A sont deux a deux indépendants, mais P(A; N Ay N Az) = % et
P(A;) xP(As) x P(A3) = (%)3 = 1, donc Ay, A3, A3 ne sont pas mutuellement
indépendants.

| # IRt
mio XX

| Al

19.3 Approche de la loi binomiale

On lance n fois de maniére indépendante un piéce donnant pile avec la probabi-
lité p (comprendre "les lancers sont mutuellement indépendants"). Calculer la
probabilité d’obtenir exactement k fois pile sur les n lancers.

Q= {P F}".
Pour i € [1,n], on note P; : "le i-éme lancer donne pile".
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Soient k € [1,n]], et A : "on a obtenu exactement k fois pile sur les n lancers".
Ona:*

P(4)= > P (ﬂa)ﬂ N »~

c€Cla,n] & i€c ie[[1,n]\c
= 2 [Irp@)x T e

c€C1,n],k 1€C ie[1,n]\c
Q;=PFsitec

est mutuellement indépendante puisque

car (Q;)i<i<n, Ol {

(P;)1<i<n aussi.

Ainsi :
S [l [T 1-»

P(A)
ceCly,n],k 1€C ie[[1,n]\c

Q; = P; sinon

Z p*(1 —p)" % carpet 1 — psont indépendants de i
c€C1,n],k

= Card(c[[l,n]],k) X pk(l - p)
(N ke \n—k
= (k>p (1-p)

19.4 Lois de probabilité usuelles : définition, es-
pérance et variance

n=k car p®(1 — p)" ¥ est indépendant de ¢

|LOI UNIFORME |

Soient (€2,P) un espace probabilisé fini, F = {ei,...,e,} un ensemble fini de
cardinal n et X : 2 — E une variable aléatoire.

On dit que X suit la loi uniforme sur E notée U(E), et on écrit X — U(E), si,
et seulement si, la loi de X est définie par V k € [1,n],P(X = k) = L.

n

n n 2
On a alors E(X) = >} % et V(X) = %kZ e — <’I1L 2 ek)
-1

k=1 k=1

|LOI DE BERNOULLI|

Soient (€2,IP) un espace probabilisé fini, X : 2 — {0;1} une variable aléatoire
et p € [0;1].

On dit que X suit la loi de Bernoulli de parameétre p notée B(p), et on écrit
X < B(p), si, et seulement si, la loi de X est définie par P(X = 1) = p (et donc
P(X =0)=1-p).

On a alors E(X) =pet V(X) =p(1l—p)

x. Pour comprendre cette somme : on choisit les k£ lancers ou 'on fait Pile, i.e. une combi-
naison de k entiers de [1,n]], et les autres entiers de [1,n]] donnent donc Face.
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|LOI BINOMIALE |

Soient (£2,P) un espace probabilisé fini, n € N*, X : Q — [0, n]] une variable
aléatoire et p € [0; 1].

On dit que X suit la loi binomiale de paramétre (n, p) notée B(n, p), et on écrit
X — B(n,p), si, et seulement si, la loi de X est définie par V k € [[0,n], P(X =
k) = (R)p* (L —p)"*.

On a alors E(X) = np et V(X) = np(1 —p).

Montrons ces résultats pour la loi binomiale :

Lemme : k:(Z) = n(Zj)

Se montre immédiatement par I’écriture factorielle des coefficients binomiaux.
Preuve : Si X — B(n,p), on a alors X(2) = [[0,n] et V& € [0,n],P(X =
k) = ()p" (1 —p) "
— B(X) =3 k()p*A-p)"F = 3 n(}-])p"(1—p)"~* (d’aprés le lemme)
k=0 k=0
n—1
=n > (" )p"A —p)"~**D (n est indép. de k — changement d’indice)
k=—1

n—1
=np kZO (" Hp* (1 — p)"~1=* (convention sur les coefficients binomiaux)

= np(pi—l— 1—p)ntl = (formule du bindme)
Preuve : Si X — B(n,p), on vient de voir E(X) = np.
Or, d’aprés le théoréme de transfert :

k=0
= N k(k—1)+k n k 1— n—k
;;o( (k—1) )<k>p (1-p)
_ _ k(1 _ . \n—k k(1 _ . \n—k
l;ok(k 1)<k>p (1-p) +k§k<k>p (1-p)
=E(X)=np
u n—2
= n(n—1 F1—p)"* +n
Yntn =1 73] e

n—2

-9

=n(n—-1p* ) <n >pk(1 —p)" 2

E/_/k:—Q k
indép k

=(mp)’—np+(p+1-p)" > +np

= (np)? + np(1 — p)
Done V(X) = B(X?) = B(X)? = (np)? + np(1 — p) — (np)? =
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19.5 Espérance mathématique : linéarité et crois-
sance

Propriété de linéarité de 'espérance :

Pour toutes variables aléatoires X,Y : @ — R et pour tous réels A, p :

EAX + 1Y) = AE(X) + pE(Y)

Propriété de croissance de ’espérance :
Pour toutes variables aléatoires X,Y : Q2 — R, on a :

X <Y = E(X)<E(Y)

Lemme : une définition plus théorique de I'espérance.
Soient (§2,IP) un espace probabilisé et X : 2 — R une variable aléatoire réelle.

On a:
= ) X(@)P({w})
weN
En effet :
MXWP(Hwh) = > > X(wP({w})
we) aeX () we{X=a}
= >, a >, P({w})
aeX () we{X=a}
= Z aP(X = a)
aeX ()
~[EX)
Linéarité :

EO\X +uY) = Y (X + u¥) (@) P({w})

wes
= Y (AX (W) + pY (w))P({w})
wes
_)\ZX P({w}) +,u2 P({w})
wes2 we2

— | AE(X) + pB(Y)]

Croissance : Supposons X < Y. Alors :
Vwe, X(w) <Y(w) — X(w)P ({w}) Y (w)P({w})
— ) X(@P{w}) < ), Y(w)P({w})

we weN

— [E(X) <E(Y)
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19.6 Théoréme de transfert

Soient (€2, P) un espace probabilisé fini, X : Q@ — R une variable aléatoire réelle
etU:R—R.

aeX ()

Remarque : 'essentiel de la preuve réside dans les justifications & chaque égalité :
en effet, sans elles, la preuve tient en des égalités successives sur une ligne!
Tout n’est qu'une question de définitions et de partitions : visualiser la situation
la rend complétement évidente.

B(u(X)) = >} u(X)(w)P({w})
we2
oy D uX)WP{w}) (car (X '({a})Daex(o)  est
aeX (Q) weX—1({a}) une partition de Q)
= u(a) P({w}) (car w € X t({a}) & X(w) €
aG;(Q) weXZl({a}) {a} donc u(X)(w) = w(X(w)) =

u(a), indépendant de w)

= Z u(a)P(X =a)| (car ({w})uex—1({a}) est une partition de
aeX () {X =a})

19.7 Inégalité de Markov

Soient (€2,P) un espace probabilisé fini et X : O — R une variable aléatoire
positive.
E(X)

a

Va>0,P(X >a)<

Soit a > 0.
e On a que l{xzq < %, montrons-le : Vw € Q, 1x>q3(w) < (%)(w)
17 cas : siwe {X = a} (i.e. X(w) = a)
Alors 1{X2a}(w) =1
Or X(w)za = @21 = (D)w) =1
Done 1 xsa) (@) < (£)(w)
28 cas @ siwe {X < a} (ie. X(w)<a)
Alors 1ix>q(w) =0
Or X >0eta>0donc (2)(w) =0
Donc 1xsa)(®) < (X))

eOnaalors x> < & = E(l{xsq) < E(:X) = |P(X >0) < o
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19.8 Inégalité de Bienaymé-Tchebichev

Soient (€2,P) un espace probabilisé fini et X : @ — R une variable aléatoire
réelle.
V(X)

Va>0,P(X - E(X)|>a) < —3

On aP(|X — E(X)| =a) =P(|X — E(X)|> = a?)
Posons Y = [ X — E(X)? = (X - E(X))?>0
D’aprés l'inégalité de Markov appliquée & Y et & a2 :
EY)  EBE(X-EX))?) _V(X)

Ya>0,P(Y >d%) < 2 =

<Va>0,P(X - EX)?>d? < V(f)
a
X

<Va>0,P(|X —E(X)|>a) < Vc(ﬂ )

19.9 Espérance et variance de deux variables aléa-
toires indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.
E(XY)=E(X)E(Y)

E(XY) = > abP((X,Y), (a,b)) (Théoréme de transfert)
(a,b)eX(Q)xY (Q)

= Z Z abP(X = a)P(Y =b) (X etY sont indépendantes)
aeX (2) beY ()

= ) |aP(X =a) > BP(Y =1b)

aeX(Q) beY ()

indep. de b indep. de a
= ( D aIP(Xza)) ( > bIP(Yzb))
aeX (Q) beY (2)
=|E(X) E(Y)

VIX+Y)=V(X)+V(Y)

VIX+Y)=E(X+Y)) -E(X+Y)?
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BE(X?+Y?+2XY) — (E(X) + BE(Y))?
E(X?)+ E(Y?) +2E(XY) - E(X)? - E(Y?? - 2E(X)E(Y)
E

=E(X*)-E(X)*+E(Y*) - E(Y)’+2 (E(XY)-— Y))
=V (X) =V (Y) =0car XetY sant indépendantes
=|V(X)+V(Y)

19.10 Somme de deux variables aléatoires suivant
deux lois binomiales

Soient (£2,P) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires réelles
sur 2 et n et m deux réels.

Si X et Y sont indépendantes, X — B(n,p) et Y < B(m,p), alors X + YV —
B(n +m,p).

Y(Q) =[0,m], Yke[0,m],P(Y =k) = (})p*(1 —p)™*
Notons Z = X + Y.
Z(Q) =[0,n+m] et VEke[0,n+m] :

On a : {X(Q) = [0,n], Ve [0,n],P(X = k) = (1)p*(1 —p)»*

formule des probabilités totales sur
le systéme complet d’événements

" ({X = l})lE[[O,n]]
P(Z=k) =Y PX=0)Px_iy(Z=k) (x) Pix=p(Z = k) = Pix_yy(Y =

1=0 T E—X) =Pixpy(Y = k—-1) =
P(Y =k —1) car X et Y sont in-
dépendantes

P(A-p)" P =k-1)

m n+m)—
(k )p’“(l—p)( +m)=k
N —

indep. de l

C B0 e

~—

DoncZ=‘X+Y<—>B(n+m,p)‘
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19.11 Variance de la somme de n variables mu-
tuellement indépendantes

Soient (€2,P) un espace probabilisé fini et Xi,...,X,, des variables aléatoires
réelles sur (2.

%4 (i Xi> = i V(X;)+2 Z cov(X;, X;)

1<i<j<n

Montrons-le par récurrence simple : notons Vn € IN* P(n) la propriété a démon-
trer au rang n.

P(1) car {(i,7) € [1,1]]1 <i < j <1} = & donc la somme des covariances
est nulle et la propriété est alors évidente.

Soit n € IN*, supposons P(n).

v (21 Xi> —V (i X; + XM)

1% (Zn: Xi> + V(Xpn41) + 2cov ((zn: Xl-,XnH))
i=1 i=1

VX)) +2 > coo(Xi, X;) + V(Xns1)

1<i<j<n

Il

-
Il
_

+2 Z cov(X;, Xn+1) (P(n) et linéarité a gauche de cov)
i=1

n+1
= V(X;)+2 Z cov(X;, X;)
i=1 1<i<j<ntl
— | P(n+1)

n n
X1,...,X,, deux a deux indépendantes = V (Z Xi> = Z V(X;)
i=1 i=1
Immeédiat d’aprés le premier point : la covariance de deux variables indépen-
dantes est nulle, donc la somme de toutes les covariances est nulle.

19.12 Espérance du produit de n variables mu-
tuellement indépendantes

Soient (€2,P) un espace probabilisé fini et Xi,...,X,, : @ —> R des variables
aléatoires sur () mutuellement indépendantes.

E(Xyx...xX,)=E(X1) x...x E(X,)
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Montrons par récurrence simple Vn € IN*, P(n) : "si Xy, ..., X, sont mutuelle-
ment indépendantes alors E(X; x ... x X,,) = E(X1) x ... x E(X,)"

P(1) : immeédiat
Soit n € IN, supposons P(n).
EX) x...xXp1)=F(X1 x...x X)) X Xp41)
Or Xi,...,X,+1 sont mutuellement indépendantes donc d’aprés le lemme des
coalitions, Y = X; x ... x X, et X,,1 sont (mutuellement) indépendantes.
Donc E(Y x Xpt1) = E(Y) x E(X,41)
=E(X))x...x E(x,) x E(Xp41) (P(n))
:E(Xl X ... XXn+1) =F Xl) X ... X E(Xn+1)

= |P(n+1)

19.13 Somme de plusieurs variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes suivant une loi
de Bernoulli

Soient (£2,1P) un espace probabilisé fini et X7, ..., X,, des variables aléatoires de
) dans R mutuellement indépendantes, chacune suivant une loi de Bernoulli
de paramétre p B(p).

X1 +...+ X, = B(n,p)

Montrons-le par récurrence simple en notant Vn € IN* P(n) la propriété au rang
n.

[Z]B(1,p) = B(r) = P(1)
Soit n € IN*, supposons P(n).

Soient X1, ..., Xp4+1 mutuellement indépendantes telles que Vi € [1,n], X; —
B(p)
D’aprés le lemme des coalitions, X1, ..., X,, sont mutuellement indépendantes,

donc d’aprés P(n) : Y = X1 + ...+ X, — B(n,p)
Montrons que X7 + ...+ X, 11 =Y + X;,41 — B(n+ 1,p)
On a que Y est & valeurs dans [[0,n]] et X,,11 dans [[0, 1] done (Y +X,,41)(Q2) =
[0,n + 1]
De plus, d’aprés la formule des probabilités totales sur le systéme complet d’évé-
nements ({Xp+1 = 0},{Xny1 = 1}) : VE[O,n + 1], P(Xp41 + Y = k) =
P(Xyi1=0)Pix, =y (Y + Xpp1 = k) + P(Xpy1 = DPx, =13 (Y + Xpy1 =
B) = P(Xpi1 = 0) P(Y = k) + P(X, 1 = ) P(Y = k— 1)

—_— ~-

=1-p () =p idem ()

(#) : Pix, =0y (Y + X1 = k) = Pix, ., —p(Y = k) = P(Y = k) car si
{Xn+1 = 0} est réalisé, alors {X, 41 +Y = k} = {V = k}, et {Y = k} et
{Xn+1 = 0} sont indépendants puisque X7, ..., X, 1 sont mutuellement indé-
pendants donc d’aprés le lemme des coalitions, Y = X7 +...+ X, et X,, 1 sont
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indépendants.
Donc

P(Y + Xpp1 = k) = (1—p) (Z)pk(l —p)"F 4 p<k " 1>pk1(1 —p)n D)

= <Z>p’“(1 —p)n iy <k " 1)pk(1 — p)nti-k

<Z> + <k: " 1> p*(1 —p)"T1=*  (Formule de Pascal)
—

(7
(n Z 1)19'“(1 —p)th

Donc Y + X411 — B(n+1,p)
Finalement : X; +... + X,,41 — B(n+ 1,p) = |P(n+1)

"Les probabilistes ne meurent presque jamais"
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Chapitre 1

Complexes

1.1 Un module dans I’inégalité

Montrer que pour tout complexe a de module 1, |1 +a| > 1 ou |1 + a?| > 1.

Soit ae C,la|] =1 = 30e]—m,7]:a=e"
1 cas : sif e [=2F, 2T ]
Alors :

— |eig\ x|2cos(=)| =1
~—— 2
=1
— |e'2 (e 2+ 612) | > 1 (formule d'Euler)
— [1+€¥>1
— |[1+a|>1
20 cag i sife ]—7r, _T%] U [%’Hw]
Alors, par un raisonnement similaire :
1
cos(f) < —5 = |2cos(0)] = | — 1| (t — |t| décroissante sur R™)

— |e?] x2cos(d)| =1
——
-1
— " (e7 + ¢') | = 1 (formule d'Euler)

= |1+ >1
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= [[1+d*>1

1.2 Systéme d’équations complexes

Résoudre dans C le systéme :

x =y’ x=y* (L)
Ona(S)eiy=22 <<y=2%(L)
z =yt z =28 (L3)

L)< 2(2"—1)=0<z2=00uz" =1<z=00udke[0,6]:z=c*7
(Ly) < y=00udkel0,6]:y=e*7 (formule de Moivre)
(L1) < 2z =00udke[0,6] : z = e*F (formule de Moivre)
L’ensemble des solutions de (S) est donc :

8 = {(0,0,0)} u { (%, ¥ ¥ )k e [0,6] |

1.3 Triangles équilatéraux complexes

Soient P, et R trois points distincts du plan, d’affixes respectives p, q et r.
1. Montrer que PQR est équilatéral direct si, et seulement si p+ qj +7j2 =
O *
2. Caractériser de méme "PQR est équilatéral indirect"

3. En déduire la propriété : PQR est équilatéral < p?+q?+r% = pg+pr+rq

us

1. PQR équilatéral direct < P est I'image de R par la rotation d’angle %
et de centre ()
ep=ei(r—q +q=—j(r—q) +qf
ept (-1-7%) q+ri?=0
| ——

=jcar 1+j+52=0

@‘p+qj+rj2=0‘

. "PQR est direct" signifie que ’on décrit le triangle dans ’ordre des points P, Q puis R
dans le sens trigonométrique.
2
Rappel : j =¢'3

;27\ 2 ; jAm | T
. car —j% = — (el 3 ) =e T3 =¢'3
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2. PQR équilatéral indirect < PRQ équilatéral direct
< |p+71j+qj* = 0| en échangeant les roles de ¢ et r dans Q1.
3. PQR équilatéral < PQR équilatéral direct ou indirect
p+qj+ri2=0

S ou

p+ri+qi?=0

< p+a+riHp+ri+q?) =0
< p?+qri?+qr(j3)? +prj+pri +pgit +pgi+q® 0 +r? 7 =0

®‘p2+q2+r2=pq+p7“+rq‘

166



Chapitre 2

Fonctions - Applications

2.1 Un prolongement par continuité (non déri-
vable)

Montrons que f : x — est prolongeable par continuité en 0 mais n’y est

1
z

1+e
pas dérivable.

Prolongement par continuité

lim f(z) = lim —*+ = 0 € R (limite non indéterminée)

z—0 z—0 14e=

Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

Montrons que le prolongement n’est pas dérivable

(On continue de noter f la fonction prolongée)
w = lim —+ n’existe pas car lim
z—0 1+e= z—0t 1+e

Donc f n’est par dérivable en 0.

=0#1= lim

lim

z—0

I
z

2.2 ¢% = x+2 posséde une unique solution sur R*

Posons f:z—e* —x

f est dérivable sur Rt comme somme et Vx € R, f/(z) = e* — 1

f est dérivable sur R*\{0} et R* est un intervalle, avec Vx € R*\{0}, f'(x) > 0
et f est continue en 0 (car dérivable) donc f est strictement croissante sur R+
Finalement : f est continue et strictement croissante sur U'intervalle R*, donc
d’aprés le théoréme de la bijection continue, f induit une bijection de R*™ =
[0;-+oo[ dans [(0);_Tim _f(x)[= [1; +o0]

(car z = o(e®) = f(x) ~ %)

Donc Vy e [1;40[,Ilz e RT : f(z) =y
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En particulier pour y = 2 € [1; +0] :
3lzeR:e® —z=2]

2.3 Preuve d’une induction de bijection

+1
Montrons que f : z +— z 5 induit une bijection de R\{—2} sur R\{1} et

précisons sa fonction réciproque.

Y (559) € R\{~2} x R\{1}, f(z) — y
z+1
©x—2 -
sr+1=y(r—2) (carz—2%#0)
sr(l-y)=-2y—1

Y

C2y+1
=1

<|T

(cary —1 #0)

L’équation f(z) = y posséde une unique solution pour chaque y fixé, donc f
7 R\{=2) > R\{1}
2y +1

induit une bijection de R\{—2} sur R\{1} et Y .

y—1

2.4 Equation fonctionnelle de arctan

1
Vz e RT* arctan(z) + arctan(=) = g
T

f: RY* — R

x  — arctan(z) + arctan(2)
f est dérivable sur R™* comme somme et composée de fonctions dérivables et
on a :

/ _ 1 1 1 _ 1 _ 1 _
f (CE) T 1422 x2 1+(%)2 T 1422 1+z2 — 0

Donc f est constante sur R™* et :

Posons

VzeR™, f(z) = f(1) = arctan(1) + arctan(1) = g

1
= |V x € R"™, arctan(x) + arctan(~) = g
x
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2.5 Démonstration de la bijectivité d’une appli-
cation donnée
R? - R

(zy) — (+yiz—y)
Montrer que f est bijective.

On pose ‘ !

— Montrons que f est injective
Soit ((x1,91), (x2,92)) € (R?)?

f((@1,91)) = f((22,92))

= (71 +y1;71 — Y1) = (2 + y2; 72 — Y2)
= L
. {x1+y1 T2 + Y2 (L1)

T1— Y1 =22 — Y2 (L2)

L)+ (L) _
2
(L1) ; (L2) _ i = s

— | (@1531) = (22330) |

— Montrons que f est surjective
Soit (a;b) € R2.

Posons (z;y) = (“T”’ aby) e R2
f(z:y) = (z +y;2

2.6 Equation a 3 paramétres

Soit (a, b, c) € R3.
Montrer qu’il existe un réel x tel que :

daz® + 3b2® + 2cx =a+ b+ c

Posons f : t > at* + bt? + ct? — (a + b + ¢)t, définie sur R.

— f est continue sur [0, 1] comme fonction polynomiale.

— f est dérivable sur ]0,1[ comme fonction polynomiale.

- {f =0 — J(0) = (1)
f)=a+b+c—(a+b+¢c)=0

Donc, d’aprés le théoréme de Rolle, 3z €]0,1[: f/(z) =0

= 4ax® +3bx? +2cx=a+b+c

Or, 10,1[c R, donc‘ﬂmel&:4am3+3bx2+20x = a+b+c‘

169



PARTIE 1I. EXERCICES-TYPE MPSI

2.7 Deérivées bornées

Soit f: R — R de classe C? sur R telle que f et f” sont bornées sur R.
Montrer que f’ est bornée sur R.

Soit a € R.

On a f de classe C? sur R intervalle, a € R et f” bornée, donc 3 M € RT* :
VzeR,|f"(z) <M.

Ainsi, d’aprés l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a 'ordre 1 en a :

Lok
-
k=0

Et, en particulier pour = = a + 1, |f(a+ 1) — fla)— f'(a) < &

Bu outre, |//(a)] = | - f'(a)] = | - f/(a) + f(a+1) — f(a) — f{a+ 1)+ f(a)
— 1f'(@) < 1@+ 1) - f(a) = F(@)| + [f(a+ 1)] + |f(a)] Tapros Vinégalite
triangulaire

Et, f étant elle aussi bornée, on s sait que IM' e RT™* :Vz e R, |f(z)| < M’
Donc on a finalement |f'(a)| < &L + 2M’, et M et M’ sont indépendants de a
D’ou f’ est elle aussi bornée.

M|z — al?

a k
— <
(v~ a) -
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Chapitre 3

Sommes

3.1 Somme des cos(k0)

3 cos(kf) = 3] Re(¢™) = Re( Y] (¢19)F) = Re(L 07
k=0 , =0 , k=0
i(ntl) 5 i(n+1) S —i(n+l)g ; sin((n g
_ e etnt 25; :'Q 2iieg + 2)) _ Re(elng%)
e (e 5 _e 3 Sin b

cos(n

)

0 sin((n + 1)%)
2 sin(%)

3.2 Produit des entiers pairs / impairs

Pour tout n € IN*, calculer les deux produits :

ﬁ 2k et ﬁ 2k+1
k=0 k=1

Soitnn e IN* .
= [l 2k=2"[] k=
k=1 k=1
2n+1 n n
—Ona [] k= J] 2kx J] 2k+1, par séparation des indices pairs et impairs
k=1

= k=1 k=0
2n+1

n [ 2n +1)!
Donc [[2k+1=2"1 = (2n+1)
=1 1 2k 2np)
k=0
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3.3 Imparité d’une expression

(2+V3)" =a, +b,V/3
(2 - \/g)n = Qap — bn\/g
En déduire que ¥ n € IN, | (2 + +/3)"| est impair.

Prouver que ¥ n e N, 3 (a,,b,) € Z? : {

Soit n € IN; d’apres la formule du binéme, on a :

CERC L WHELES

k=0
L%] 25+
— Z (21)27172163]64»\/3 Z (2k711)22k+132k
k=0 k=0

(par séparation des indices pairs et impairs)
5] [251]

N (2 _ \/g)n _ Z (;C)Qn,—zk (_1)2k 3k- + \/g Z (QI:H)Q%-H (_1)2k+1 32k
k=0 T k=0 T

(de la méme maniére)

5] "3
— Z (27'711{:)27172]63]6 _ \/g
k=0 k=0

3]
= > (1)27 23k e 7
k=0

1“5+]

n—lJ

(o )25t

Ainsi, posons :

3 ()2 ez

k=0
On a bien (2+ \/§)n = an +b,v/3 (L1)
(2 - \/g)n =an — bn\/§ (LQ)

En outre :
(L1) + (L) = (24+4/3)" =2a, — (2—/3)" = (2a, — 1) + (1 — (2 —+/3)")
Or,1<+3<2
— 0<2-+3<1
— 0 < (2—+/3)" <1 (t— t" strict. croissante sur R*)
— 0<1-(2—-3)"<1
= 1-(2-V3)"e[0,1]
Donc [(2+4/3)"] = [(2an, — 1) +(1 — (2 = V/3)")] = 2a,, — 1

€7
D’ott | [(2 + v/3)"] est impair.

3.4 Formule des colonnes

VY (m,n) e N? i (nzﬂ) - (:1—:—11>

Prouver que :
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Soit (m,n) € IN?
1*cas : sim >n
n
Alors [[m,n]] =@, donc . = 0, par convention

i=m

1 . . .
Or, (:;1) = 0 par convention aussi, donc la formule est valide
274 cas : sinon

n

ona 3 ()= 3 () + (i)~ ()

=m 1=m

= :ﬁ:m (iH ) (m+1) (formule de Pascal)

m+1

n+1 . n .
= (mj_l) - 2 (mj_l) (changement d’indice)

i=m+1 i=m

n+1 .
- (m + 1) » car (mril) = 0 par convention

3.5 Somme des (}) sin(kz)

n

Calculer pourne Net z€ R: S = Y, (}) sin(ka)
k=0

Hm) (formule du bmome)
i3 peis ) (factorisation par ’angle moyen)

=1Im | e'% x 2" cos™ (g) (formule d’Euler)

eR

T\ . [/nT
2™ cos™ <7) sin (—)
2 2
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Application d’une intégration par parties

1
Calculons I = J arcsin(t)dt
0
Soit a € [0; 1[. Notons I(a) = f arcsin(t)dt
0

u:t—1
Intégrons par parties en posant de classe C! sur [0;a]

v 1t — arcsin(t)
(puisque [0;a] <] — 1;1]).

a “ 1
I(a) = JO 1x arcsin(t) dt = [t arcsin(t)]§ — L # Vi—2 dt
' (t) o(t) u(t)v(t) u(®)

v (1)
(a) — L \/1%71526% = garcsin(a) — [—V1 — 2]}

= garcsin(a) + V1 —a? -1

= g arcsin

Or limll(a) =1. (%)

Donc I = lim1 aarcsin(a) + v/1—a2—1=
a—

NN

xr
(+) En effet : 1a fonction I : x — J arcsin(t)dt est continue en 1 car ¢ — arcsin(t)

est continue sur [—1;1] qui estoun intervalle et 0 € [—1;1] donc d’aprés le
théoréme fondamental de Uintégration, I en est 'unique primitive sur [—1;1]
qui s’annule en 0, ainsi I est dérivable sur [—1; 1] donc I est dérivable en 1, donc
I est continue en 1.
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4.2 Application d’un changement de variables

1
2
Calculons [ = J V1 — 22dx en posant x = cos(u).
0
Posons z = cos(u). (u — cos(u) est de classe C' sur [5; 7])
(Remarque : pas sur [0; 5]!)
u

et g—i = —sin(u) = dz = —sin(u)du

O‘m{ 8
w\ﬂ}w\ﬂ

1
szz V1 —22dx
0
5 . . ™ ™
= f /1 — cos?(u) (— sin(u)du) car sin(u) = Osur [=; =]
I —— 32

=| sin(u)|=sin(u)

1 7T3 v sm(2u);
(ISR e SO
17 sin( )

- SE -T2
| \/g
T2 8

4.3 Intégrales avec des sin et cos

™

Soienu:f %dxw:f __cos(@)
o sin(x) + cos(x) o sin(z) + cos(x)
Montrer que I = J, et en déduire la valeur de I.

dr.

Montrons que I = J.
(On peut poser le changement de variable v = 7 — x; on montre ici une autre
méthode.)

o 2 cos(x) . ] sin(x) .
J IiL sin(x)+cos(x)d JO sin(x) +cos(a:)d
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B 2 cos(z) — sin(z) .
_JO sin(z )+cos(m)d

= [In(|sin(x) + cos(z)|]§

o —
I I1+J J

J? sin(x _ sinl®) o J? . cos(x) de
o sin(z) + cos(m) o sin(z) + cos(z)

% in(z) + cos(z)
( ) + cos(x) dx)

Ainsi: [ =

o el

DN | =

N | =

I
ﬂ

4.4 Intégrale d’une fonction symétrique

Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que V x € [a,b], f(z) = f(a+b— x).

Montrer que :
b
a+b
[RECE f fa

Effectuons le changement de variable u = a + b — x de classe C* sur [a, b].
Onadu=—dretx=a+b—u.

b b
J zf(zx)dr = J xf(a+b—x)dr (propriété de f)
= Ja —(a+b—u)f(u)du
b

-| (0t D) () — uf (u)du
— (a+b) Lb Flw)du — Lb wf (u)du

Donc: 2 Lb xf(z)dr = (a+b) Jab f(z)dz
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. f o f (@)de = 220 Lbf(x)dx

@ 2
T xsin(x
Remarque : on peut par exemple calculer J 7(2)dx en posant f :x +—
o 1+ cos?(x)
H%g)(z) et en effectuant le changement de variable v = — cos(z), ce qui donne
2

s

1
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Chapitre 5

Equations différentielles

5.1 Une résolution d’équation différentielle avec
le théoréme de superposition

Résolvons (E) : ¢y — 2y = ch(z) sur R

|EQUATION HOMOGENE |

(H):y —2y=0

x — —2 a pour primitive sur R z +— —2z donc Sy = {x — Xe™?* | X € R}

|SOLUTION PARTICULIERE |

(E2) :y =2y =5
Cherchons une solution particuliére de (E7) de la forme y; : © — pe®

x

y1 solution de (Fy) < Vx e R,y; — 2y = %

: S
< VrelR, ue® —2ue” = 561

1 .
©M—2/~‘=§ (car e® # 0)

S u=—=

2

Donc y; : z — —3€” est solution particuliere de (E}).

1
2
Cherchons une solution particuliére de (E3) de la forme yo : z — pe™®

—T

yo solution de (F2) < Vz € R,yh — 2y = 67
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T 1—$

— et = =
e 5€

x

s VrelR,—ue”
1 _
<:>—,u—2u=§ (care™™ 5 0)

S u=—=

6

Donc y3 : @ — —ge™" est solution particuliere de (Ej).

|SOLUTIONS |

L’ensemble des solutions de (E) est :

1 1
Sgp={r— —iew—ée*"”—k/\ez”” | A e R}

5.2 Equation fonctionnelle

Déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que V (z,y) € R?, f(z +y) =
f(@) < f(y)

Fixons y € R.

z— f(x+y)etx— f(x) x f(y) sont dérivables comme composée et produit
respectivement.

Donc Va € R, f(z+y) = f(z) x f(y) = E[f(z+y)] = £[f(@)x fy)] =
fllz+y)=f(z) x fy)

Poury=0eR:VzeR, f(z)=f(0)f(z) = f —af=0

en posant a = f/(0). C’est une équation différentielle du premier ordre.

x +— —az est une primitive de z — —a sur R donc S = {z — Ae®® | A € R}.
On a donc montré que si f est solution de (E), alors f est de la forme x — A\e®®
avec A € R.

Cherchons les fonctions de S qui sont solution de (E) :
v (.’E, y) € R2, /\e“(”’y) = e x \e™
=V (z,y) € R?, Ae®@Hy) — \2ealz+y)
<V (Jf, y) € RQ, A= )\2 (Car ea(ery) + O)
<Ae {01}
On a donc montré que si une fonction de S est solution de (F), alors elle est

soit nulle soit de la forme x — e%*.

On en déduit I'ensemble des solutions de (E) :

‘S={zr—>0}u{xr—>ea‘r|aelﬁ}‘
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5.3 Equation du deuxiéme ordre a coefficients non
constants

On considére I’équation différentielle (E) : (1 + e®)y” +y' — ey = 0.

On pose z : z — y(z) + ¢ ().

Vérifier que y est solution de (E) si, et seulement si, z est solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre & préciser.

En déduire les solutions de (E).

1. On pose e : ¢ — y(z) + ¢/'(z) sur R.
Alors :
(B):(1+e)y" +y —e'y=0
Sl+e)W +y)—e"(y +y) =0

<(1+e")2 —€e®2=0

——
#0
! e.K
Es) : =0
| (F) : 2 +1+ef’32

z est donc solution de (E3) qui est du premier ordre.

2. x> fli% a pour primitive sur R z — —In(|1 + €?|) = —In(1 + %)

Donc Sy, = {x +— Ae(+¢") = X\(1 + %) | A e R}

De plus, z solution de (F3) < y solution de (E)

Or z solution de (Fs2) < IXAeR:Vz e R, 2(z) = A1 +¢€%) = y(z) + /().
Notons (Es3) : ¢/ +y = A(1 + €).

x +— x est une primitive de  — 1 sur R donc Sy, = {z — pe | p e R}.
Cherchons une solution particuliére de (E3) par la méthode de variation de la
constante.

On pose yo :  — c(z)e™ ™ avec ¢ une fonction dérivable sur R.

Alors :  yq solution de (E3)
<INeR:VzeR,y(x) +yj(x) = M1+ €¥)
<IN eR:VzeR,d(z)e™™ +cleye™ —claye™ = N1 + €%)
sIdeR:VzeR,d(z) = Ae® + Xe” (7% #0)

Prenons par exemple c(z) = A3e*” + Ae® (avec A € R).
Alors yo(z) = A(% +eT)e ® = )\(% +1)
Ainsi :

x

Sp = {a = MG +1) +pue™ | (\ ) € B
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Chapitre 6

Structures algébriques -
Ensembles

6.1 /2 est irrationnel

Par 1’absurde : supposons v/2 € Q

-
Alors 3!(p,q) € Z x IN* : V2 a

prg=1
Donc 2 = 5—2
Donc p? = 2¢?
Donc p? est pair
Donc p est pair (en effet : par la contraposée : si p impair, notons p = 2k + 1
donc p? = 4k? + 2k + 1 = 2(2k? + k) + 1 donc p? impair)
DoncdkeZ:p =2k
Donc p? = 4k? = 24>
Donc ¢° = 2k?
Donc g est pair
Donc p et ¢ sont pairs, ce qui contredit p A ¢ =1

6.2 Inclusion, intersection, union

Soient E un ensemble, et (A, B,C) € P(E)3.
(AnB)c(AnC)

Mont BcC
ontrons que B < (I){(AUB)C(AUC)

Supposons B < C.
— Soit z € (A n B).
Alors x € Aet x € B.
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Or,zeB = ze(C,car BcC.
Donc z € (An C).

— Soit z € (AU B).
Alors z € A ou x € B.
Or,zeB = ze(C,car BcC.
Donc z € (Au C).

Atnsi (AnB)c (AnC)
"|(AuB)c (AU0)

(An )
Supposons {(A UB)c (AuC)

Soit x € B.

— 1°'cas : si x € A.
Alors z € (A n B).
Donc z € (An C).
Dou xz e C.

— 22dcas i six ¢ A
Onazxze(AuB),carz € B.
Donc z € (Au C).

D’ou x € C, puisque x ¢ A.
Ainsi, Bc C.

6.3 Démonstration qu’une certaine application est
une loi de composition interne

On pose ¥ (x,y) € R%, 2 xy = +y—x x y. Montrer que  est une loi de compo-
sition interne, et préciser ses caractéristiques en tant que telle : commutative ?
associative 7 Dotée d’un élément neutre 7 d’éléments symétrisables ? Et si oui,
lesquels ?

— Montrons que * est une loi de composition interne (i.e. V (z,y) € R?,
zxy€eR).

Soit (z,y) € R2.

Onazxy=xz+y—zxyel.

— Montrons que * est commutative (i.e. V (z,y) € R, 2y = y * 7).

Soit (x,y) € R2.

Onazry=x+y—xzXxy=y+xr—yXxx=y*x, car + et x sont commutatives
dans R.

—> Montrons que * est associative (i.e. V (2,9,2) € R3, (zxy) *2 = 2 x (y* 2)).
Soit (z,y, z) € R3.

On a:

(xry)xz=(z+y—aTxy) *xz
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=x+y—zxzxy)+z—(r+y—zxy) xz

=T+ Y—TXY+2—TXZ2—YXz+Tr Xyxz

x4+ y+z—yxz)—xzx(y+z—yxz)

zx(y+z2—yx2)
v (g 2)

rx0==z
— Montrons que 0 est élément neutre de * (i.e. VaxeR, {O )
xT =1

Soit z € R.

Onazx0=24+0—axx0=uz,et 0xxz =x*0 =z, car » est commutative.

— Montrons que tout élément de R\{1} est symétrisable par *, et que V x €
zx 2= =0

R\{1}, 27! = %5 (i.e. Ve I[{,{ L ot

g *xr=0

Soit x € R\{1}.

Onaxz* -5 =x+ F5 - X
commutative.

Au contraire, soit x = 1.

Par I'absurde, supposons = symétrisable par *.

z _z_ - _x
5 =0,et L5 xx =x*x L5 =0, car » est

=0
Alorsdye R : ey
yxx =0
Or,zxy=0 = 1+y—1xy=0 = 1=0, ce qui est absurde.
Donc 1 n’est pas symétrisable par *.

6.4 Images directe et réciproque d’une réunion
de deux ensembles

Soit E un ensemble.

f(AvB) = f(A) v f(B)

¥ (4, 5) < PEY {f‘l(A U B) = fH(A)u fTH(B)

Soit (A, B) € P(E)2.

e Montrons que f(Au B) c f(A) v f(B).
Soit x € f(Au B)
Doncdye AuB: fly) ==

1cas :siye A

Alorsdye A: f(y) ==z

Donc z € f(A)

2ecas:siy¢ A, alorsye B
DoncdyeB: f(y) ==

Donc z € f(B)
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— On a montré que z € f(A) ou z € f(B)

Donc‘x € f(A)u f(B)‘

e Montrons que f(A4) v f(B) < f(Au B)
Soit x € f(A) u f(B)

1°cas : siz € f(A)

Alorsdye A: f(y) =

OrAc AuB

Donc3ye AuB: f(y) =
Donc z € f(Au B)

2e cas :siz ¢ f(A), alors x € f(B)
Doncdye B: f(y) =

BcAuB

Doncdye AuB: f(y) =
Donc z € f(A U B)

Dans tous les cas |z € f(A U B)

e Montrons que f~'(Au B) = f~1(A) u f~1(B)
re f7H (AU B)

< f(r)e AuB

< f(x)e Aou f(z)e B

sref A ouxe fYB)

ere )0 B

6.5 Différence symétrique de deux ensembles

Soit F un ensemble.
Pour tout (A, B) € P(E)?, on appelle différence symétrique de A et B la partie
de E notée par AAB définie par AAB = (A U B)\(A n B).

1. Montrer que V (A4, B) € P(E)?, AAB = (A\B) u (B\A).
2. Montrer que V (A4, B,C) € P(E)?, AAB = AAC < B = C.
3. Soit A € P(E). Déterminer les parties X de E telles que AAX = .

1. AAB=(AuB)\(AnB)

=(AuB)nCg(An B)

= (Au B)n (Cg(A) v Cg(B))

=(AnCg(4 )) (An OE(B)z U(BnCg(A)u(Bn OE(B)E

= =A\B =B\A =
= (A\B) U (B\A)|
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2. Supposons B = C. Alors AAB = AAC.
Supposons AAB = AAC.

Montrons que B = C.

— Montrons que B < C

Soit x € B.

el'cas:sixz¢ A

Alors z € B\A.

Or z € AAB = AAC

Donc z € C\A ou z € A\C, mais comme z ¢ A, z ¢ A\C donc x € C\A donc
zeC.

e2Mcas:size A

Alors x ¢ B\A et © ¢ A\B.

Donc z ¢ AAB = AAC.

Donc z ¢ C\A et z ¢ A\C

Mais si « ¢ A\C alors que x € A, c’est que x € C.

Finalement :
— Les roles étant symétriques : C' < B donc .

3. AAX =g (AX)u(X\4) =»
s AX=0 et X\A=Q
e AcX et XcA

- [X=4]

6.6 Groupe des éléments commutatifs

Soit (G, *) un groupe. On pose C ={z € G|Vye G,z xy =y~ x}
Montrer que (C, ) est un groupe.

Montrons que (C, *) est un sous-groupe de (G, ).
— C < G par définition
— C # & car e étant I’élément neutre de (G, %), onaVye G,yxe=exy
donc ee C.
— V(z,y)eC? zxy~teC.
Lemme : Ve C,z ' eC.

Soit z € C.
VyeGerxy=yx*z
:xfl*x*y*xflzxfl*y*x*xfl
:>y*x_1:x_1*y

= 'eC

Montrons que V z € G, (zxy ) x 2 = z % (x xy~1).

(@xy™)xz=ax(y *2)
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=x*(zxy ) (cary te)

= (@x2)xy™

' (carz e 0)

= (zxz)*y”
=|z*(@xy™

((G, ) est un groupe donc * est associative).
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Chapitre 7

Limites et continuité

7.1 Convergence d’une intégrale

z 2
t
Montrer que lim cos”(¢) dte R

z—+w Jo 1 + t2

2
t . . . . .
t— C(l)i 15(2) est continue sur R comme produit et composée de fonctions conti-

nues donc d’apreés le théoréme fondamental de l'intégration, f en est I'unique
primitive sur R qui s’annule en 0.

cos? (x)
1422

En particulier, f est dérivable sur R avec f/(z) = > 0, donc f est crois-
sante sur R.

D’autre part, pour x > 0 :

Donc f est croissante et majorée, donc d’apreés le théoréme de la limite mono-
7.2 Minimum d’une fonction divergente

Soit f : R — R une fonction continue sur R et telle que HIE f(z) = +o0.
r—+00

Montrer que f admet un minimum sur R*.
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On a, d’aprés la définition de lim f(z) = +o appliquée & A = |f(0)|+1>0:

z—>+0
Ja>0:¥ee R x> a = f(2)>|f(0)] +1 = f(z) > F(0)

De plus, [0,a] € Rt donc f est continue sur [0,a], donc d’aprés le théoréme

des bornes atteintes, M = min f(z) existe.
z€[0,a]

Montrons que M = min f(z).

zeR+

Montrons que ¥V z € R*, f(z) > M.

1*cas:siz >a

0 € [0,a] done f(0) = M. Or f(x) = f(0) donc f(z) > M.
2% cas:si0<z<a

Alors f(x) = M Dans tous les cas, f(z) = M.

Donc M = Ig}quf(x),

Donc ‘ f admet un minimum sur R+ ‘

7.3 Températures terrestres

Soient n € IN* et f : R — R continue sur [0, 1] telle que f(0) = f(1).
Montrer que 3c€ [0,1 — %] s fle+ %) = f(c)
Indications... "

Interprétation : supposons que les températures a I’équateur sont continues. On
détermine un point qui sera le 0, puis on raméne la description du tour du
globe a l'intervalle [0, 1] (c’est-a-dire que, 1 correspond au tour complet — car
f(0) = f(1) — et & correspond au point diamétralement opposé au 0).

Par exemple, pour n = 2, cette propriété affirme qu’il existe deux points diamé-
tralement opposés a ’équateur avec la méme température.

Résultat préliminaire :

n—1 n—1 n—1
YA - = M i - Y A
k=0 k=0 k=0

n—1
x. Considérer Y. f(% +1)- f(%)
k=0
On pose g : z — f(z + %) — f(z)
Cette somme ci-dessus vaut 0 et ne peut avoir tous ses termes strictement positifs ou stricte-
ment négatifs donc in existe a < b dans [0,1 — %] tels que g(a) x g(b) < 0.
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Reésolution :
Posons g : z = f(z + ) — f(z).
g est continue sur [0;1 — %] comme somme et composée de fonctions continues.
n—1
D’aprés le résultat préliminaire, > g(£) = 0.
k=0
Ses termes ne sont donc ni tous strictement négatifs, ni tous strictement positifs,
donc il existe un k € [0,n — 1] tel que g(0) et g(£) soient de signes différents,
Le. g(0) x g(£)) <o0.
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 3¢ € [0, £] = [0;1—2]: g(c) =0

. 306[0;1—%]:]“(04—%):]“(0)
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Chapitre 8

Suites

8.1 Théoréme de Césaro

So0it (2 )new# une suite complexe telle que lirf zn =1€C.
n—-+ao0

On pose :
1 n
VnelN* M, = — ) 2
[yt

Le théoréme de Césaro — dont la démonstration est le but de cet exercice —
stipule que lim M, =I.

n—+00
Soit € > 0.
Pour guider la preuve, le lecteur est invité a montrer que :

1 n
VnelN* M, —I| <= ) | — 1|
nkfl

N | ™

dneN*:VnelN* n>2n = |z — 1| <

1 n
VneN* n>n = — Z |z — 1] <
n

k=n1

<
2

pour terminer la preuve ensuite.

n
e Montrons que ¥V n € IN*, [M, —I| < 2 3 |z, — .
k=1

n

1
VnelN* M, = —
n ) nzzk
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2k — ln)

Zk—lT

= |M, 1| =

S|
T~
1=

Il
—

k

(X >0)

n

NgE

1
= |M, -] =—
n

1

S|
D= ¥

= |M, 1| < |zi — 1| (inégalité tiangulaire)

>
Il
—

e Montrons que 3n; e N* :VneN* n=n; = |z, — | <
D’apres la définition de 2z, — [ appliquée a § > 0 :

£
2

AnieN*:VneN* n>2n = |z, —I| <

(%)

N ™

n
e Montrons que Vne N*,n>n; = L > [z -1 <&
k=nq
Soit n € IN*, supposons n = ny.

Vke[ni,n],|z—1 < g ((x) avec k au lieu de n)

n

— Z |Z}€—l‘<k2 g
=

k:ﬂl
LS g<t 2oy (e
= — =1l <— = —
F n._ 2 n
k=n, ~—— k=n1
indep. k

k‘?’L]

1 & € ny —1 €

= <o <<
— 5 L -5 -5 o) <3

k=ny —

e Montrons que Ve > 0,3ng e N* :VneIN* n>ny = |M, —I|<e¢
Soit € > 0
Soit n € IN* tel que n = n;.

n ni—1 n
Ona:|Mn—l\<%kzl|zk—l|=%kzl lz =1+ 1 Y |z —1]

k:nl

=13 1= 31

k=1 k=1
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774—1
Or lim 1 2 |z =1 =0
n—+0o0
k=1
[ —
indep. n

Donc d’apres la définition appliquée a § >0 :

=0

/_/%
175! €
FngeN*:VnelN* n>ny — |— > |z —1|-0] <5
n 2
k=1
:%nlil\zk—ll
k=1
Posons ng = max{ni,ns}.
Soit n = ng. Donc :
1S 1 ¢ e ¢
M, — 1 < kzl |zkf1|+ﬁk2n o=l < 5+ 5=
= =ni

<§ carn=no=ng <§ carn=no=na

Donc| lim M, =1

n—+0o0

8.2 Simplification d’une expression par un équi-

valent
) . L : n +1
Déterminer un équivalent simple de u,, = arccos(—5—).
ns + 2
3 3
n°+1~mn
3 ;s (1)
n°+2~n
nd+1 nd
_ N — =
n3+2 nd
41
— lim ”37+= lim 1=1
n—+wn3 +2 n—o+owo
i _arccos( 1) = arccos(1)
— lim_arccos("g—-—5) = arccos
= lim u,=0
n—+0o0
u2
= cos(up) — 1 ~ —7"
3 2
n” +1 U
= —1~—-— (2
nd +2 2 2)
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3
9 n’ +1
~ oL T
- <n3 +2 )
nd+1—(n®+2)
nl ~ 4 =2
R e
2 4
— |~ 2] B @
(1) : suites polynomiales
(2) : car ZZI% € [-1;1] et V& € [—1;1], cos(arccos(z)) = x.
(3) : Ya e [-1;1],arccos(z) € [0, 7] donc |up| = up.
(4) : car n® +2 ~n3

8.3 Etude de suite récurrente de la forme u,.; =

Uug € [0;2]
VneN,upt1 =1+ u,

Déterminer la limite de (uy,)n,nn définie par {

On pose f:xz— 1+ .

Intervalle de stabilité :

Vte[0;21,0 <t <2
= f(0) < f(t) < f(2) (f est croissante)
— 0<1<f(t)<V3<2
— [f(t) €[0;2]
= VnelN,u, €[0;2]

Point fixe :
fl@)=zelt+z=12

srP-xz-1=0

1445
R

<> T

¥

(car on travaille sur 'intervalle [0; 2])
f est %—lipschitzienne :

f est continue sur [0, 2] et dérivable sur ]0; 2[ (comme composée de telles fonc-
tions)
De plus, V x €]0; 2[, f'(x) = ﬁ <izo
D’aprés 'Inégalité des Accroissements Finis, f est %—Hpschitzienne sur [0;2].
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Majoration :
VnelN,u, €[0;2], € [0;2], f(p) = ¢ et f est i-lipschitzienne donc :

1 1
Vi e N, [f(un) = F(P)] < 3lun — ¢l — lunsr = 9] < 5lun — ol

1

On notre par récurrence évidente* que Vn € N, lu, — ¢| < 5

Or [3| <1 donc nl—iH-looZ% lup — | =0

ug — ¢l

indep. n

D’aprés le théoréme des gendarmes : lir_{l Uy = @
n——+0ao0

£ fun — @l < Glun—1 — @] < G5luns2 — @l < gylun—s —¢| <
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Chapitre 9

Arithmétique

9.1 Infinitude de 4P + 3

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Par ’absurde, supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombre premiers
de la forme 4k + 3 (k € IN).

Notons-les p1,...,p, et posons m = 4(p; X -+ X p,) — 1.

Soit p un diviseur premier de m.

p # 2 car m est impair donc p s’écrit soit 4k + 1 soit 4k + 3 avec k € IN.

Or ce second cas n’est pas possible : en effet, si c’était le cas, p diviserait m et
m+1=4(py - py) donc p diviserait m + 1 —m = 1, ce qui est absurde.
Ainsi, tous les facteurs premiers de m sont congrus & 1 modulo 4.

Or l’écriture de m prouve qu'’il est congru & —1 modulo 4.

Par transitivité, —1 = 1[4], ce qui est absurde.

9.2 PGCD de deux expressions

Calculer Vn € N, P, = (5" + 67) A (57+! + 67T1)

En appliquant ’algorithme d’Euclide :

5n+1 + 6n+1 _ 5<5n + 6”) + 5"
0<6" <b"+6"

5% 46" =1-6" 4 5"
0<5" <6
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Donc P, = (5" + 6") A (5" 4+ 67F1) =
Or5A6=1donc VnelN,5" A 6™ =1.

Donc

5™ A 6"
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Chapitre 10

Développements limités

10.1 Développement limité de la bijection réci-
proque

On définit Vo e] — 3, Z[, f(z) = 2tan(z) — .

On admet les trois points suivants :
— fadmet le DL3(0) : f(z) ==« + 223 + o(2®) (cf. méthode 9.2)
— f induit une bijection de | — 7, 7 [ sur R.
— Vaze]—-%, 2 f(z) = 2tan?*(z) =1 >0

(Le lecteur peut a loisir démontrer ces trois points.)

Démontrer que f~! posséde un DL3(0) et le calculer.

f est de classe C?sur ] -3, %[ Comme somme de fonctions de classe C3, et
Vaeel -2, 5[, f/(x) #0, donc f~! est de classe C? sur | — Z, 5.

D’aprés le théoréme de Taylor-Young, f~! posséde un DL3(0).

Notons-le f~1(z) = up + w12 + u22?® + uzx® + o(x3).

Comme ili% f(z) =0, on peut écrire :

FHf (@) = o +ui f(x) + uaf(2)? + us f(2)° + o(f(2)?)
—

fx)? = (z°)
Donc f~(f(2)) = uo+ur (z+ 223 +o(23)) +uz (v +0(2?)) +uz(2®+0(2?)) +o(x?)
D’autre part : f~1(f(z)) = 2 = 2 + o(a®)
Donc, par unicité du développement limité : ug = 0, u1 = 1, ug =0, u1 +us =

0=>’U,3——%

or {f<x>2 7+ ofa?)
.%‘ + o0

Finalement : | f~!(z) = z — 223 + o(2?)
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10.2 Equivalent simple d’une expression

Soient a et b deux réels non nuls distincts.
. . . .. . 1
Déterminer un équivalent simple au voisinage de 0 de l'expression (1 + azx)e —
1
(1+bx)v.

iii%ax — 0 donc (14 az)s =1+ L(az) + 1(L — )(a;) +o((ar)?) =1+a+
L5802 4 o(2?)

De méme (1 +bz)s = 1+ + 2022 + o(2?)

Donc (1 +az)s — (1 +bx)s = 55%2 + o(a?).

Orb*?“;éOcara;éb,donc:

b—a 4

1 1
(1+ax)a — (1 +bx)? N

10.3 "Taux d’accroissement" pour la dérivée se-
conde

Soit f de classe C? sur un intervalle I contenant a.
Montrer que :

. f(a+h)+f(a_h>_2f<a) "
pmy h2 AR

f est de classe C? sur un intervalle I et a € I donc d’aprés la formule de Taylor-
Young f admet au voisinage de a le développement limité & I'ordre 2 :

f"(a)

f(z) = fla) + f(a)(z —a) + —

(x — a)2 +o((z — a)2)

b Fla+h) = f(a) + f/(a)h+ LL202 + o(h?)
onc "
fla=h) = f(a) = f(@)h + L5202 + o(h?)

Par addition :

fla+h)+ fla—h) =2f(a) + f"(a)h?® + o(h?)

— _ 2
St W S W Z2@) gy, o)
~——
=o(1)
—_ %{I})f(a+h)+f(}?2_h)_2f(a) :}llii)r%)f//(a)+0(1):m
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Chapitre 11

Polyndémes et Fractions
rationnelles

11.1 Coefficient d’une partie polaire d’un pole

simple dans le cas particulier 5
1

X -1

F est sous forme irréductible, deg(F) = —n <0 = |F| =0

Les racines de X™ — 1 sont les racine n-iémes de 1, i.e. ¢'** pour k € [0,n—1]

qui sont simples.

Décomposons en éléments simples F' =

n—1

La décomposition en éléments simples de F est alors . s
k=0 X—e"n

ik2m
etakzMavecP:IetQ:anle/:anﬂ

(87

Q™)
1 ik 2T ik 2T
€ n e n
— Q. = = =
k n(ei’k%)n_l n(eik%)n n
1.2
. n %ezk%
Finalement Z - =
im0 X — e

11.2 Division euclidienne dépendant de n

Soient n >2, A=X"—-X+1let B=X?-3X +2.
Calculer le reste de la division euclidienne de A par B.

Notons @ et R les quotient en reste de la division euclidienne de A par B.

Alors : {A = BQ+ R (¥)
deg(R) < deg(B) =2
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Notons donc R = aX + b aveca et b deux réels.
En substituant 1 & X dans (x), on trouve : A(1) = BA)Q(1)+ R(1) < 1 =a+b
De méme, en substituant 2 & X dans (), on trouve : 2" — 1 =2a + b

Done {* =2~ 2 ,done | R = (2" = 2)X + (3 2")]|
b=3—2n

11.3 Utilisation des relations coefficients-racines

Soit P = X3 +2X2 — X + 3. On note aj,as et a3 ses racines.
a? + a2 +a?

1,1 1
(e 5] a9 a3

Sans déterminer a, as ni ag, calculer

D’aprés les relations coefficients-racines :

o=t = artastaz=-2 (1)
02 = (_1)2a2;2 = aijas + ajaz + ajag = —1 (2)
g3 = (—1)3(137_3 — Q10203 = —3 (3)

as

1
Alors = + = + L = scetaidstaes -4 = d’apres (2) et (3).

Et af+a3+a3 = (a1 +as+a3)?—2(araz+ajaz+aiaz) = (—2)2—2x(-1) = @
d’aprés (1) et (3).

11.4 Propriété de racines simples

Soit P € C[X] dont toutes les racines 1, ..., x, sont simples non nulles.

1 1

Montrer que = —
a ;xwm) P(0)

Soit k € [[1,n].
Posons F = + € C(X).
Puisque tous les poles sont simples et z; € C, on peut décomposer F' en éléments

simples sous la forme F' = kgl i ot oy, = % (cf. démo 12.11).

& 1 1
Done F'= 3, #x—s = P

En substituant 0 & X dans F, on trouve : F(0) = % = > m
k=1
(P(0) # 0 car x # 0 donc 0 n’est pas racine de P.)

2 1 1
Donc = —
k’Z::l I'kpl(l'k) P(O)
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Chapitre 12

Espaces vectoriels

12.1 Egalité de deux sous-espaces vectoriels en-
gendrés

Soit ' un K-espace vectoriel et x,y des vecteurs de E.

vect(x,y) = vect(x + y,x — y)

— vect(x,y) < vect(x + y,x — y)

vect(x + y,x — y) est une sous-espace vectoriel de E et

rewvect(x +y,x—y)car x = 2 (x +y) + I(x —7y)

y €vect(x +y,x —y)cary = 5(x +y) — g(ac—y)

Or vect(z,y) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant x et y.
Donc vect(z,y) < vect(z + y,x — y)

— vect(x +y,x —y) < vect(z,y)

vect(xz,y) est une sous-espace vectoriel de E et

x +y € vect(z,y)

x — y € vect(x,y)

Or vect(x +y,x —y) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant x +y
et x —y.

Donc vect(z + y,x — y) < vect(x,y)

12.2 Noyau, image et composée nulle d’applica-
tions linéaires

Soient E, F' et G trois IK-espaces vectoriels, f € F(E, F) et ge F(F,G).
gof=0rrEaqa = Im(f) c Ker(g)
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Supposons g o f = 0xg,q)

Soit x € Im(f)

Donc 32’ € E: f(2') =

Donc g(f(2")) = g(x)

Or g(f(&')) = (95 F)(@') = (Orm.0)(") = 0
Donc g(z) = 0¢

Supposons Im(f) c Ker(g)

Soit x € B

Donc f(z) € f(E)

Donc g(f(z)) = (z) =

Donc Vz e E,(go f)(z) =0q
G)

Done (g2 1) = Ure.c

12.3 Exemple d’endomorphisme surjectif non in-
jectif et inversement

‘Surjectif non injectif‘

v K[X]— K[X]
P— P
— ¢ est un endomorphisme de K[X]
5 ¢ KX] - K[X]
— ¢ est lindaire car V (P,Q) € K[X]%,V (\pn) € K2, (AP + uQ) =
(AP + 1Q) = AP’ + 5@’ = Xp(P) + 19 (Q)
— @ n’est pas injective puisque Ker(p) # {Ok[x]} puisque 1 € Ker(y)
— ¢ est surjective car Im(p) = K[X]
C : car c’est un sous-espace vectoriel
o Soit P e K[X]
+oo
Notons le P = Y ap X*
k=0

Posons

Done P/ = (3, o Xk+1) = o( 3 o xXh+1)
(2 FHT ¥ (o T

Donc P € Im(yp)

‘Injectif non surjectif‘

K[X] — K[X]

P— XP

— ¢ est un endomorphisme de K[X]

5 o KIX] — K[X]

— ¢ est lindaire car V (P,Q) € K[X]%,V (\, 1) € K2 (AP + uQ) =
X(O\P+ Q) = \XP + pXQ = Ap(P) + up(Q)

Posons
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— ¢ n’est pas surjective puisque Im(p) # IK[X] puisque 1 ¢ Im(p)
Par 'absurde : 1 € Im(p) = IPeK[X]:1=XP
= deg(1) = deg(X) + deg(P) , ce qui est absurde.
— —— —
=0 =1 eNuU{—o0}
— ¢ est injective car Ker(¢) = {Okpx]}
2 car Ker(yp) un sous-espace vectoriel de F
< : Soit P e K[X]
Donc ¢(P) = XP = Og[x]
Donc P = Ok[x] (car X # Og[x])

203



Chapitre 13

Espaces préhilbertiens réels

13.1 La trace forme un produit scalaire sur les
matrices

S: M,(R)? —R

(A, B) —  tr(*A-B) définit un produit scalaire

Montrons que
sur M, (R).
Forme : par définition
Symétrie : V (A, B) e M,,(R)?,S(A, ) tr(*A- B)
=tr("("A- B)) = tr('(B) - '("(A))) = tr('B- A) =| S(B, 4)
Linéarité a gauche : V (A, B,C) € M, (R),V (\, n) € R?,
S(AA+puB,C) =tr(!(MA +uB) -C) = tr()\tAC + ,utBC)
= Xtr(*A-C) + ptr(*'B - C) = | AS(A, C) + uS(B,C) |

(par linéarité de la transposition et de la trace).

Linéarité a droite : par symétrie et linéarité a gauche
Positivité : Soit A € M, (R).
n
Notons A = (aid)lgi_’jgn et tA A= (bi,j)léi,an ol bi,j = Z A kO, j-
k=1

Alors S(A,A) =tr(tA- A) = Z Z ag, ik, =0
i=1k=1“~—~—
eR

Définition : VAe M, (R), S(4,4) =0 = i Z aiﬂ, =0

i=lg=1
~—
eR=2>=0
n
= Vie[L,n],Y ai;, =0 = Vie[l,n],YVke[l,n],a?,=0
k=1 “—~— ’
eR=2>0

— Vie[[l,n]],Vje[[l,n]],ai}j =0 = AZOMn(]R)
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13.2 Calcul de 'image d’une rotation

Dans 'espace euclidien R? usuel, z = (1,2) et ¢ est la rotation d’angle 5
Calculer ().

En notant B la base canonique de R? :

Compp(p(z)) = Matp(e)Compg(x) = R(

wl A

)
(5 OG0

Donc | p(z) = (% — /3, ? +1)

Remarque : 'outil complexe permet également d’effectuer ce calcul :
Notons z = 1 + 2¢ Paffixe de z et 2’ Paffixe de ¢(z).

z’:ei%z:(%—\/g)+i(§+l)

Donc | p(z) = (

13.3 Caractérisation d’une rotation par sa ma-
trice

. 1 -2 L . . .
Soient A = L 9 1 ) et f son application linéaire canoniquement associée.

5
Reconnaitre f.

MM =1y et det(M) =1 = M € SO5(R).
La base canonique B, de R? est orthonormale directe donc :

I9e]—m7]: M=R(0) = (Z?ﬁéz)) Ci:gé?))

Or M = Matp,(f), et B. est une base orthonormale de R? donc M € Oz(R) =
f e O(R?).

De plus, det(f) = det(M) = 1, donc f € SO(R?).

Donc f est une rotation d’angle 6.

cos(f) = L
Par ailleurs, < | (©) Vi — |h = arctan(2)
sin(6)

- 2
VA
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13.4 Caractérisation d’une réflexion par sa ma-
trice

NG
Reconnaitre f.

. -1 2 e . .
Soient A = - ( 9 1) et f son application linéaire canoniquement associée.

tA-A =1, et det(A) = -1 = fe O(R?)\SO(R?)
Donc f est une réflexion de R2.
Déterminons son axe A.

On sait que A = Ker(f —idgs) = {x e R?| f(z) = z}

1 (-1 2\ (=x T
ro-r (5 1)) - ()
- —x1 + 2x5 = Vbxy

2r1 + T3 = V5o

1+4/5
r = 5 To
(S
= = 4
15+ T =0
( 1+\/5) 2

~

=0
= T1 = P2

Donc ‘ A = vect((1, ¢)) ‘

13.5 Représentation des isométries vectorielles

Soit E un espace euclidien et f € L(FE).
Montrer que :

[V(z,y) € E* (zly) =0 = (f(2)|f(y)) =0] ©3INeRT :3pc O(E): f = \p

Supposons 3IA € RT : 3p e O(E) : f = .
Montrons que ¥ (z,y) € B, (aly) = 0 — (£(2)]f(y)) = 0.
Soit (z,y) € E2.
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— | (f(2)|f(y)) = 0]

(=] Supposons ¥ (z,9) € B2 (ely) =0 = (f(@)|f (1)) =0 (+)
Montrons que IA € RT : Fp e O(E) : f = Ap.

1 cas : si f = Oz, posons A =0€ RY et ¢ = idg € O(F). Alors f = A\p.
28 cas i si f #0g,, alors Ja e E : f(a) # 0g.

Comme f est linéaire, f(0p) = 0 donc a # 0.

Posons u = ﬁ qui est unitaire.
#0
1 1 -
Posons p = % f avee A= |[f(w)]| > 0 car || = o | F(e) )
— >0

>0
* Montrons que V (z,y) € E? [l]| = [lyll = [If(@)]| = IF @I () :

lzl] =1yl = /(z]x) = /(yly)
= (z|z) = (yly)
zlr) = (y

= y) + (zly) — (ylz) = 0
(z+ylz—y)=0
(f( +y)\f( —y)) =0 (dapres (x))
(f( ) = (FLHF@)) + (L)) — ( ) =0
(()If( >> (FW)If )

£ @) =1l

HHH

e Montrons que ¢ € O(E), i.e. Va € E, ||o(x)|| = ||=|| :

Drapres (wx) : ||| = [[[|z]| - ul| = [[f@)]] = [[f(|Je|l - W)l = |lf(@)]] =
[l - [l f ()] = AIIliII (car f e L(E) et [|z][ > 0)
Done [lp(@)ll =+ [If (@)l = ll]]

W—/

=0

On a bien A € R* et p € O(E) tels que
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Chapitre 14
Séries

14.1 Equivalent de la somme harmonique

n
On note Vne N, H, = 3] % la somme harmonique.
k=1

H, ~In(n)

oV ke IN*,
Viel[k;k+1k<t<k+1
1

= ——— <
E+1 "¢t

k1 k41 4 k1
—dt< Zdt < = 1>
= f k—l—ld J- tdt f . dt (cark + k)

k k k \ ,
indep. t indep. t

1 k+1 k:+11 1 k+1
:>7J dtéf fdtéff dt
k+1 k k t k k

e Soit n € IN*.
En sommant la premiére inégalité pour k € [1;n — 1] :

”21 1 71/21 k+1 1
SR f Lat
= k+1 =k t
—

l=k+1

| =

1 1
< z (cart — 7 est décroissante sur R™*)

~~

S 1 "1
— Z =< J —dt (Relation de Chasles)
= H, — 1 <In(n) —In(1)
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MPSI

:‘Hn<ln(n)+1‘

En sommant la seconde inégalité pour k € [1;n] :

n k+1 1 n 1 n+1 1
Z J Z - = f 7dt H, (Relation de Chasles)

= In(n) <In(n+1) < H,
= |In(n) < H,

eOnaVnelN*In(n) < H, <ln(n) +1

Donc Vn = 2,1< 1}2;) 1+ m(ln) (car In(n) = 0)
Or lim 1= lim 1+1()—1
n—+o n—+00 n{n

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes : lim o =1

n—-+oo ln(n)
Donc | H, ~ In(n)

14.2 Utilisation du critére de négligeabilité

Montrons que Y, ln(") converge.
n>1
In(n)

“‘,ﬁ?) = O(nf) car 1 = % — 0 (car In(n) = o(y/n))

S

Z ﬁ sont & terme général positif,

n=1 n>1
et > —~ 7 converge (série de Riemann, a = 3 > 1)
n=1
Donc d’apres le critére de négligeabilité, | . lnig ) converge |.
n=1

Montrons que ngl ﬁ(n) diverge.
1
n 1

L = o( ) car — 34— = 22 0 (car In(n) = o(y/n))

Yrin(n)
Les séries Z = et Z ﬁln(”) sont & terme général positif,

n=1

et > L diverge (serle de Riemann, o =1 < 1)
n=1

Donc d’apres le critére de négligeabilité, | >, ﬁ(n) diverge |.
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14.3 Exponentielle et somme d’une série

+00k

VyeR, 2

Soit y € R

[0;y]siy >0

Posons f:x— e I = { un intervalle qui contient 0.

[y; 0] sinon
Soit n e IN
f est de classe C"* sur T et Vo e I, |fFD (z)] = [e*] = e* < K
l1siy <O
ou K = 51.y , qui est indépendant de z.
e¥ sinon

D’aprés l'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre n en O :

n () (o Klz—o|?+1
Veel|f(e) - 3 T @ - 0F < Mt

n k Kl n+1
xT xT I|
—— fo:‘],\e — Z H|<7(n+l)!

n

k Kly|n 1
Pourz =yel:Vzel |- 3 %< (r‘iy+|1)!

Or lirf % =0 (car K est indépendant de n et |y|" ™t = o((n + 1)!))
n—-+0o0 :

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes :

i, D=

210



Chapitre 15

Matrices

15.1 Diagonalisation d’'une matrice

. 0
Soit A = <_1
Montrer qu’il existe une base B de R? a déterminer telle que Matg(f) =

(o 2)

Pour avoir Matg(f) = (

3 notons f son application linéaire canoniquement associée.

1 . e1) =e1 < e € Ker(f —idpe
0 g) » Hfaut que {;Ee2§ =26y < e € Kef’J(cf - 2n;d])Rz)
o Ker(f —idr:) = {(z,y) e R?| f((2,)) = (z,y)}
f((@,y)) = (z,y) < Comps, (f((x,y))) = Comps,((x,y))
< Matg,(f) - Compg, ((z,y)) = Compg, ((x,y))

=4(;)= ()

==z
=
—z+3y=y

s T =2

Donc Ker(f —idgrz) = {y(2;1) |y € R} = vect((2;1))

=e;

e Par la méme étude : Ker(f — 2idge) = {y(1;1) |y € R} = vect( (1;1)).
——

—es
e On pose B = (e1, e2) qui est une base de R? (libre car non colinéaires, cardinal
égale la dimension).

Ainsi, B est une base de R? dans laquelle Matg(f) = ((1) g)
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15.2 Calcul des puissances n-iémes d’une matrice

2 -2 -3
Soit A=1{-1 3 3
2 -4 -5

1. Vérifier que A? est combinaison linéaire de A et Is.

2. Calculer A™ pour n € IN par la méthode du reste de la division euclidienne
(cf. méthode 12.2 avant-dernier point).

1.0na A2 = —A+2I3.*

2. Notons @) et R les quotient et reste de la division euclidienne de X™ par
P = X%+ X — 2 (de racines évidentes 1 et —2).T

On a donc X" = QP + R (x) avec deg(R) < deg(P) = 2.

Notons donc R = aX + b oil a et b sont deux réels.

En substituant 1 & X dans (%), on trouve 1 =a+b

En substituant —2 & X dans (), on trouve (—2)" = —2a + b

1-(=2)"

+——, et donc b =

En soustrayant ces égalités : 3a = 1 — (—2)", soit a =
24+(—2)"

3
Or, d’aprés la question 1, P(A) = 0, donc en substituant A & X dans (*), on
trouve alors que A™ = Q(A)P(A) + R(A) = R(A), donc :

. L AT 2422 34 3(-2)"
A" = A+ L) =~ | —1+(=2)" 5-2(-2" 3-3(-2)"
3 3\2-2(-2" —4+4(-2)" —3+6(-2)"

15.3 Inversibilité des matrices a diagonale domi-
nante

Soit A = (a; ;)1<ij<n € Mn(C) telle que Vi€ [1,n],]aii| > 3 |ail
=1

J#i
(On dit que A est a diagonale dominante).
Montrer que A est inversible.

Par l’absurde, supposons A non inversible.
T

Alors 3 X € My, 1 (K)\{Opm,, , ()} : AX = O0pq,, , () ; nOtons X =

Tn

*. Le calcul de A2 doit apparaitre dans la résolution, mais I’enjeu de I’exercice n’étant pas
ce calcul-ci, il est laissé en vérification au lecteur.

t. Ce polynéme est un polynéme annulateur de A : on a trouvé son expression grace a la
relation de la question 1.
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CHAPITRE 15. MATRICES MPSI

On a: Jige [1,n] :|z;| = max |z
i€[[1,n]]

(ce maximum existe car il porte sur un nombre fini de valeurs).
Avec la ligne ig du produit AX, on a donc la relation :

n n

Z Qi kT = 0 = Z Qi kTk = —Qig,ioTig
k=1 k=1
k};ﬁio
n
= Z Qig,kLk| = | *ai07ioxio|
k=1
ko
n
g ‘aio,ioxio‘ < Z |ai0,kxk| (1)
k=1

k#io

(d’apres l'inégalité triangulaire)
Orvke [[Ln]]\{i()}? ‘xk| < |xio| = |aio,i0||xk| < |ai07i0‘|xio|
n

n
Donc Z ‘aio,kxk| < Z |ai0,k| |£L’10‘ (2)
k=1 k1 ~——

k+io k+£io indep. k
(S —
—lzig] 3 laig.l
k=1
k£io
n
Or 3} |aig k| < laig,iol (3)*
i

De plus |z;,] > 0 (en effet, si z;, = 0 alors Vk € [1,n],zx =0 = X =
O, 4 (k) : exclu).
n
Alors |xi0| Z |ai07k| < |$i0||a’i0,i0| d’apres (3)
ko
Et par transitivité d’aprés (2) et (1) : |@ig.i0||Zio| < |@ig.i0]|%i0 |, ce qui est absurde.

15.4 Décomposition d’une matrice en somme de
matrices de rang 1

Soit A € M,, ,(K) de rang rg(A) = r.
Montrer qu’il existe r matrices My, ..., M, dans M,, ,(K) toutes de rang égal
a 1 telles que :

S
k=1

Ae M, ,(K) est de rang r donc elle est équivalente & Jy, .
Donc 3 (P,Q) € GL,(K) x GL,(K) : A = P~\J, Q.

*. Car A est a diagonale dominante, propriété appliquée a i = ig
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T
Or J,pr =2, E;i; avec E; ; € M, ,(K) de rang 1.*
i=1
T

Donc A = . P_lEm-Q.

i=1 ~——~——

=M;

Or, ainsi définies, chaque M; est équivalent & E;; de rang 1, donc M; est de
rang 1.
Ainsi, A s’écrit comme la somme de r matrices de rang 1.

*. On note E; ; la matrice avec un 1 en ligne ¢ colonne j et des 0 partout ailleurs — ce sont
les matrices de la base canonique de 'espace vectoriel des matrices.
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Chapitre 16

Déterminants

16.1 Calcul d’un déterminant par une relation de

récurrence
5 3 0 (0)
2 5 3
0 2 5 3
Calculer Vn e N*, D,, = 9
. . 3
(0) 2 5,
En développant par rapport a C, :
5 30 (0) 5 3 0 (0)
2 5 3 2 5 3
0 2 5 3 0 2 5 3
D, =5x 9 -3 9
(0) 2 5 n—1 (0) 0 2 n—1
=Dy
En développant par rapport & L, :
5 3 0 (0)
2 5 3
0 2 5 3
D, =5Dy_1 —3x2 )
3
(0) 2 5
=D, _o
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D, =5
On a alors : { Dy = 19
Yn=3,D,—5D, 1+6D, =0
On montre que ‘ V¥neN* D, =3t —ontl ‘ (cf. démo 8.5)

16.2 Matrices a coefficients entiers

On note M,,(Z) P’ensemble des matrices de taille (n,n) a coefficients entiers.
1. Soit A € M,,(Z). Montrer que det(A) € Z.

2. Soit A € M,,(Z) inversible.
Montrer que A~! € M,,(Z) < det(A) = +1.

1Lodet(A) = Y (o) 1 awn]cZ]
0ES, Tk:OR(,)—'/
€ €Z

2. Supposons que A~ € M,,(Z), montrons que det(A) = £1.
det(A_l) = m.

Or d’aprés la premiére question, det(A),det(A™1) € Z.

Donc |det(A) = +1

Supposons det(A) = +1, montrons que A~ € M,,(Z).
Ona A~ = #(A)tCom(A) = +'Com(A) o
Notons ‘Com(A) = (bij)1<ij<n avec b;j = (—=1)"T7A;; € Z car, d’aprés la

premiére question, A e M, (Z) — A, ;€ Z.

Donc | A™! € M, (7)

16.3 Matrice de + 1

Soit A une matrice carrée d’ordre n € IN* dont tous les coefficients valent +1.
Montrer que det(A) est un entier divisible par 2"~ 1.

+1 .- +1 +1 bio o big
det(A)=|: .. | =|: : S
+1 e 1) +1 by v boal,
en effectuant C,, «— C,, + C,,_1 puis C,,_1 <« C,,_1 + C,,_o puis ... puis C «—
Cy + C1.
On a alors V (i,7) € [2,n]%, b j € {—2;0;2}.
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1 a2 - ain
Donc det(A4) = 271 : par linéarité par rapport aux co-

il An,2 o OGpon n

ez
lonnes Cy a Cy,, avec V (i, j) € [[2,n]?, a; ; € {—1;0; 1}.

Donc | 2" | det(A)
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Chapitre 17

Dénombrement

17.1 Listes d’entiers naturels dont la somme vaut
n

On note E, lensemble des listes d’entiers naturels dont la somme vaut n et
u, = card(E,).
Déterminer u,, pour tout n € IN.

Meéthode 1 : par partition
Posons YV k € [[1,n]], Ax = {(e1,...,¢ep) € Ey, | €p = k}.

La famille (A4, ..., A,) forme une partition de E,,, donc card(E,,) = >, card(Ag).
k=1
[ Ay - Enk

Or A, est équipotent & E,,_j (car
k qaup n— ( (e1,...yep_1,k) — (e1,...,€p_1)

est bijective).

n n—1
Donc card(Ag) = card(Ep—k) = Upn—, donc u, = >, Up_g = 2, Up.
k=1 k=0

On montre ensuite par récurrence avec prédécesseurs que Vn € IN*| .

Meéthode 2 : par équipotence
Pour n > 1, E,, est en bijection avec {0;1}"~ 1.
En effet, application suivante est bijective :

foo oyt - En S :
ou (xy,...,x,) est construite comme
(bla-“abn—l) > (‘Th"'?IP) ( ! p)
suit :
On écrit (1 _1 1---1 1) (avec n fois 1 et n_ "emplacements" notés e;) ou

er ez €en—1
5 Slbz =1
€ = .
+sib; =0
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CHAPITRE 17. DENOMBREMENT MPSI

Ainsi, on obtient bien une liste d’entiers dont la somme vaut n.
Donc card({0;1}"71) = ‘ card(E,) = 2"! ‘

17.2 Formule de Vandermonde

Y (m,n,p) € 11\13,;0 (7:) <p i k) - (n ;m)

Soient (m,n,p) € N3 et E de cardinal n + m.

E = {617 sy ny gl .. 7en+m}
Notons { A = {ey,...,en} ot les e; sont distincts 2 a 2.
B = {eTH-lv SRR €n+m}

On a card(A) = n et card(B) = m.

Pour dénombrer Cg, ), :

Pour parcourir chaque partie de C'g ;, exactement 1 fois, on peut pour chaque
k € [0, p]| choisir k éléments de B ((}) choix) puis compléter avec p—k éléments
de A ((pfk) choix).

Donc card(Cg ) = kZp:O (ZZ) (p ﬁ k) - (” —;m)

17.3 Feuilles de match

Combien peut-on faire de "feuilles de match" faisant se rencontrer 2n équipes 2
a 2 en n matchs?

On note M,, ensemble des feuilles de match entre 2n équipes et u,, = card(M,,).
(Il n’y a d’ordre ni sur les équipes d’un match, ni sur les matchs.)

Parmis les 2n équipes, on en choisit une que I’on note e.
Pour parcourir exactement une fois les éléments de M,,, on peut :
— construire le match de ’équipe e : 2n — 1 choix
— construire le reste de la feuille de match avec une feuille de match entre
les 2n — 2 = 2(n — 1) équipes restantes : u,_1 choix.

. n—2 (2n)!
Dotu:u,=02n—1Dup1=2n—-1)2n—2uy_o=---= ] 2k+1= o]
k=0 n

(cf. exercice-type 3.2)
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17.4 Chemins sur une grille

En se déplagant n € IN fois sur une grille en allant a chaque étape soit a gauche
soit en haut, i.e. augmenter ou I'abscisse ou ’ordonnée de 1, combien y a-t-il de
chemin pour aller de lorigine (0;0) au point (p,n —p) (p € [0,n]])?

On choisit les p étapes parmi les n ot on va a droite, i.e. on augmente 1’abscisse,
soit (Z) choix, le reste des déplacement ne pouvant alors étre que verticaux, i.e.
on augmente I'ordonnée.
Il'y a donc (7) chemins.
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Chapitre 18

Probabilités

18.1 Espérance d’un tirage simultané

Une urne contient N boules numérotées de 1 a V.

On préléve simultanément n boules, et 'on considére la variable aléatoire X,
qui prend pour valeur le plus grand des numéros des n boules tirées.
Déterminer la loi de X, puis calculer son espérance.

On a Q = C[1 ,],n, muni de la probabilité uniforme.
X(Q) = [[n,N].
Soit k € [[n, NJ|, calculons P(X = k).
card{ X =k
P(X = k) = ca{rdQ }
Or, pour parcourir exactement une fois tous les éléments de {X = k}, on peut :

1. prendre k dans le tirage : 1 choix possible;

2. compléter le tirage avec n — 1 boules parmi les & — 1 boules restantes de
numéro inférieur a k : (Zj) choix possibles.
(1)
Donc card{X =k} = (F71), dou P(X = k) =| 2 |

()

En outre, on a :

=

E(X) = EP(X = k)
k=n
N

1
- T ; g (n — 1)

n Y/ cette transformation du coefficient binomial se
= T Z < ) montre immédiatement avec la définition facto-

n k=n rielle
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N
1
- (n% Z (:i 1) — (n ]jr 1) (Formule de Pascal)

k=n

_n (N + 1) _ < n > (somme téléscopique)
N ANV |
=0 par convention
)
()

_[a )
| on+1

18.2 Main d’un jeu de cartes

On distribue une main de 8 cartes d’un jeu de 52 cartes.
Quelle est la probabilité d’avoir exactement 3 cartes de tréfle et au moins 1 carte
de coeur ?

L’univers est ’ensemble des 8-combinaisons de 52 cartes, muni de la probabilité
uniforme (son cardinal est (582)).

Notons A I’événement : "la main compte exactement 3 cartes de tréfle et au
moins 1 carte de coeur".

Pour construire chaque main de A, on peut :

— choisir les 3 treéfles : (133) choix
— choisir 1 coeur : (113) choix

— compléter la main sans tréfle : (52113) choix

Dou (1) (%) (°*,"?) possibilités.

13) (13) (52—13
Donc |P(A) = ()G (57 ~ 40, 6%

()

18.3 Piéce équilibrée ou non ?

On lance n fois une piéce. On observe une fréquence de Pile égale a %.

Doit-on en déduire que la piéce n’est pas équilibrée avec un risque de se tromper
inférieur ou égal a 5% pour n = 107 pour n = 1007

Notons F' et N la fréquence et le nombre de Pile sur n lancers.
On sait que si la piéce est équilibrée, N — B(n, %)
OnaF =% donc E(F)=2E(N)=3et V(F)= LV(N)= &

—n An -
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D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev : Va > 0,P(|F — E(F)| = a) <
V(F) 1 1

S P(|F-35|>a)< 1o%n (%).
On s’intéresse a P(F > 3) = P(F —
it AIF - 31> 3D,
Donc d’apres (*) appliquée a a = i : IP(|F—%| > i) < %. Donc, par transitivité :

P(F=>3)<4i

Pour n =10 : P(F > 2) < 15 = 0,4 > 0,05.

On ne donc pas garantir que la piéce n’est pas équilibrée avec un risque de 5 %
de se tromper.

Pour n =100 : P(F > 3) < 135 = 0,04 < 0,05.

On donc affirmer que la piéce n’est pas équilibrée avec un risque de 5 % de se

tromper.

18.4 Paradoxe des anniversaires

On s’intéresse a la probabilité que deux personnes dans un groupe aient la méme
date d’anniversaire (on ne considére pas les années bissextiles).

A partir de combien de personnes cette probabilité est-elle d’au moins 50 % ?
au moins 99 % ?

(On ne demande pas de formule donnant le nombre de personnes en fonction de
la probabilité recherchée, un tableau suffira a la recherche.)

L’univers est [[1;365]]" muni de la probabilité uniforme.

Notons A I’événement : "au moins deux personnes on la méme date d’anniver-

saire".

Donc A est I’événement : "deux personnes différentes ont toujours des dates

d’anniversaire différentes".

Les dates d’anniversaire forment un n-uplet a valeurs di’stinctes dans [[1;365],
T 365!

i.e. un n-arrangement de [[1;365]], donc card(A) = =)

365!
Donc P(A) =1 —-P(A4) =1 — L=,

On trouve que

18.5 Fonction polynomiale associée & une variable
aléatoire

Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.

Pour toute variable aléatoire réelle X : 2 — IN, on définit 'application :

gx : R — R
t — B(tY)
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1. Vérifier que gx est une fonction polynomiale, et déterminer gx (1) et
gx (1).

2. Calculer gx quand X < U([[0,n]]) et quand X — B(n,p).

3. Montrer que VX,Y : Q > IN,gx = gy < X et Y suivent la méme loi.

4. Montrer que V X,Y : Q@ — N, X et Y sont indépendantes — gx,y =
9x X gy-

5. En déduire une preuve du théoréme "si X — B(n,p), Y — B(m,p) et
X et Y sont indépendantes alors X +Y — B(n + m,p)".

1. D’aprés le théoréme de transfert : gx (t) = E(tX) = Y P(X = k) xtF e R[X]
kelN
car P(X = k) n’est non nul que pour un nombre fini de valeurs.
gx(1) = 3 P(X = k) =
€

gx(1) = X kP(X =k) = > kP(X = k) =| E(X)
keIN* kelN

2. Soit X — U([[0, n])).
D’aprés le théoréme de transfert :

n 1 n Alﬁiizlf Sit#51
gx = Et) =Y t* P(X=k) = th = |{ BFDED
( ) 1;0 %/—’1( — )k n+11§0 1 sit=1
=5F71> indep.

Soit X — B(n,p).
Alors V k € [0,n], P(X = k) = (})p"(1 —p)"*.
D’aprés le théoréme de transfert et la formule du binoéme :

ox = B = Y e =)= 3 (1)t —py = [0 =)
k=0 k=0

3. Soient X,Y : Q — IN.

gx =gy © Vte R, E(t*) = E(tY)

eVieR, Y P(X =k)tk = ) P(Y = k)t*

kelN kelN
(les fonction polynomiales coin-
cident sur un infinité de valeurs
si, et seulement si les polynomes
sont égaux)

= Vke[0,n],P(X = k) =P(Y = k)

SVEkeN,P(X =k) =P =k)

= ’ X et Y ont la méme loi ‘
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4. Supposons X et Y indépendants.
gx+y(t) = BE*™Y) = BY x ) = E(Y) x E(t") = | gx(t) x gv (¢)
(car X et Y sont indépendants donc tX et ¥ aussi)

5. Supposons X «— B(n,p), Y < B(m,p) et X et Y indépendantes.
D’aprés les questions 4 et 2 :

gx+y(t) = gx(t) x gy (t) = (tp+ (1 —p)"(tp+ (1 —p))" = (tp+ (1 —p))"*™

D’aprés la question 2 : si Z < B(n + m,p) alors gz(t) = ((tp + (1 — p))"t™
D’aprés la question 3 : gxt+y = gz donc X + Y et Z suivent la méme loi, i.e.
‘X+Y<—>B(n+m,p‘

18.6 Loi d’un couple de variables aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un univers ) telles que
X(Q) =Y(Q) = [[0,n] et dont la loi conjointe est de la forme :

V(i) e D0l P ) = ) = A(7) ()

1. Déterminer la valeur de la constante \.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y.

3. X et Y sont-elles indépendantes 7

1. P est une probabilité et X () x Y (Q) = [[0,n]]*> donc :

SR = () =1 Y] ¢ (%) (1) -

(i,5)€[0,n]? 1=07j indep. 4,j “— ~—
indep. j
2 n\ & [
=1
=320
=0 7=0
—_——
indep. 7
n n n n
=1
= (E0)(EC)
=0 7=0
< A2"x 2" =1 (Formule du binéme)

1
A= —
“bew
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2. Déterminons la loi marginale de X :

netmm-0-£20) ()2 ()5()

—— j=
indep. j ign—’
. . 1 /n
Donc Vze[[O,n]],IP(X=Z)=2<_)
A\
. . 1 /n
De méme pour Y : V]E[[O,n]],lP(Y:_y):Q(.>
"\J

3. Montrons que X et Y sont indépendantes :

¥ (5,) € [0,n]% P(X = 1) x P(Y = ) = (”) Y 1(’?‘)
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Méthodes
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Chapitre 1

Polynomes

1.1 Arithmétique

1.1.1 Division euclidienne

203 4+42%4+62+6 | 222+ 22+ 1

— 2034222 +x

202 +45x+6 |z +1
- 2x2+22+1

3x+5

La division euclidienne permet de trouver la partie entiére d’une fraction ra-
tionnelle.

1.1.2 PGCD
¥ (4, B) # (0,0) e K[X]?,

P e K[X]

P unitaire

P|AetP|B
VCeK[X],(C|AetC|B) = C|P

= P=AAB

V(A,B)eK[ X!, AnB=1<3(U,V)eK[X]?: AU+ BV =1
Remarque : ces résultats sont trés similaires & ceux en arithmétique des entiers.
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1.2 Deécomposition en éléments simples

1.2.1 Racines d’un polynoéme
Relations coefficients-racines

Les relations coefficients-racines donnent des relations entre les coefficients d’un
polynome et ses racines.

Elles peuvent servir a déterminer une racine manquante, ou a résoudre certains
systémes dans lesquels on peut reconnaitre lesdites relations et leur polynéme
associé.

(voir démonstration 12.6)

Ordre des racines

Pour déterminer ’ordre r d’une racine o d’un polynéme P, si on connait P sous
forme...

développée : « est d’ordre r dans P si, et seulement si :

VEke[o,r—1],P* (a) =0
P (a) #0

factorisée : « est d’ordre r dans P si, et seulement si :

P=(X-a)
3Q e K[X]: (X —a)Q

Qa) #0
Plus généralement, bien qu’on ne s’en serve jamais en pratique, on a par la défini-
Vikel[0,r],(X —a)f y P

tion : r = N{(X —a)™ | P d
ion : 7 = max{n € N|(X —a)" | P} et on a Onc{v1~:>r+1,(X—a)k|P

1.2.2 Poles d’une fraction rationnelle
Poles de deuxiéme espéce

En pratique, on trouve les parties polaires de deuxiéme espéce de la méme
maniére que pour les poles de premiére espéce (dans C).

Pour les méthodes, on multiplie le pole en question par (X2 + aX + b) ou par
(X2 +bX +¢)" et on évalue I'expression en une seule des racines non réelles de
(X2 +bX +0).

La relation donne alors deux inconnues réelles, puis on se sert de la propriété
suivante :

VzeC\R,Y (a,b,c,d) e R a+2b=c+ 2d = {Z:
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Cas particuliers

Voyons quelques cas particuliers : pour le premier, considérons I’exemple sui-

vant : F = Xi—1 dans R(X) (F est unitaire, irréductible, sa partie entiére est
nulle)
Onaque X*—1 = (X?+1)(X +1)(X —1), donc la décomposition en éléments
——
A<0 5
X +
simples de F est de la forme : F' = Xa 1 + Xi + ‘7}(2 1
X X +1 +1

X2+ 1)F = + +9X +6
( = xinw—1 ~ “x+1 5 7

X—i= yi+6=—1i

2
Donc5:Oet'y=—%

1.2.3 La méthode

Soit F' = g € C(X) écrite sous forme irréductible.

Si on note x1,...,x, les poles de F et rq,...r, leurs ordres respectifs, alors
la fraction rationnelle F' peut se décomposer de maniére unique sous la forme
(Oé@k € C) :

1
Qa1 k On,k
g g ...+27(X:’xn)k

Dauns le reste de cette partie, on supposera |F| = 0.

Evacuons un cas particulier : si F' = % (Q e C(X)), alors

1. Si F est paire ou impaire, alors I’écriture de F(—X) = +F(X) permet
de réduire le nombre d’inconnues.

2. Si x; € C\R, alors on sait que T; est aussi un pole de F', ce qui permet
aussi de réduire le nombre d’inconnues & déterminer.

P(zi)

ol a; = Q' (x;) "

4. Si x; est un pole simple, on effectue X <« xz; dans les deux expressions
données par (X — z;)F avec F sous sa forme fractionnaire et sous sa
forme décomposée.

5. Si x; est un péle d’ordre Ti, alors sa partie polaire associée est 7(XQ_IT Y +
Ti
Qp, —1 Qo

(X— z)2+ +(X:z:)*1+(X Iv)T.

On effectue X <« x; dans les deux expressions données par (X — ;)" F'
avec F' sous sa forme fractionnaire et S0US s forme décomposée. Cela
donne alors le coefficient «,., du terme W
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Pour trouver les autres coefficients, on peut en dernier recours calculer
” o . 21~ . (o7 . IS
la décomposition en éléments simples de F'— W A\La partie entiére
k2
n’est peut-étre pas nulle & ce moment-Ia.

Sinon, on peut appliquer les idées suivantes :

6. On effectue X < x dans X F, ce quidonne a1 +aj 2+...+ @1 n—1+01 n,
i.e. la somme des coefficients des premiers termes de chaque partie polaire,

de la forme =i
——

7. S’il reste peu d’inconnues, on peut substituer & X des valeurs connues
pour avoir F(X) (connu) = une expression de la décomposition en élé-
ments simples avec les inconnues restantes.

1.3 Autres

1.3.1 Montrer qu’un polynéme est nul

— Si on connait P sous forme développée, on montre que chacun de ses
coefficients est nul.
— On montre que P a une infinité de racines.
— Si P est de degré n, on montre que P a n + 1 racines (comptées avec
leurs ordres) ou plus.
Remarque : pour montrer que P = (Q, on montre que P — Q =0

1.3.2 Factorisation dans R ou C

— Si P # 0 € C[X], si on trouve deg(P) racines de P comptées avec leurs
ordres, le théoréme de d’Alembert-Gauss assure qu’il n’y en n’a pas plus
et donne alors la factorisation avec les facteurs en (X — «)”

— Pour factoriser P € R[z] dans R[X], on peut commencer par le factoriser
dans C[X] puis revenir dans R[X] en fusionnant les facteurs de racines
complexes conjuguées (on sait que si 8 € C\R est racine d’ordre r de P,
alors 3 est aussi racine d’ordre r dans P).

— On peut parfois reconnaitre des identités remarquables.

Factorisons dans R[X] le polynome P = X* + 1.

ze Cracinede P ©P(2) =0 < 2' = -1 = 1™

<Ike[0,3] : 2z = |17 FTRE)

z=¢'
z=eT

= 2= el =it
z =€t = el T
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On a trouvé 4 racines distinctes; or deg(P) = 4 donc d’apreés le théoréme de
d’Alembert-Gauss, P posséde 4 racines comptées avec leurs ordres donc ces 4
racines sont simples et :

=37

P=1(X—e5)(X —eF)(X —e'T)(X —e5)
— (X2 —V2X + 1)(X2 +V2X +1)
P=(X?—2X +1)(X?+V2X +1)

Identité remarquable P = X4+ 1= X* +2X2 +1— 2X?

S(X241)2 =(V2X)?

= (X2 —V2X +1) (X2 +V2X +1)

A=-2<0 A=—-2<0
Donc P dispose dans R[X] de la factorisation :

P=(X?—2X +1)(X?+V2X +1)

1.3.3 Equations polynomiales de degré supérieur ou égal
a3
Idées :

1. factoriser par une racine pour se ramener & un probléme d’un degré de
moins

2. se ramener a des racines n-iémes

3. poser un changement de variable (notamment pour les équations bicar-
rées)
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Chapitre 2

Espaces vectoriels

2.1 Bases

Soit B une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
Pour déterminer si B est une base de E :
— On montre que card(B) = dim(E) et que B est libre (ou génératrice de
E)
— On montre que B est libre et génératrice de E
— On montre que son déterminant dans une autre base (connue) de E est
non nul

2.2 Dimension

Pour déterminer la dimension d’'un K-espace vectoriel F, on peut :

— Chercher une base B de E : on a alors dim(F) = card(B) d’aprés le
théoréme de la dimension.

— Trouver un K-espace vectoriel F' isomorphe & E dont on connait la di-
mension : on a alors dim(F) = dim(F)

— Trouver une famille libre infinie (généralement une suite) : or le cardinal
de toute famille libre est inférieur a la dimension de F, on en déduit donc
que E est de dimension infinie.

2.3 Egalité

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels.
Pour montrer que £ = F, on peut :
— Si E et F sont de dimension finie, on montre que dim(E) = dim(F) et
F c E uniquement (ou E ¢ F uniquement)
— Sinon, on montre que FE c F et Fc E
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2.4 Somme directe

Soient E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Pour montrer que E = F@® G (i.e. F et G sont supplémentaires dans E), on
peut :

— Si E est de dimension finie et qu’on connait dim(FE),dim(F),dim(G),
alors on peut montrer que F' n G = {0g} et vérifier que dim(F) =
dim(F') + dim(G)

— Sinon, on montre que F'n G ={0g} et E=F +G

2.5 Deétermination de Im(p)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F).
Pour déterminer I'm(yp), on peut :
— Si on connait une base (eg,...,e,), alors on a :

Im(p) = vect(p(er),...,p(en))

(voir la démonstration en 13.8)
— Sinon, on la conjecture et on la montre par double inclusion
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Fonctions - Applications

3.1 Equations différentielles

3.1.1 Solutions particuliéres pour le 1°" ordre

Si (F):y +ay = ouaet f sont deux constantes, on cherche une solution
particuliére de la forme yq : © — cste

Si (E):y 4+ ay = Be’ ou «, 8,7 sont des constantes, on cherche une solution
particuliere de la forme yg : © — pe? (méme ~, p est une constante).

3.1.2 Solutions particuliéres pour le 2¢ ordre

Soit I’équation différentielle (E) : ay”(z)+ by’ (z) + cy(x) = f(x) d'inconnue y et
d’équation caractéristique (E.) : ar? + br + ¢ = 0. Dans les cas simples suivant :

e Si f(z) = ue¥™ (u et v sont deux constantes).
Si v n’est pas racine de (E.) : yo: ¢ — ae'™

Si v est racine simple de (E.) : y : 2 — aze’™

Si v est racine double de (E.) : yo : x — az?e’™

oll v est le méme et « est & déterminer en injectant dans (E)

e Si f(x) = ucos(vz) ou f(x) = usin(vz) pour K = R (donc (u,v) € R?) :

On écrit f(x) = uRe(e™®) ou f(z) = ulm(e™®) et on utilise la méthode précé-
dente.

Ensuite, on se sert du fait que Re(yg) est solution de (E1) : ay” + by’ + cy =
Re(f(x)) et, de maniére analogue : Im(yo) est solution de (Fs) : ay” + by +cy =
Tm(f(x)).

Enfin on utilise le principe de superposition.
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3.1.3 Recollement de solutions et problémes de Cauchy

Pour certaines équations différentielles initialement non sous forme résolue, on
effectue diverses opérations pour s’y ramener. Si toutefois on divise par une
fonctions, on doit séparer les domaines d’étude selon les zéros de cette fonction
(pour ne pas diviser par 0).

Il faut ensuite trouver une solution aux points exclus.

Enfin, on rassemble les solutions dans chaque domaine et aux points particuliers
pour trouver une combinaison donnant, si possible, une fonction continue sur
tout l'intervalle (et si possible aussi, dérivable).

Pour résoudre un probléme de Cauchy, i.e. on connait la forme générale des
solutions et des informations en un point xg, on évalue la forme générale en xg
et cela donne une équation qui permet de trouver la constante.

S’il y a plusieurs constante, il faut connaitre autant de dérivées en zy qu’il y a
de constantes inconnues, et cela méne & la résolution d’un systéme d’équations.

3.2 Etude des fonctions de R dans R

Soit f: R — R.
Pour étudier f, il faut :
1. déterminer son domaine de définition
2. déterminer d’éventuelles parité ou périodicité pour réduire le domaine
d’étude
3. déterminer les limites, la dérivée et son signe pour construire le tableau
de variations complet sur le domaine d’étude
4. déterminer les branches infinies

5. tracer l'allure du graphe

3.3 Divers
3.3.1 Egalité

Pour montrer que deux applications linéaires ¢ et ¢ d’un espace vectoriel F
dans un espace vectoriel F' sont égales, on peut choisir une base de E et une
base de F' dans lesquelles on écrit les matrices de ¢ et 1. Si leurs matrices sont
égales, (par injectivité de 'application qui & une application linéaire associe sa
matrice), alors ¢ = 1.

3.3.2 Matrice

Le principe : pour écrire la matrice d’une application linéaire f dans une base
B, on écrit a droite de la matrice, de haut en bas, les vecteurs e; de la base B,
et au-dessus de chaque colonne les composantes de chaque f(e;) dans B.
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3.3.3 Prolongement (par continuité)

Soient f une fonction et a ¢ Dy. On peut se demander si I’on peut prolonger f
en a par continuité.
Si oui, on pose f(a) = lim f(x). Alors on peut également voir si f prolongée

r—a
est dérivable en a : on calcule la limite du taux d’accroissement.
Un développement limité a 'ordre 1 en a permet aussi I’étude du prolongement
en a. En effet, celui-ci donne f(z) = up + u1(x — a) + o(x — a), et a se prolonge
donc par continuité en a en posant f(a) = ugp (puisque lim f(x) = ug).

r—a

Dans ce cas f est dérivable en a avec f'(a) = uy (en effet : f(z) = ug + uy(x —

=ug

—_——
a) + oz —a) = lim 7ﬂx);7£(a) =

r—a r—a Tr—a

Le théoréme de prolongement de classe C™ peut aussi servir dans ce cas :

Enoncé : Soit n € IN U {o0}, T un intervalle, a € I et f : R +— R de classe C"
sur I\{a} telle que V k € [[0,n], lim f*)(z) = 1), € R.

Si on prolonge f en a en posant f(a) = ly alors f est de classe C™ sur I et on
aVkel[1,n], % (a) =l

Exemple d’utilisation : Posons f : z — arccos%

Montrons que f est prolongeable en 0 pour obtenir une fonction de classe C?
sur RT.

R™ est un intervalle et 0 € R*.

f est de classe C? sur R*\{0} (comme composée de fonctions de classe C?) et :

lim f(x) = 5 € R

. IERT —1

lim /') = Jim 153 = ~1 < R
. T 20 _
il_rﬂ)f”(x) —il_)l’nom =0elR

Donc d’aprés le théoréme de prolongement de classe C?, si on prolonge f en 0 en
posant f(0) = %, alors f est de classe C? sur R* avec f/(0) = —1 et f”(0) = 0.

3.3.4 Justification rigoureuse de dérivabilité (ou de conti-
nuité)

Bien qu’en pratique on justifie la dérivabilité d’une fonction en la disant "somme,

produit et composée de fonctions dérivables", ce qui découle d’un théoréme, on

peut également répondre de sa dérivabilité en la décomposant en somme, produit

et composée de fonctions élémentaires dont la dérivabilité est connue.

Méme idée pour la continuité.

Exemple :
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Justifions en détails la dérivabilité de f : 2 — 3 In(sin(z)) sur ]0, 7[, et calculons
sa dérivée.

— f1:x > sin(z) est dérivable sur |0, 7|

— fo 1z~ In(x) est dérivable sur R**

— Yz el0o,n[, fi(z) e RT*

— f3 = fa0 f1: 2~ In(sin(z)) est donc dérivable sur |0, 7|

— f4:x— 23 est dérivable sur ]0, 7|

— f = fi1x fs: 2 2%In(sin(x)) est donc dérivable sur |0, [
Dérivée :

d

fl(x) = d—x[x3] In(sin(x)) + w?’%[ln(sin(m))]
1

2 . d .
= 3x° In(sin(x)) + x3d—x[sm(x)] Sn(o)

3 cos(x)

= 3z° In(sin(x)) + sin(x)

3.3.5 Une fonction puissance une autre

(@) ) = (0@ Inu(z)

On ne travaille jamais sur la premiére forme de cette expression, on se raméne
toujours a la seconde.

3.4 Bijectivité d’une fonction ou d’une applica-
tion
Soit f : E — F. Pour montrer que f est bijective, on peut :
— Résoudre l'équation f(z) = y d’inconnue x pour y fixé, et vérifier qu’elle

a toujours une unique solution. Alors on a en plus expression de f~!.
— Montrer que f est injective et surjective, i.e.

V (11,22) € E?, f(21) = f(22) = 71 = 29
VyeF,3zeE: f(z)=y

fog=1idp
go f=idg

— Utiliser le Théoréme de la Bijection Continue
Dans un K-espace vectoriel F, pour montrer que f est un automorphisme, il
faut montrer que f est un endomorphisme bijectif :

1. f:E—>E

2. f est linéaire

3. Kef(f) ={0g}

— Trouver une fonction g telle que (alors f~1 = g)
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4. Im(f)=E

Si f est une application linéaire, on peut :
— Si on connait une base de E, on détermine si la famille des images des
vecteurs de cette base par f forme une base de F'.
— Si E et F' sont de dimension finie, on montre que dim(E) = dim(F) et
montrer uniquement que f est injective (ou surjective uniquement)
— Trouver g € L(F, E) telle que go f =idg (ou fog=1idp)
— Choisir deux bases de E et F' et écrire la matrice de f dans celles-ci : f
est bijective si, et seulement si sa matrice est inversible.
— Si dim(E) = dim(F') = rg(f) alors f est bijective.
Si f est un endomorphisme de F :
— [ est bijective si, et seulement si, det(f) # 0
Si E et F sont deux ensembles finis et f est une application de E dans F.
— Si f est injective et card(FE) = card(F'), alors f est bijective
— De méme, si f est surjective et card(F) = card(F), alors f est bijective
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Complexes

4.1 Racines carrées en écriture algébrique

Pour utiliser la formule des racines n-iémes dans le cas particulier n = 2 (racines
carrées), il faut connaitre le complexe sous sa forme trigonométrique, ce qui n’est
pas toujours évident. Pour ce cas particulier, on peut utiliser la méthode suivante
(illustrée sur un exemple) :

Notons z = x + iy avec x et y réels.
Ona:z22=3+4i= (x+iy)? =3+4i =22 —y? + 2izy = 3 + 4i
2 —y? =3 (L)
—
2oy =4 (L)
De plus : 22 =3+ 4i = |2%| = |3+ 4i| = 2% + y? =5 (L3)
Alors:L'g(L‘d):x2=4:>x=i2
Et : (Ll);(LS)

Or (Lg) = z,y de méme signe

:y2=1:>y=i1

=9 - _92
Donc : v ou v
y=1 y=-1

Donc ‘ les racines carrées de 3 + 44 sont +(2 + i) ‘

4.2 Factorisation par ’angle moitié (ou moyen)

o . . ; Ty
Pour simplifier certaines expressions, on peut remarquer que 1+e% = '3 (e 72 +
%),

i0 il —il il
De fagon analogue : 1 — e =e'2(e™"2 —¢'2).
On parle de factorisation par I’angle moitié.

Dans un cas plus général, on parle de factorisation par ’angle moyen : e** +¢¥ =

cz+y S T—y
el 2 (ez 2

cr—y

+e "z ).
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4.3 Linéarisation et opération inverse pour cos”
ou sin”

Pour linéariser une forme cos™ (idem pour sin™), on utilise successivement les
formules d’Euler, du Bindéme et de Moivre, puis on développe et on arrange, i.e.
on rassemble les exponentielles identiques au signe prés (pour faire apparaitre
la formule d’Euler & nouveau).

Attention! Si on a un produit (par exemple cos®sin”), il faut bien développer
tout ce qui peut I’étre, et non traiter chaque parenthése séparément !

3

Pour 'opération inverse, on écrit d’abord les cos et les sin comme partie réelle
ou imaginaire d’une puissance d’une exponentielle, puis on écrit I’exponentielle
comme e = cos(x) + isin(z) et on développe avec la formule du binéme (sans
oublier de ré-appliquer la partie réelle ou la partie imaginaire a la fin!)

4.4 Factorisation de acos(z) + bsin(z)

1. On pose z = a + ib (car a et b sont réels)
2. On remarque que z = pe'? = pcos(#) +ipsin(f) ot pe R* et e R.*
= pcos(d
Par unicité de I’écriture algébrique, on a alors : a=r ) )
b = psin(0)

3. Enfin on écrit :

acos(x) + bsin(x) = pcos(8) cos(z) 4+ psin(f) sin(z)
= p(cos(#) cos(x) + sin(h) sin(z))

=|pcos(z —6)1

*. La seule difficulté consiste en passer z sous forme trigonométrique.
t. Remarque : cos(6 — z) = cos(xz — 6)
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Suites

5.1 FEtudes de suites

5.1.1 Suites récurrentes de la forme u, 1 = f(uy,)

Vne INvunJrl = f(un)
Uo

Soient une fonction f et une suite définie par

Dans le cas d’une étude ne rencontrant aucune particularité :
1. Résoudre f(z) = x (notons @ la solution)

2. Trouver un intervalle stable par f contenant ug, i.e. un intervalle I tel
que Vne N u,el

3. Montrer que f est A-lipschitzienne sur I, avec A €]0; 1]

4. En déduire que Vn € N, |uy41 — @] < AMuy, — 4l
puis montrer par récurrence que ¥ n € IN, |u, — @] < A"|ug — @

5. Conclure par le théoréme des gendarmes que lim u, =@
n—+0o0

(cf. exercice-type 8.3 pour un exemple d’application)

5.1.2 Suites arithmético-géométriques

Le principe est d’expliciter le point fixe (une constante vérifiant la relation de
récurrence), puis de poser une suite auxiliaire définie comme la premiére suite
a laquelle on retranche le point fixe.

On Décrit au rang suivant, on utilise la relation de récurrence de la premiére
suite et la relation entre les 2 suites pour simplifier ’expression pour arriver a
une forme récurrente de la seconde suite que ’on peut facilement expliciter.
On se sert alors une derniére fois du lien entre les 2 suites.

Autre méthode :

Soit (2 )new une suite arithmético-géométrique.
Pour 'expliciter :
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— poser Yn e N,t, =z, + A, ol A € R est une constante a déterminer,

— prendre A tel que t,4+1 = put,, o 4 € R est une constante multiplicative
((tn)nen est alors géométrique),

— expliciter (tp)new PUis (2n)nen-

Exemple : Explicitons la suite (z;,)nen, définie par z,4+1 = 4z, + 2.
Posons Vn e N, ¢, = z, + A, ol A € R est une constante & déterminer.

Ona: tpy1 = 2pa1+ A

=4z, +2+ A
=4(t, —A) +2+ A
=4t, —3X+2

Prenons A = % € R.

Alors t, 1 = 4t,.

Donc (t,,)nen est géométrique de raison 4.
Dou VneNN,t, =ty x 4™.

Ainsi: VnelN,z,=1t,— A
2
:4nt0—g

. 2\ 2
5.2 A la limite

5.2.1 Etre majorée ou minorée a partir d’un certain rang

Pour montrer qu’une suite (u,)nen qui converge vers [ est majorée (idem pour
minorée) a partir d’un certain rang par un réel a, i.e. Ing e N:Vne Nn >
ng = u, < a, on applique la définition Ve > 0,3ng e N: Vne N,n >
ng = |u, — ] < e aun e qui permet d’impliquer u,, < a. Pour se libérer de
. {x <y

la valeur absolue, on se sert de la propriété : z < |y| <

On utilise le méme procédé pour montrer qu’une suite divergeant vers +oo (resp.
—o0) est minorée (resp. majorée) par un réel a partir d’un certain rang.

5.2.2 Montrer qu’une suite n’a pas de limite

Le théoréme des suites extraites permet de montrer par ’absurde qu’une suite
n’a pas de limite.

Pour cela, on suppose que la suite (u,)nen posséde une limite I € R. Ensuite,
on exhibe une suite extraite de limite I’ # [. Ce qui contredit le théoréme des
suites extraites.
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Chapitre 6
Limites

6.1 Limites indéterminées

Pour calculer une limite indéterminée, on peut...

1. appliquer un théoréme adapté (croissances comparées, négligeabilité,
théoréme des gendarmes, limite de la dérivée, ...)

2. effectuer un changement de variable pour se ramener & une situation plus
simple

3. factoriser le numérateur et le dénominateur par leur terme prépondérant

4. reconnaitre / faire apparaitre un taux d’accroissement

Pour calculer des limites de la forme 17% (u?" ou u, — 1 et v, — +®), qui
sont indéterminées, on écrit ulr = e’ ™™(n) puis on utilise généralement un
équivalent.
Attention! aux opérations autorisées sur les équivalents, qui sont peu nom-
breuses A\

6.2 Plan d’étude des branches infinies

Sur la page suivante se trouve un arbre permettant d’explorer les différents cas
pouvant arriver lors de I’étude — détaillée au long de ’arbre — des branches
infinies d’une fonction.

*. Note pour le graphe : si a = 0 alors 'y présente une branche parabolique de direction
l’axe des abscisses, i.e. y =0
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Soit f: R — R

Jim, (0) = e e
L, f(@) =
Asymptote z = xg / \ { Asymptote y = yo }
lim {2 = 4+ lim {8 —geR
z—towo F z—too T
Branche parabolique mEI}LlDO f(z) —ax wli}/foo f(z) —ax
en +oo direction z =0 = 4+o0* —beR

Branche para-
bolique en +o0 {Asymptote Yy =azxr + b}
direction y = ax

FIGURE 6.1 — Plan d’étude des branches infinies
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6.3 Limite de la dérivée

: : i L@)—f(a)
Si on ne sait pas calculer lim ———-=

r—a

, le théoréme de limite de la dérivée

permet de la retrouver si on sait calculer lim f'(z).
r—a

6.4 Autres
6.4.1 Pas de limite

Le "théoréme de composition de la limite d’une suite par une fonction" permet
de montrer par I’absurde qu’une fonction n’a pas de limite.
L’exemple du cosinus est laissé en exercice au lecteur.

6.4.2 Etre majorée au voisinage d’un réel

Si on connait lim f(x), on peut montrer que f est majorée ou minorée par un
r—a
réel au voisinage de a. Pour cela, on écrit la définition de lim f(z) = [ et on
r—a

I’applique & un € qui convient.

6.4.3 Développements limités, équivalents et limites

Un développement limité permet de déterminer un équivalent, qui permet de
déduire la limite.
Voir le chapitre sur le développements limités.
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Structures algébriques et
ensembles

7.1 Ensembles

7.1.1 max et sup d’un ensemble
Soient A un ensemble, v un réel.
Pour montrer que sup(A4) = v, on peut montrer que
v est un majorant de A
[ ]
v est le plus petit des majorants
. . Vxe A xzRv
Autrement dit, pour une relation d’ordre R : { | | ,
v’ majore A = vRV',

e On peut aussi montrer que v majore A et trouver une suite de AN qui tend
vers v.

Pour montrer que max(A) = v, on peut montrer que v € A et v est un majorant
de A.

Inversement pour inf(A) et min(A).

Pour montrer que sup(A) existe, on utilise généralement le théoréme fondamen-
tal de ’algébre.

7.1.2 Egalité de deux ensembles finis

Pour montrer que deux ensembles E et F finis sont égaux, on peut :
— montrer que card(E) = card(F) puis que F' © E (ou E  F) uniquement.
— montrer que FFc Eet Ec F.
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7.2 Groupes, anneaux, COrps

7.2.1 Groupe

Soient H un ensemble et * une loi de composition interne.
Pour montrer que (H, *) est un groupe :
— Soit on revient & la définition et on montre que :
— x est une loi de composition sur H
— * est associative
— % a un élément neutre
— tout élément de H a un symétrique par *
— Soit, si on connait un groupe (G7 *), on montre que
— Hc G
— H#J
— V(z,y)e H>,zxy teH
Remarque : pour montrer que H # ¢, on exhibe généralement 1’élément
neutre.

7.2.2 Anneau

Pour montrer que (A, +, x) est un anneau, il faut montrer que :
— (A, +) est un groupe commutatif
— (A, +) est un groupe
— + est commutative
— X associative
— Déterminer I’élément neutre pour x
— x est distributive sur +
— X est commutative
(Plus de détails dans la sous-section "Corps")

7.2.3 Corps

Pour montrer que (4, +, x) est un corps, il faut montrer que :
— (A, +) est un groupe commutatif
— + est une loi de composition interne sur A
(V (2,y) e A2V (\,p) e K2 Az + puy € A)
— + est associative
(V(z,y,2) e A3 (x+y)+z=2+ (y+ 2))
— + est commutative
(v(xay) EAQ,I'+y =y+l’)
— Tout élément de A est symétrisable par +
(Vee AJye A:z+y =04 =y + x par commutativité)
— Déterminer I’élément neutre pour +
(On le note 04, il est tel que Vo € A,x + 04 = x)
— X associative
(V (2, 2) € 43, (& x ) x 2 = 2 x (y X 2))
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— Déterminer I’élément neutre pour x
(On le note 14, il est tel que Ve e A,x x 14 =14 Xz = x)
— X est commutative
(V(2,y)e A2 o xy=yxux)
— X est distributive sur +
(V(z,y,2) e A%z x (y+2) =2 xy+ax2)
Attention : la quasi-totalité des propriétés & montrer ne dépendent pas fonda-
mentalement de la commutativité : celle-ci permet de démontrer la moitié des
égalités, mais tant qu’elle n’est pas démontrée, il faut montrer les "deux sens".
Par exemple pour les éléments symétrisables pour + : il faut montrer que

z+y=04

y+x =04
A Técrit, IL FAUT écrire cela tel quel, montrer une des deux lignes et écrire
"idem par commutativité" s’il y a lieu.
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Chapitre 8

Arithmétique

8.1 Equations diophantiennes
Résolvons (E) : 198z + 216y = 36 d’inconnues (z,y) € Z>.
(BE) e 1llz+ 12y =2

e (—2,2) est une solution particuliére évidente

(z,y) solution de (E) = 1lz + 12y =2 =11 x (—2) + 12 x (2)

= 11(x +2) =12(2—y) (%)
— 12| 11(z +2)
= 12|z +2 (théoreme de Gausscarl2 A 11 = 1)
= JkeZ:x =12k -2
() = y=—11k+2

e Réciproquement, ces expressions sont solution de (FE)
Done | § = {(12k — 2 —11k + 2)[k € Z} |

8.2 PGCD et PPCM

8.2.1 '"Factorisation" d’un PGCD

Soient a, b, c dans IN.
Montrons que (ca) A (¢b) = |c|(a A b)
Notons d = |c|(a A b)
— deN
— d|acet d|beccar (aAb)|a=|c|(anb)]|ac, idem pour lautre.
— VkeZ,(k|acETk|bc) = k|d
En effet : soit k € Z, supposons k | ac et k | bc.
On sait que 3 (u,v) € Z%:a A b= au+ bv = |¢|(a A b) = aulc| + bv|c|

250



CHAPITRE 8. ARITHMETIQUE MPSI

Or k| ac et k| be donc k | alc| et k | bl
Donc k | aulc| + bv|c| donc k | d

8.2.2 Détermination du PGCD et du PPCM

c=0
Y (a,b,¢) € 73, claetc]|bd — anb=c
VkeZ,[k|laetk|b] = k|c

c=0
Y (a,b,c)eZ* {alceth]|c = avb=c
VkeZ,Ja|ketb|k] = c|k

8.3 Partie entiére

veZ
vz = |z| =

v+1>x
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Chapitre 9

Développements limités

9.1 DL de sommes, produits et composées

Rappel sur les notations : DL, (a) désigne un développement limité a 'ordre n
en a.

On note parfois DL,, au lieu de DL, (0).

On notera dans cette section f et g deux fonctions de R dans R et A et p deux
réels.

9.1.1 Combinaison linéaire

Pour calculer un DL, (a) de Af(x) + pg(z), on calcule les DL, (a) de f et de g
et on applique a ceux-ci la méme combinaison linéaire, en regroupant a la fin la
combinaison linéaire des o((z — a)™) pour ne le garder que sous cette forme-ci.

9.1.2 Produit

Pour simplifier, considérons un DL,, de f x g
Plusieurs précautions pour simplifier les calculs :

1. Si f(x) ~ upa?, i.e. le premier terme non nul du DL, (0) de f non nul
arrive p(;lur un mondme de puissance p, alors on peut n’effectuer qu’un
DL, _, deg.

2. On procéde la méme maniére avec le DL,, de f.

3. Les deux DL, effectués, on ne développe pas tout : tous les termes qui
sont multipliés par un o() n’apparaitrons pas dans le DL final.

4. Pour déterminer le o() du DL final, si chaque DL est écrit dans l'ordre
croissant des puissances, on regarde les puissances dans les o() résultant
du produit entre le premier terme du DL de f et le o() de g, et entre le
premier terme du DL de g et le o() de f (les puissances s’ajoutent), on
garde le plus petit.

Tout cela pour signifier qu’on garde le plus petit o().
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9.1.3 Composée et quotient

Pour calculer un DL,, de (g o f)(x), on effectue un DL,, de f puis on pose un
changement de variable u =7 (pas toujours f(x)) et on calcule le DL,, de g avec
la variable u.

Ensuite on calcule u, u?

,- o, u 0(u™), ce qui termine le calcul.

Pour le quotient %, il faut voir un produit et une composée par l'inverse :

flx) x ﬁ, oule DL de ﬁ s’obtient généralement en reconnaissant H%

9.2 DL particuliers

1. On écrit le DL avec un équivalent
2. On le dérive, ce qui donne le DL,

3. On le primitive, ce qui donne le DLg

Et on réitére : voir exemples ci-dessous.

Pour tan :
tan(z) ~ ¢ = tan(z) = = + o(x)
Or, tan est dérivable sur l'intervalle | — 5, Z[,0€] — 5, [, et, Vo €] — 5, T [:

tan’(z) = 1 + tan?(z)

=1+ (z+o())*
=1+ 22 + o(z?)

Donc, d’aprés le théoréme de primitivation des développements limités :

3
tan(z) = tan(0) + = + % + o(x?)

3
:x+‘%+o(x3)

En répétant I'opération, ’on obtient que :

3

tan'(z) =1+ (z + % + o(z?))?

2
=14+2%+ §x4 + o(z*)

Puis que :

3 2z

_ sz 5
tan(z) = tan(0) + = + T + o(x°)

3 22° 5
= $+?+T5+O($)
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Pour th : th(z) ~x = th(z) =z + o(x)
Or, th est dérivable sur l'intervalle R,0e R, et, Vx e R :
th'(z) = 1 — th?(z)
=1—(z+o(x))?
=1—22 + o(z?)

Donc, d’aprés le théoréme de primitivation des développements limités :

3

th(z) = th(0) + z — % + o)
3

=x—%+0(w3)

En répétant 'opération, ’on obtient que :
3

th'(z) =1 — (z — % +o(z?))?

2
=1-2%+ §x4 + o(x?)

Puis que :
x> 22°
h(z) = th -+ — 5
th(z) = th(0) + = 3+15 + o(z°)
3 22° 5
ST gty el

Pour arccos : arccos est dérivable sur lintervalle | — 1;1[,0 €] — 1;1[, et,
Vze|l—1;1:

arccos’ (z) = —

Donc, d’aprés le théoréme de primitivation des développements limités :

x3 325

arccos(x) = arccos(0) — x — 5 " 10 + o(z®)
T 3 32° 5
B R R
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Pour arcsin : arcsin est dérivable sur 'intervalle | — 1;1[,0 €] — 1; 1], et,
Vee|l—-1;1[:

arcsin’(z)

2 34
=1+%+%+0(m4)

Donc, d’aprés le théoréme de primitivation des développements limités :

x3 3a®

. _ . £~ or- 5
arcsin(z) = arcsin(0) + = + T o(z?)

. a3 . 3P
=|x J—
6 40

+ o(z®)

9.3 Autres

9.3.1 DL et équivalents
Soient f: R — R,a € R,ne N* u, #0€R.

f(x) = un(z —a)" +o((z —a)") & f(z) ~ un(z —a)"
Ce résultat peut s’utiliser dans les 2 sens :
— Si on connait un équivalent de f en a sous la forme d’un monéme, on en
déduit un développement limité.
— Si on connait un DL & Pordre m > n de f et qu’on note u,, le premier
coeflicient non nul, on en déduit un équivalent.

9.3.2 DL ailleurs qu’en 0

On pose un changement de variable y = x — a, on effectue le DL,, avec y et on
revient & la variable initiale.

9.3.3 DL asymptotiques

Pour étudier f en +o0, on pose le changement de variable y = L, on effectue le

flj’
DL, et on revient a la variable x.
n n—1
Ce qui donne : f(z) = W& TN+ FUn12HUn 4 (1)

xmn xmn
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9.3.4 DL, graphe et tangente

La connaissance d’'un DL & l'ordre 2 permet de déterminer la position de la
tangente par rapport au graphe en un point : en effet le signe en (z — a)2 est le
méme que celui de f”(a).

— S'il est positif, la courbe est convexe donc la tangente est en-dessous de
la courbe;

— S’il est négatif , la courbe est concave donc la tangente est au-dessus de
la courbe;

— S’il est nul, il y a un point d’inflexion : la tangente est de part et d’autre
de la courbe en coupant par le point d’abscisse a. Pour déterminer les
positions de la tangente & gauche et a droite, il faut déterminer un équi-
valent de " f moins la tangente" (I’écart) qui donne accés au signe de cet
écart.

Par exemple : si f(z) = ug + u1(z — a) + uz(x — a)* + uz(z — a)® + o((z — a)?)
Alors Péquation de la tangente en a est y = ug + ui(z — a).
Siug =0:siug+#0,alors f(x) — (ug + ui(z — a)) ~ us(x — a)

SiVie[3;k—1],u; =0, on aura f(z) — (ug + u1(z — a)) ~ ux(x — a)*.

3

Puis on regarde le signe de uy(x — a)* & droite et a gauche.

9.3.5 Utilisation des DL

— Pour calculer une limite, on se sert des DL pour trouver un équivalent.
— Pour calculer des dérivées n-iémes : par unicité des DL, on a d’une part
le DL calculé et d’autre part la formule de Taylor-Young.
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Chapitre 10
Séries

10.1 Etudes de séries

10.1.1 Séries a terme général de signe fixe & partir d’un
certain rang

On sait dans ce cas qu’il existe un rang a partir duquel la suite garde le méme
signe, et ’étude est la méme.

Dans ce cas les critéres sont valides, sauf le critére de majoration qui nécessite
un terme général positif.

10.1.2 Séries alternées

On peut jouer sur la puissance du (—1) en sortant un moins de la somme. Le
critére spécial des séries alternées finit I’étude.

10.1.3 Séries télescopiques

Pour montrer qu'une série converge et calculer sa somme, on peut décomposer
son terme général en différence de deux termes consécutifs pour faire apparaitre
une somme télescopique.

10.1.4 Somme d’une série

On sait qu’une série converge : pour calculer sa somme, on peut décomposer son
terme général en somme de deux termes dont on sait que leurs séries respectives
convergent (attention a celal!), et dont on peut déterminer les sommes plus
facilement.

10.2 Plan d’étude
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{Divergence grossiere

oui

Riemann

i 1
Géomeétrique On peut conc ure}

L 4 Critéres Signe fixe aPCR 7

SR Convergence (absolue)}

fonctionne| Critére spécial des
Conclure ] L. ,
séries alternées
sinon
- — “Méthode d

Somme té- Limite somme © 1(.) ¢ e’ .

léscopique partielle COMpATatSon S=1ie
- intégrale (I1.8 1)

FIGURE 10.1 — Plan d’étude d’une série réelle
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Chapitre 11

Intégrales

11.1 Intégrales de fractions rationnelles

I—J.l L 4
L) 22y 8a 187

11
0 -
fICMATQue die 9 27 8r +8 ~ 2(z + 2)2

11 1] -1 1" 1,1 1 1
Donc I = = | ————do = = — (o4 ) ==
one 2L($+2)2x 2[x+2]0 3034371

f—f L4
27 ), 22— 2 4™

1 1 1
o) = -
N remarque que o-5——-—— 22 —2—2) 2@+1)(z—2)
1

Décomposons m en éléments simples :
1 « I5)
= +
(z+1)(zx—2) z+1 z-2 ()
. 1 Bz +1)
Puis 1 - = [ S
uis (z + 1)(x) = 5 a+ P
1
Etze——-1 = |a=—2
3
1 -2
Ensuite (¢ —2)(x) — —— =+ O‘fﬂ)
1
Etz «2 = ﬁzg
1 1 1 11

Ainsi - _ 1 1
st (z+1)(x—2) 3x+1+3x—2
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Et donc :
11 | b
Ih==x= (- d d
2 2X3( Lx+1 9”[03;—2 m)
1
=5 (e + 1o + [In(jz - 2])]g)
1
=6(—1n(2) +1In(1) + In(] — 1]) = In(] — 2))
| In(2)
| 3
1
fng S S
0 222 +2x+1
1 B 1 B 1 1 1
202422 +1 222 +z+3) 2@z+3)2-1+3) 2@+1)2+1
1 1 o 1 o 1
2%[<m+lé)2 +1] 2z +1)2+1 (2z+1)2+1

1

! 1
Done Iy = 2
one i L(?w—i—l

1
Wdl’ =2 [2 arctan(Qx + 1):| =

1

0

Attention composée!

arctan(3) — %

1
3z +5
Ii=| ———————dr =
4 L2m2+2x+1 o J
fl det+2
- | ———dx
0 222 +2zx+1

= “[In(|22? + 2z + 1])]§ +

Il
w

W

134 +2)+ 1

202 +2x + 1

7 1
.|,
7

—1I
513

wﬂk

4

7
=|-=In(5) + 3 arctan(3) —

T

8

1 d
22 +or+ 170
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I _f12x3+4332+6x+6
5= 222 + 22 + 1

203 +422+62+6 | 222 + 2z + 1

— 2x3+222 +x

222 4+524+6 |z +1
— 222 4+2x+1

3x+5

Donc 223 + 422 4+ 62 + 6 = (222 + 22 + 1)(z + 1) + (32 + 5)
223 + 42% + 6z + 6 3z +5

= 1+———— 20242 1#0 0;1
2x21k2x+1 T+ +2x2+2x+1(car x?+2x+1 # 0 sur [0;1])

0

1
= 5[0+ [elo + 1

11.2 Opérations spéciales sur les intégrales

11.2.1 Limite d’une intégrale dont la borne dépend d’une
variable

On part d’une inégalité "simple" qui permet de reconstruire la fonction intégrée,
en la majorant / minorant / bornant par une fonction dont on connait I'intégrale.
Par croissance de 'intégrale (a écrire correctement), on intégre 'inégalité, ce qui
nous donne d’une part l'intégrale dont on cherche la limite et d’autre part une
intégrale que l'on sait calculer et qui dépend du paramétre.

Enfin, on invoque le théoréme des gendarmes.

11.2.2 Dérivation d’une intégrale composée

Pour dériver une intégrale dont les bornes sont fonctions d’un paramétre x :

1. On coupe l'intégrale en 2 pour faire apparaitre une constante sur une
borne de chaque, et on change le signe de 'une pour avoir la constante
"en bas".

u(x)
Ce faisant, si on note I(z) = f(t)dt, on a une expression de la forme
I(u(x)) — I(v(z)).

2. Le Théoréme fondamental de I'Intégration permet, avec la continuité de

f, de justifier la dérivabilité de I.

a
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3. On dérive alors 'intégrale initiale comme somme et en faisant attention
aux compositions.

xr
Montrons que la fonction J : x — J e’ dt est dérivable sur R** et calculons
VT

sa dérivée. .

Posons I : ¢ — et dt
2

T xr

OnaVazeR™, J(z) = J e dt = ff e dt + f e dt = I(z) — I(vx)

N 2 2
La fonction ¢ — e!” est continue sur I'intervalle R** comme composée de fonc-
tions continues et 2 € R™* donc d’aprés le théoréme fondamental de I'intégra-
tion, I en est I'unique primitive %ui s’annule en 2; en particulier I est dérivable
sur Rt* et Vo e R, I'(z) = e*".
Donc J est dérivable sur R** comme somme, produit et composée de fonctions
dérivables et :

T

t2

d d

VoeR™, J(x) = %[I(ﬂﬂ)] - %[I(\/@]
I
=e 2\/56

5%

11.2.3 Intégrale d’une fonction non de classe C! sur une
borne

Il se peut que I'on veuille intégrer une fonction qui n’est pas de classe O sur

une borne (voir 'exemple de arcsin en 1 section 2.1 des exercices-type).

On passe cette borne en parameétre variable, on intégre avec celui-ci, puis par un

argument de continuité (& démontrer, souvent avec le Théoréme fondamental de

I'Intégration), la limite de ce paramétre vers la valeur initiale de la borne donne
I’intégrale recherchée.

11.2.4 Changement de variable

Pour poser un changement de variable u = f(x) :

1. 44 = f'(z) donc du = f'(z)dz : on fait d’abord apparaitre f’(z) & coté
de dx, ce qui donnera le du.

2. On fait "disparaitre" x en transformant I’expression pour n’y laisser que
du w

3. On change les bornes! que 'on peut préparer avec un petit tableau.

(voir exercice-type 4.2)
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11.2.5 Calcul de primitive avec une intégrale

Le Théoréme fondamental de I'Intégration et une intégration permettent de cal-
culer une primitive d’une fonction.

Pour cela on intégre f par parties entre a € R et z, en voyant la fonction dans
I'intégrale comme 1 x f.

On dérive alors f et on primitive 1.

Exemple de arctan laissé en exercice au lecteur.

Remarque : on peut aussi rechercher une primitive avec un changement de va-
riable.
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Chapitre 12

Matrices

12.1 Inversibilité

AeGL,(K) = VY € My (K), 31X e M1 (K): AX =Y

De plus ce résultat affirme que X = A=Y qui donne accés aux coefficients de
Afl

Si on veut juste montrer que A est inversible, on a aussi le résultat qui demande
moins de calculs :

Ae GLn(]K) =VXe ./\/lnﬁl(]K),AX = OMn,l(lK) == X = 0Mn,1(1K)

Pour montrer que A n’est pas inversible, on peut expliciter une matrice colonne
non nulle qui multipliée par A donne la matrice nulle.
On dispose également d’autre résultats :

AeGL,(K) < rg(A) =n

On peut également déterminer A~! en appliquant des opérations élémentaires
sur les lignes ou les colonnes (mais pas de mélange!) sur une méthode éventuel-
lement inspirée du Pivot de Gauss pour transformer A en I,,. On trouve alors
A~! en appliquant & I,, les mémes opérations (dans le méme ordre).

n
Si on dispose d'un polynéme annulateur de A — notons-le P = Y ap X*+aol,, —
k=1
n

n
on remarque que : P(A) =0 < Y apAF = —apl,, & A (}10 > akAk_l) =1,
k=1 k=1
ce qui donne une expression de A~! en fonction des puissances de A.
Enfin, on a aussi :

Ae GL,(K) < det(A) # 0

12.2 Puissance n-iéme

Pour déterminer A", on peut :
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— conjecturer sa forme et la montrer par récurrence

— décomposer A en somme de deux matrices qui commutent et dont on
détermine plus simplement les puissances, puis utiliser la formule du bi-
nome

— trouver un polyndome P tel que P(A) est la matrice nulle. On note @ et
R les quotient et reste de la division euclidienne de X™ par P. On a donc

X" = QP + R et donc A™ :MJrR(A), donc | A" = R(A)

car P(A)=0
(voir exercice-type 15.2)

— Par diagonalisation : on note f I’application linéaire canoniquement as-
sociée & A, on trouve une base dans laquelle la matrice de f devient une
matrice D diagonale. On explicite la matrice de passage P : on a alors
que A" = P~1D"P
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Permutations

13.1 Signature

Pour calculer la signature d’une permutation o, on peut compter le nombre n
de transpositions (alors (o) = (—1)"), mais une décomposition en produit de
cycles suffit : si on trouve des cycles de longueurs py, ..., p,, comme e(o102) =
e(o1)e(o2), on a que e(0) = (—1)Pt x -+ x (—=1)Pn.

13.2 Décomposition en produit de transpositions
de permutations de [[1,n]|

Sur la page suivante se trouve un schéma type "algorithme itératif" permettant
de trouver la décomposition en produit de transpositions d’une permutation de

[1,n].
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I« I\

cycle suivant

j = minl

I — I\{j}
j < o(j)

Ajouter j au
support de cycle

On a formé (4,0(5), (), ---)
un cycle, on
passe au suivant

oui

[Fin de la décomposition en produit de cycles}

{Produit de transpositions : ex — (i,42,13), = (i1, ig)n(ig,ig)n}

FIGURE 13.1 — Décomposition d’une permutation
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Déterminants

14.1 Déterminant d’un endomorphisme

Soient F un IK-espace vectoriel de dimension finie, u € L(E).

Pour calculer det(u), il suffit de choisir une base B de E et de calculer
detg(u(er),...,u(ey,)). Pour cela, on peut s’aider de Matg(u).

Remarque : la valeur du déterminant ne dépend pas de la base B choisie, méme
si la matrice de u en dépend.

14.2 Calcul d’un déterminant

Pour calculer un déterminant, on peut lui appliquer une succession d’opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes pour faire apparaitre un déterminant
plus simple.

Le plus souvent (mais pas tout le temps), on utilise une méthode semblable au
Pivot de Gauss pour trianguler le déterminant (le résultat est alors le produit
des éléments diagonaux) ; dans d’autres cas on essaie de se ramener a une des
situations ci-dessous.

Attention & l'ordre dans lequel les opérations sont effectuées : une opération ne
doit pas se servir d’une ligne ou colonne déja modifiée.

On ne modifie pas la valeur d’un déterminant en ajoutant & 'une de ses colonnes
une combinaison linéaire des autres.

Une opération du type C; < «C; multiplie la valeur du déterminant a par «.
Une permutation ¢ de 'ordre des colonnes d’un déterminant multiplie sa valeur
par €(o). Par conséquent, une opération du type C; < C; inverse le signe du
déterminant.

Idem avec les lignes.

Remarque : quand le Pivot de Gauss ne fonctionne pas, souvent effectuer la
somme des lignes / colonnes peut déméler la situation.

Quand les déterminants ont une forme un peu particuliére avec quelques bonnes
propriétés, un développement par rapport a une ligne ou une colonne permet de
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faire apparaitre le méme déterminant avec une taille inférieure : on peut ainsi
établir une relation de récurrence (souvent d’ordre 2), qui rameéne le calcul du
déterminant & I’étude d’une suite. (voir exercice-type 16.1)
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Chapitre 15

Dénombrement

15.1 Dénombrement d’un ensemble

Pour dénombrer un ensemble F, i.e. montrer qu’il est fini et trouver son cardinal,
on peut :

chercher n € IN et trouver ¢ : [[1,n]] — E (ou dans autre sens bijective.
chercher un ensemble F' dont on connait le cardinal et trouver ¢ : £ — F
(ou l'inverse) bijective.

Trouver une partition de E dont on connait (ou trouver plus simplement)
les cardinaux de chaque partie; ainsi le cardinal de E est la somme de
ceux des parties de sa partition.

On peut parfois faire apparaitre une relation de récurrence.

Dérouler un protocole de dénombrement.

Dans une rédaction protocole, il est parfois difficile de compter une unique
fois les éléments de ’ensemble : dans ce cas on s’assure de tous les compter
le méme nombre de fois, connu, puis on divise le résultat par ce nombre.
Dénombrer un ensemble dont on connait le cardinal, en faisant intervenir
le cardinal que ’on cherche et d’autres cardinaux connus. Par résolution
de I’équation (simple), on trouve le cardinal cherché.

Pour dénombrer un ensemble, il est parfois plus simple de dérouler un protocole
de dénombrement que d’étudier une partition. Pour des exemples et la rédaction,
voir le chapitre Dénombrement dans la partie Démonstrations.
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Chapitre 16

Probabilités

16.1 Modélisation des expériences aléatoires

Lors d’une expérience aléatoire, si on [répétition| et que [ordre compte] :
oui/oui : l'univers est un produit cartésien. On modélise par des p-uplets.

non/oui : 'univers est I’ensemble des p-arrangements. On modélise par des
listes.

non/non : 'univers est 'ensemble des p-combinaisons. On modélise par des
(sous-)ensembles.

Remarque : ce ne sont que des situations générales, un probléme particulier peut
amener & des constructions différentes.

16.2 Variance

Pour calculer la variance d’une variable aléatoire, on utilise en pratique la for-
mule V(X) = E(X?) — E(X)?

Souvent E(X) a été calculé au préalable, et le théoréme de transfert permet de
calculer E(X?)

16.3 Décomposition d’une variable aléatoire

On utilise souvent des variables indicatrices pour en décomposer une autre.
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Chapitre 17

Espaces préhilbertiens réels

17.1 Algorithme d’orthonormalisation de Schimdt

Soient (E,(.|.)) un espace préhilbertien réel, (ej,...,e,) une famille finie de
vecteurs de E.

Si cette famille est libre, alors il existe une unique famille de vecteurs de E
orthonormale (f1,..., f,) telle que :

vect(ey, ..., e;) = vect(f1,..., fi)

Vie [[1,n]],{

(eilfi) >0
Les vecteurs fi,... f, s’obtiennent par l'algorithme formé par la relation de
récurrence :
— _€
fr= e

i—1
ei— 2 (€ilfr)fr
Vie [[27n]]7fi = tll—
Hez—kgl(@i\fk)fk\l

17.2 Montrer qu’une famille est une base ortho-
normale

Pour montrer qu’une famille F est une base othonormée de E, on montre que
card(F) = dim(E) et que F est une famille orthonormée.

Pour ce dernier point, on peut montrer que F est orthogonale et normée, i.e.
v (Zvj) € [[1,71]]2, (ei|€j) =0
Vie [[Ln]]v HezH =1

valent & montrer que V (i,5) € [1,n]? (e;le;) = d6;; (démonstration simple
laissée en exercice au lecteur).

Autrement, une famille est orthonormale si, et seulement si, sa matrice est or-
thogonale.

(avec des notations évidentes) { , mais c’est équi-
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17.3 Détermination du projecteur orthogonal

Soient (F,(.].)) un espace euclidien, F' un sous-espace vectoriel de E et x un
vecteur de E.
Pour déterminer p(z), on peut :

P
— Si (e1,...,ep) est une base orthonormale de F, alors pr(x) = Y (z]ex)ey
k=1
(la base orthonormale de F' peut s’obtenir par orthonormalisation d’une
base de F' quelconque.)

— Utiliser le fait que p# + p# . = tdg : l'intérét est d’autant plus grand que
la dimension de F* est plus petite que celle de F, notamment pour la
recherche d’une base orthonormale.

yeF (1)

r—yeFt (2)

La base de F' ne doit pas forcément étre orthonormale.

P
D) eI A,..., ) eRP 1y = > Ages
k=1

(2) e Vie[[1,p], (z —yle;) =0
Ce qui donne un systéme a résoudre avec p équations et de p inconnues
Ai

— On peut mélanger les méthodes ci-dessus

— y=pp) =

17.4 Détermination de la distance d’un vecteur a
un sous-espace vectoriel

On a que d(z, F) = mip|lz — y[| = [z —pr(@)ll = \/IIJGH2 = [lpr(@)I]?
Donc le calcul de distance soit se précéde d’un calcul de projeté orthogonal, soit
de minimum.

17.5 Isométries vectorielles

Soient (F,(.].)) un espace euclidien et ¢ une application.
Pour montrer que ¢ est une isométrie vectorielle, il faut montrer que :
— e L(E)
— ( conserve la norme
OU ¢ conserve le produit scalaire
OU ¢ conserve les bases orthonormales, i.e. la famille des images par ¢
d’une base orthonormale de F forme une base orthonormale de E.

On peut aussi déterminer si sa matrice est orthogonale (la réciproque est vraie).
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17.6 Base orthonormale

Soient (FE,(.|.)) une base orthonormale, B une base de E, F une famille de
vecteurs de F telle que card(F) = dim(FE).
F est une base orthonormale de F si, et seulement si Matg(F) est orthogonale.

17.7 Matrices orthogonales
Soit A € M, (R).

— A € O (R) < la famille de ses colonnes forme une base orthonormale de

(R) muni du produit scalaire canonique.
— A € O (R) < la famille de ses lignes forme une base orthonormale de
M ,,(R) muni du produit scalaire canonique.

)
— AeO0,R)='A-A=1,

17.8 Mesure de ’angle entre deux vecteurs

Soient z et y deux vecteurs d’un espace euclidien (Z, (.|.)). Pour calculer Pangle
0 entre x et y, on peut calculer leur produit scalaire (z|y), leur produit mixte
[z,y], les normes ||z|| de = et ||y|| de y.

(xly) = |||l - [lyl] - cos(0)

On utilise ensuite les formules )
[z, y] = [l|] - [ly]| - sin(0)

cos(f) = (zly)

H’»E'IH yl|

. .y

sin (0 it

\ (0) = T , , ,

De 14, selon les valeurs trouvées, on peut soit effectuer le quotient des lignes et
9 )

passer & ’arctangente, soit passer la premiére ligne a I’arccos, ce qui laisse deux

possibilités : pour déterminer le signe, on passe la seconde ligne a ’arcsin.

pour écrire {
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Chapitre 18

Divers

18.1 Rang et trace

Pour calculer le rang d’une matrice, on peut lui appliquer une succession de
transformations élémentaires en s’inspirant de la méthode de Gauss. Le but
est de trianguler la matrice, i.e. échelonner ses colonnes/lignes. La famille des
colonnes/lignes échelonnées forme alors une base de I'espace vectoriel engendré
par la famille des colonnes/lignes de la matrice initiale. Le rang de la matrice
est donc le nombre de colonnes/lignes échelonnées.

Attention! Pour interpréter la famille des lignes ou des colonnes comme une
base, il ne faut avoir travaillé que sur les lignes uniquement ou que sur les
colonnes uniquement, sans mélange.

Pour calculer le rang d’une application linéaire en dimension finie, on peut
calculer le rang de sa matrice, ou utiliser le théoréme du rang.

La trace d’une application linéaire en dimension finie est celle de sa matrice.

18.2 Sommes

18.2.1 Séparation d’indices pairs et impairs

Pour trouver les bornes de la somme des...

.. pairs : ... impairs :
0<2i<n 0< 21+1<n Attention si ng # 0 Pui Serit -
s0<l<n —1<l no1 uis on écrit :

0<i<|2] 0% z<[ij leN

n—l

2

L3
Z ag + Z a2i+1

HM:
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Exprimons cos(nx) et sin(nz) en fonction de cos(z) et sin(x)
Soit n e IN.
cos(nz) = Re(e™®) = Re((e™®)") = Re((cos(z) + isin(x))™)

= Re( i (%) (cos(a))"~*(isin(x))*) = Re( i i* sin® () cos™*(z)) (formule du

k=0 k=0
binome)
5] %3]
= Re( Y] (+)i%* sin®*(z) cos" 2 (2)+ (g )i2ktt sin?* 1 (z) cos" 2k~ 1(z))
k=0 k=0
15]
= Re( " (=1)%sin* () cos" ¥ (z)
2k
k=0
eR
=,
C1VE e 2k41 n—2k—1
+i Z (2k—|—1>( 1)" sin (x) cos (2))
k=0
eR

5]
Donc | cos(nz) = Z <n ) (_1)k Sin%(x) cos"_%(x)
= 2k
De méme en remplagant Re par Im :

1254
sin(nz) = Z (2]{2 1> (=1)*sin®**1(2) cos"2F L (1)
k=0

18.2.2 Permutations de sommes

n m
Les sommes rectangulaires, de la forme >, > ag,; permutent sans souci.
k=n0 l=m0

n k
Les sommes triangulaires, de la forme >, > ag,; permutent différemment :
k:n(, l:'n.g
Pour s’y retrouver, on peut écrire au brouillon : > aky
no<I<k<n

n<k<n . . -
On peut y lire les inégalités : { 0 cl<k qui sont celles déja utilisées,
nO < x
ng<l<n . e R .
I k< qui sont celles utilisées aprés permutation.
~ ~ n

Pour le voir, on peut souligner ces différents jeux d’inégalités.
Attention & bien permuter les sommes aprés avoir changé les bornes!

Soit n € IN. i . -
YRF=F(X12k=3 Y2k=3 N2b= (X 2k~ ¥ 2F)
k=1 k=1 1=1 k=11=1 I=1k=l =1 k=0 k=0




CHAPITRE 18. DIVERS MPSI

n 2n+1 -1 2171+1 -1

(

|
Nl

) (formule des sommes géométriques)

A 21 21
= Y (2ntl —2l) =27t 3 1 — (Y 28 — 29) (car 27*! est indépendant de k)
=1 =1 =0
ont+l _ 1
= n2ntl — ——7 1 (formule des sommes géométriques)

(n—1)2"*" + 2]

18.3 Pivot de Gauss

e Cas général : a chaque étape, on fait ajoute aux lignes des combinaisons li-
néaire des autres pour faire disparaitre une méme inconnue. On commence par
la ligne 2 et celles en-dessous, puis la 3 et celles en-dessous, jusqu’a ce que la
derniére ligne ne contienne qu’une seule inconnue.

Autrement dit, en notant les inconnues zi,...,T,, & la premiére étape, L,
contient x1,...,2,, Lo, ..., L, contiennent xs,...,x,.

A la deuxiéme étape, L; contient x1,...,%,, Lo contient xo,...,x,, et Ls jus-
qu’a L, contiennent xg3,...,T,.

etc.

A la neétape, Ly contient x1,...,x,, Lo contient xo,...,x,, et ainsi de suite

jusqu’a L,, contient x,
Pour le phase de remontée, on exprime x, a x; successivement avec les lignes
L, a L.

e Cas particulier 1 : si au cours de la phase de triangulation, une ligne s’écrit
0 = 0, on 'enléve du systéme; si elle s’écrit v = 0 (avec v # 0) alors le systéme
n’a pas de solutions.

e Cas particulier 2 : si, a la fin de la phase de triangulation, la derniére ligne
contient plus d’une inconnue (dites "non triangulées"), on les passe de lautre
cOté du signe = et on les considére comme paramétres.

e Cas particulier 3 : on appelle k°pivot le coefficient ay , devant I'inconnue zj,
a la ligne Ly. Si lors de la phase de triangulation 1'un des pivots est nul, on
échange la ligne en question avec celle en-dessous.

18.4 Inégalités

Quelques idées pour démontrer certaines inégalités :

18.4.1 Avec des intégrales

On peut démontrer certaines inégalités en intégrant les dérivées de chaque
membre, pour lesquels 'inégalité est transparente.
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18.4.2 Inégalité d’une valeur absolue

T <

2] <a< < -—a<z<a

a
—r<a

On peut aussi, s’il s’agit de fonctions, montrer que I'une est A-lipschitzienne.

18.5 Trouver deux nombres dont on connait la
somme et le produit

Sur un exemple :
. u+v=2
Soient u et v deux complexes tels que
uxv=1

u et v sont les racines de I'équation (z —u)(z —v) =0« 22 — (u +v)z + uv =
0e22-2241=0s(2-1)2=0
1 en est la racine double évidente, donc u =v =1

Merci pour votre acquisition de cet ouvrage!
En ce qui concerne les petites blagues mathématiques que vous avez trouvées a la fin des cha-
pitres de la partie I, elles sont extraites du livre "Blagues mathématiques et autres curiosités"
de Bruno Winckler, que vous pouvez aussi trouver sur Internet en PDF. Certaines ont été
remaniées pour s’affranchir de leur contexte initial.
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