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MPSI

Deux élèves de MPSI rendent leur premier devoir maison d’informatique,
dactylographié. L’un des deux contenant des formules mathématiques fort bien
présentées, leur professeur leur demande si celles-ci ont été tapées avec "LaTeX".
Affirmant que non, n’en connaissant rien, leur professeur débute une apologie de
LATEX. Éblouis et fascinés par ce discours, ils décident d’apprendre ce langage
merveilleux. Au fil de leur apprentissage, le monde de sciences qui les entoure
se révèle être gouverné par LATEX ! Chaque document qu’ils manipulent – leurs
cours de mathématiques plus particulièrement – sont générés grâce à LATEX.
Pour parfaire leur maîtrise du langage, en l’alliant à l’utile, ils décident de taper
leurs questions de cours de khôlle de mathématiques.
Ce livre est donc un recueil de démonstrations et autres exercices-type du pro-
gramme de MPSI, qui auront torturé leurs esprits chaque semaine, accompagnés
des diverses méthodes qu’ils doivent maîtriser.
Ce livre se présente par-dessus tout comme l’aboutissement d’un long projet, le
projet de toute une année.
Au-delà, il forme un ensemble de potentiels exercices – chaque démonstration
formant en soi un exercice, puisqu’elles nous ont été soumises en khôlle, à nous,
élèves auteurs de ce livre et camarades – à donner en khôlle ou pour s’exercer.

Durant l’écriture de ce chef-d’œuvre (rivalisant sans nul doute avec les plus
grands !), la question de son utilité nous a été posée maintes et maintes fois...
Alors voilà notre réponse :

Pour les étudiants : Ce livre permet de passer en revue les démonstra-
tions exigibles au concours, ainsi que les méthodes, plans d’étude et autres
outils permettant de mener la résolution de nombre de problèmes !

Dans la vie de tous les jours : Quoi de mieux pour briller en soirée ! Ce
ne sont que des "circonvolutions autour d’une porte ouverte" ! (dédicace
à notre professeur de maths préféré)

Pour les étudiants (bis) : Les élèves de première année peuvent voir ce
livre comme un support pour le travail des khôlles, un complément pour
l’apprentissage, la maîtrise ou la révision de leurs cours (sans s’y substi-
tuer pour autant !).

Pour nous, auteurs : Quelle meilleure occasion pour travailler LATEX ! À
mon humble avis, pour apprendre un langage de programmation – de
surcroît dans un domaine précis – tout ce qu’il faut c’est un cours syn-
thétique et beaucoup de pratique régulière. Ce livre – dont au début,
disons-le, l’idée ne nous a jamais effleuré l’esprit – était le projet parfait
à mener !

Pour les khôlleurs : Modestement, nous ne prétendons pas compléter leur
savoir, déjà infini, non ; cependant s’ils cherchent l’inspiration pour un
exercice – chaque démonstration se donnant possiblement à lire comme
exercice en soi – ils peuvent feuilleter cette magnifique banque de dé-
monstrations et exercices-type de MPSI !

Dans la vie de tous les jours (bis) : Selon le meuble, ce livre a la bonne
épaisseur pour faire une cale.
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Pour nous, auteurs (bis) : Cela nous a, en premier lieu, permis de tra-
vailler nos khôlles ! (cela vaut également pour les relecteurs, que je remer-
cie chaudement ici, en plus du paragraphe de remerciement ci-dessous.)

Voilà donc ce qu’il en est de notre réponse.

Remerciements : nous remercions
— M. Sartre, pour nous avoir permis de découvrir LATEX (avant l’heure,

disons-le), ses précieux conseils et ses connaissances sans limites ; (on
vous admire, Monsieur ! mais ce n’est pas l’objet de ce livre-ci)

— M. Pazat, pour ses merveilleux cours, si fascinants et passionnants que
l’on ne peut plus s’en passer après y avoir goûté. Merci aussi de nous
avoir laissé faire ce livre ! (On vous admire tout autant, Monsieur ! mais
ce n’est toujours pas l’objet de ce livre-ci)

— Nos khôlleurs, oui, même si vous avez généré beaucoup de souffrance,
vous nous avez permis de bien progresser ;

— Michaux Matéo, Traversié Thomas, Guivarch Tobias, Soula Benoît, pour
l’aide à la relecture de cet ouvrage, et leur investissement sans faille : la
qualité que ce livre a atteinte aurait été inimaginable sans vous. Nous ne
le dirons ni ne l’écrirons jamais assez : merci encore et encore !

— Donias Orlane, à qui nous devons la magnifique illustration en quatrième
de couverture !

Remerciements spéciaux :
— De Ewan pour Luc : merci d’avoir mené ce projet avec moi, si éreintant

a-t-il pu être ! La symbiose de deux esprits à la recherche d’un but unique
est, à mes yeux, une des choses les plus belles.

— De Luc pour Ewan : Initier un projet fou est une chose, le mener à son
terme en est une autre – et autrement plus impressionnante ! Merci à toi
pour ta patience et ta persévérance, sans lesquelles cet ouvrage n’aurait
sans doute jamais dépassé le stade de l’ébauche.

Pour terminer, voici un petit message spécial pour vous, lecteurs : merci
mille fois de permettre à ce livre d’exister – qu’est-ce qu’un livre sans lecteurs,
nous vous le demandons ! – et merci pour l’accueil si particulier que vous lui
avez réservé, qui nous a beaucoup touché.
N’hésitez pas à vous servir des espaces libres de chaque page pour prendre des
notes ou compléter des passages vagues, ou à ajouter vos propres exercices !
Si vous repérez ce qui vous semble être une erreur de nature quelconque, indi-
quez dans la marge (entre vos démonstrations personnelles) les raisons de votre
initiative, et poursuivez votre lecture en conséquence.
Gardez aussi à l’esprit :

@plivre1, livre2q P pMathsq2, livre1 ‰ livre2 ùñ lim
tÑ`8

connaissancesptq “ `8
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Chapitre 1

Complexes

1.1 Inégalité triangulaire dans C

@ pz1, z2q P C
2,

|z1 ` z2| ď |z1| ` |z2|

|z1 ` z2| “ |z1| ` |z2| ô

$

’

&

’

%

D λ P R` : z1 “ λz2

ou

D λ P R` : z2 “ λz1

Lemme : @ z P C, Repzq ď |z|
Soit z P C
Notons z “ a` ib avec pa, bq P R2

0 ď b2 pcar b P Rq

ùñ a2 ď a2 ` b2

ùñ
?
a2 ď

a

a2 ` b2 pcar t ÞÑ
?
t est croissante surR`q

ùñ a ď |a| ď |z|

ùñ Repzq ď |z|

Preuve : Soient z1 et z2 dans C.

|z1 ` z2|
2 ´ p|z1| ` |z2|q

2 “ pz1 ` z2qpz1 ` z2q ´ p|z1|
2 ` |z2|

2 ` 2|z1||z2|q

“ z1z1 ` z1z2 ` z2z1
loomoon

“z1z2

`z2z2

´ z1z1 ´ z2z2 ´ 2|z1| |z2|
loomoon

|z2|

“ 2Repz1z2q ´ 2|z1z2| ď 0 pd1après le lemmeq

ùñ |z1 ` z2|
2 ď p|z1| ` |z2|q

2
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CHAPITRE 1. COMPLEXES MPSI

ùñ
a

|z1 ` z2|
2 ď

a

p|z1| ` |z2|q
2

ppar croissance de la fonction racine carréeq

ùñ ||z1 ` z2|| ď ||z1| ` |z2||

ùñ |z1 ` z2| ď |z1| ` |z2| pcar positifsq

1.2 Formule de Moivre

@ θ P R,@ n P Z, peiθqn “ einθ

Soit θ P R
Ñ Montrons par récurrence simple @ n P N,Ppnq : peiθqn “ einθ

I Pp0q car peiθq0 “ 1 “ eiθˆ0

H Soit n P N, supposons Ppnq.

peiθqn`1 “ eiθpeiθqn

“ eiθeinθ pPpnqq
“ eipθ`nθq

“ eipn`1qθ ñ Ppn` 1q

Ñ Soit n P Z´ , donc ´n P N et d’après le point précédent :

peiθq´n “ e´inθ ô
1

peiθqn
“

1

einθ
ô peiθqn “ einθ

(d’après le premier point puisque ´n P N)

Remarque :

1 “
?

1 “ 1
1
2 “ pe2iπq

1
2 “ e��

1
2 ¨2¨iπ “ eiπ “ ´1

L’erreur : 3
2 R Z...

Morale : attention aux hypothèses ! ∗

∗. En khôlle comme en devoir, il convient toujours de bien énoncer le théorème et toutes
ses hypothèses au moins une fois.
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PARTIE I. DÉMONSTRATIONS MPSI

1.3 Formulaire de trigonométrie - principe des
démonstrations

FORMULES D’EULER
cospxq “ eix`e´ix

2 sinpxq “ eix´e´ix

2

ADDITION
cospa` bq “ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq

sinpa` bq “ cospaq sinpbq ` sinpaq cospbq

cospa´ bq “ cospaq cospbq ` sinpaq sinpbq

sinpa´ bq “ sinpaq cospbq ´ cospaq sinpbq

DÉVELOPPEMENT
cospaq cospbq “ 1

2 pcospa` bq ` cospa´ bqq

sinpaq sinpbq “ 1
2 p´ cospa` bq ` cospa´ bqq

sinpaq cospbq “ 1
2 psinpa` bq ´ sinpa´ bqq

FACTORISATION
cospaq ` cospbq “ 2 cospa`b2 q cospa´b2 q

sinpaq ` sinpbq “ 2 sinpa`b2 q cospa´b2 q

cospaq ´ cospbq “ ´2 sinpa`b2 q sinpa´b2 q

sinpaq ´ sinpbq “ 2 cospa`b2 q sinpa´b2 q

DUPLICATION
cosp2aq “ cos2paq ´ sin2

paq

“ 1´ 2 sin2
paq

“ 2 cos2paq ´ 1

sinp2aq “ 2 cospaq sinpaq

Principe des démonstrations ∗ : sur un exemple

cospa` bq “
eipa`bq ` e´ipa`bq

2
pFormule d1Eulerq

“
1

4
peiaeib ` eiae´ib ` e´iae´ib ` e´iaeib ´ eiaeib

´ e´iae´ib ` eiae´ib ` e´iaeibq

“
eia ` e´ia

2

eib ` e´ib

2
´
eia ´ e´ia

2

eib ´ e´ib

2
“ cospaq cospbq ´ sinpaq sinpbq

∗. Dans ce genre de démonstrations, où on cherche à démontrer une égalité donnée, on
développe les deux membres jusqu’à pouvoir les rejoindre, par une simple vérification.
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CHAPITRE 1. COMPLEXES MPSI

1.4 Formules trigonométriques avec tanpx2q

Soit px, yq P R2.
Quand x, y, x` y et x´ y ne sont pas congrus à π

2 modulo π alors on a :

tanpx` yq “
tanpxq ` tanpyq

1´ tanpxq tanpyq
tanpx´ yq “

tanpxq ´ tanpyq

1` tanpxq tanpyq

cospxq “
1´ tan2px2 q

1` tan2px2 q
sinpxq “

2 tanpx2 q

1` tan2px2 q

tanpxq “
2 tanpx2 q

1´ tan2px2 q

Sous les hypothèses empêchant une division par 0 :

tanpx` yq “
sinpx` yq

cospx` yq
“

sinpxq cospyq ` cospxq sinpyq

cospxq cospyq ´ sinpxq sinpyq

“

sinpxq cospyq`cospxq sinpyq
cospxq cospyq

cospxq cospyq´sinpxq sinpyq
cospxq cospyq

“
tanpxq ` tanpyq

1´ tanpxq tanpyq

tanpx´ yq “ tanpx` p´yqq “
tanpxq ´ tanpyq

1` tanpxq tanpyq

cospxq “ cosp2
x

2
q “ 2 cos2p

x

2
q ´ 1 “ 2ˆ

1

1` tan2px2 q
´ 1 “

1´ tan2px2 q

1` tan2px2 q

sinpxq “ sinp2ˆ
x

2
q “ 2 cosp

x

2
q sinp

x

2
q “ 2

sinpx2 q

cospx2 q
cos2p

x

2
q

“ 2 tanp
x

2
q

1

1` tan2px2 q
“

2 tanpx2 q

1` tan2px2 q

Pour tanpxq “
2 tanpx2 q

1´ tan2px2 q
, 2 méthodes :

— Soit en remarquant que tanpxq “ tanpx2 `
x
2 q

— Soit en remarquant que tanpxq “
sinpxq

cospxq
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1.5 Racines n-ièmes de l’unité
Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.
Il existe exactement n racines n-ièmes de l’unité distinctes.
Pour tout z P C, z est une racine n-ième de l’unité si, et seulement si :

D k P rr0, n´ 1ss : z “ eik
2π
n

Soient z P C et n ě 2.
Notons z “ ρeiθ, avec ρ P R` et θ P r0; 2πr.
On a 0n “ 0 ‰ 1, car n ‰ 0, donc 0 n’est pas racine n-ième de l’unité ∗.
Supposons ainsi z ‰ 0 ; on a ρ ‰ 0.
Alors :

zn “ 1 ùñ pρeiθqn “ 1

ùñ

#

ρn “ 1

nθ ” 0 r2πs

ùñ

#

en lnpρq “ 1 p car ρ ą 0q

θ ” 0 r 2πn s p car n ‰ 0q

ùñ

#

n lnpρq “ 0

D k P Z : θ “ k 2π
n

ùñ

#

lnpρq “ 0, car n ‰ 0

D k P rr0, n´ 1ss : θ “ k 2π
n p car θ P r0; 2πrq

ùñ

#

ρ “ 1

D k P rr0, n´ 1ss : θ “ k 2π
n

ùñ D k P rr0, n´ 1ss : z “ eik
2π
n

Montrons qu’il y en a exactement n, i.e.

@ pk1, k2q P rr0, n´ 1ss2, eik1
2π
n “ eik2

2π
n ùñ k1 “ k2

Soit pk1, k2q P rr0, n´ 1ss2, supposons eik1
2π
n “ eik2

2π
n .

Alors :

k1
2π

n
” k2

2π

n
r2πs ùñ k1 ” k2 rns

ùñ D p P Z : k1 “ k2 ` pˆ n

ùñ D p P Z : k1 ´ k2 “ pˆ n

∗. "z est une racine n-ième de l’unité" signifie que zn “ 1. Or, @ n ě 2, n ‰ 0 donc
0n “ 0 ‰ 1. Par ailleurs, il est évident que l’on ne parle jamais de racine 0-ième ou 1-ième de
l’unité...
Les racines 2-ièmes de l’unité sont les racines carrées.
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Or :
#

0 ď k1 ď n´ 1

0 ď k2 ď n´ 1
ùñ

#

0 ď k1 ă n

´n ă ´k2 ď 0
p car il s1agit d1entiersq

ùñ ´n ă k1 ´ k2 ă n

ùñ ´n ă pˆ n ă n

ùñ ´1 ă p ă 1, car n ‰ 0

ùñ p “ 0, car p P Z

Donc k1 ´ k2 “ 0ˆ n “ 0, d’où k1 “ k2 .

1.6 Racines n-ièmes d’un nombre complexe
Soient a P C˚ et n ě 2.
Il existe exactement n racines n-ièmes de a distinctes.
Pour tout z P C, z est racine n-ième de a si, et seulement si :

D k P rr0, n´ 1ss : z “ |a|
1
n eipk

2π
n `

argpaq
n q

Soient a P C˚ et n P N˚.
Posons alors z0 “ |a|

1
n ei

argpaq
n .

On a bien zn0 “ |a|ei argpaq “ a.
Soit z P C.
Alors :

zn “ a ùñ
zn

a
“ 1 p car a ‰ 0q

ùñ

ˆ

z

z0

˙n

“ 1 p ∗ q

ùñ D k P rr0, n´ 1ss :
z

z0
“ eik

2π
n

ùñ D k P rr0, n´ 1ss : z “ |a|
1
n ei

argpaq
n ˆ eik

2π
n

“ |a|
1
n eipk

2π
n `

argpaq
n q

Montrons qu’il y en a exactement n, i.e.

@ pk1, k2q P rr0, n´ 1ss2, |a|
1
n eipk1

2π
n `

argpaq
n q “ |a|

1
n eipk2

2π
n `

argpaq
n q ùñ k1 “ k2

Soit pk1, k2q P rr0, n´ 1ss2, supposons |a|
1
n eipk1

2π
n `

argpaq
n q “ |a|

1
n eipk2

2π
n `

argpaq
n q.

Alors eik1
2π
n ei

argpaq
n “ eik2

2π
n ei

argpaq
n car |a|

1
n ‰ 0 puisque a ‰ 0.

Donc eik1
2π
n “ eik2

2π
n car ei

argpaq
n ‰ 0.

D’où k1 “ k2 , par unicité des racines n-ièmes de l’unité.

∗. Il est très courant de généraliser un problème en le ramenant à un cas particulier plus
simple que l’on a traité avant.
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1.7 Caractérisation des similitudes directes
Soient a P C˚, b P C et f : z ÞÑ az ` b une similitude directe.

1er cas : si a “ 1.
Notons ~u le vecteur d’affixe b.
f est l’écriture complexe de la translation de vecteur ~u.

2nd cas : si a ‰ 1.
Notons C le point d’affixe c “ b

1´a .
Montrons que nous avons la relation fpzq “ apz ´ cq ` c et que f est
l’écriture complexe de la composée d’une rotation d’angle argpaq et d’une
homothétie de rapport |a| de même centre C.

Posons h : z ÞÑ |a|pz ´ cq ` c (homothétie de rapport |a| et de centre C),
et r : z ÞÑ ei argpaqpz ´ cq ` c (rotation d’angle argpaq et de centre C).
Soit z P C.
On a :

ph ˝ rqpzq “ hprpzqq

“ hpei argpaqpz ´ cq ` cq

“ |a|pei argpaqpz ´ cq ` c´ cq ` c

“ |a|ei argpaqpz ´ cq ` c

“ apz ´ cq ` c

“ a

ˆ

z ´
b

1´ a

˙

`
b

1´ a

“ az `
´ab` b

1´ a

“ az ` b

“ fpzq

pr ˝ hqpzq “ rphpzqq

“ rp|a|pz ´ cq ` cq

“ ei argpaqp|a|pz ´ cq ` c´ cq ` c

“ |a|ei argpaqpz ´ cq ` c

“ apz ´ cq ` c

“ fpzq p˚q

p˚q : cette égalité a été démontrée juste avant.
f est donc l’écriture complexe de la composée de la rotation d’angle
argpaq par l’homothétie de rapport |a|, toutes deux de même
centre C d’affixe c “ b

1´a (ou de la composée de l’homothétie par la
rotation ; on a montré que leur ordre d’application n’importe pas).

"Pourquoi 0 n’est-il pas crédible ?
Parce qu’il n’a pas d’argument."
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Chapitre 2

Fonctions et applications

2.1 Graphes de fonctions usuelles
Voici les graphes de fonctions usuelles à connaître ; ayant été tracés avec un
logiciel de géométrie dynamique puis ayant été recadrées en suivant, les flèches
des axes manquent, comme peut-être d’autres détails.
L’essentiel est de marquer (et de respecter !) les points particuliers, souvent
p1, 1q ou p1, π4 q, ou d’autres, et de marquer également les tangentes remarquables
(horizontales, verticales, et obliques selon y “ ˘x) avec des flèches.

Pour les fonctions périodiques, représenter 2 périodes.
Leurs fonctions réciproques font l’étude d’une khôlle un peu plus loin.
Les fonctions hyperboliques sont également étudiées un peu plus loin.
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Figure 2.1 – Fonction carré

Figure 2.2 – Fonction cube
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Figure 2.3 – Fonction inverse

Figure 2.4 – Fonction racine carrée
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Figure 2.5 – Fonction exponentielle

Figure 2.6 – Fonction logarithme népérien
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Figure 2.7 – Fonction sinus

Figure 2.8 – Fonction cosinus

Figure 2.9 – Fonction tangente
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2.2 Études des fonctions trigonométriques

SINUS HYPERBOLIQUE

On note sh : x ÞÑ ex´e´x

2 définie sur R.
‚ @ x P R,´x P R et @ x P R, shp´xq “ e´x´e´p´xq

2 “ ´shpxq
Donc sh est impaire.
‚ sh est dérivable sur R` (donc sur R par imparité) comme somme, produit et
composée de fonctions dérivables et :
sh1pxq “ ex´p´e´xq

2 “ ex`e´x

2 p“ chpxqq ě 0

‚ lim
xÑ`8

shpxq “ `8 et lim
xÑ`8

shpxq
x “ `8 : sh possède une branche parabolique

en `8 et en ´8 de direction x “ 0.

COSINUS HYPERBOLIQUE

On note ch : x ÞÑ ex`e´x

2 définie sur R.
‚ @ x P R,´x P R et @ x P R, chp´xq “ e´x`e´p´xq

2 “ chpxq
Donc ch est paire.
‚ ch est dérivable sur R` (donc sur R par parité) comme somme, produit et
composée de fonctions dérivables et :
ch1pxq “ ex`p´e´xq

2 “ ex´e´x

2 p“ shpxqq ě 0

‚ lim
xÑ`8

chpxq “ `8 et lim
xÑ`8

chpxq
x “ `8 : ch possède une branche parabolique

en `8 et en ´8 de direction x “ 0.

TANGENTE HYPERBOLIQUE

On note th : x ÞÑ shpxq
chpxq définie sur R.

‚ @ x P R,´x P R et @ x P R, thp´xq “ shp´xq
chp´xq “ ´thpxq

Donc th est impaire.
‚ th est dérivable sur R` (donc sur R par imparité) comme somme, produit et
composée de fonctions dérivables et :
th1pxq “ 1

chpxq “ 1´ th2
pxq ą 0

‚ lim
xÑ`8

thpxq “ 1 : th possède en `8 une asymptote d’équation y “ 1 et en
´8 une asymptote d’équation y “ ´1

ARC-COSINUS

La fonction cos est continue et strictement décroissante sur l’intervalle r0;πs
donc d’après le théorème de bijection continue, cos induit une bijection sur
rcospπq; cosp0qs “ r´1; 1s. On note arccos sa bijection réciproque.
‚ arccos n’est ni paire ni impaire !
‚ Toujours d’après le théorème de la bijection continue , arccos est continue sur
r´1; 1s.
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‚ Dérivabilité de arccos sur s ´ 1; 1r :
Soit y Ps ´ 1; 1r. Posons x “ arccospyq Ps0;πr.
Donc cos est dérivable en x avec cos1pxq “ ´ sinpxq ď 0
D’après le théorème de la bijection continue, arccos est dérivable en y avec :

arccos1pyq “
1

cos1parccospyqq
“

´1

sinparccospyqq

“
´1

| sinparccospyqq|
p˚q

“
´1

a

psinparcsinpyqqq2
“

´1
a

1´ pcosparccospyqqq2

“
´1

a

1´ y2

p˚q : arccospyq P r0;πs ùñ sinparccospyqq ě 0

ARC-SINUS

La fonction sin est continue et strictement croissante sur l’intervalle r´π
2 ; π2 s

donc d’après le théorème de bijection continue, sin induit une bijection sur
rsinp´π

2 q; sinpπ2 qs “ r´1; 1s. On note arcsin sa bijection réciproque.
‚ arcsin est impaire : @ x P r´1; 1s,´x P r´1; 1s et @ x P r´1; 1s,

arcsinp´xq “ arcsinp´ sinpyqq pet notant y “ arcsinpxq ô x “ sinpyqq

“ arcsinpsinp´yqq pcar sin est impaire q

“ ´y “ ´ arcsinpxq

‚ Toujours d’après le théorème de la bijection continue , arcsin est continue sur
r´1; 1s.
‚ Dérivabilité de arcsin sur s ´ 1; 1r :
Soit y Ps ´ 1; 1r. Posons x “ arcsinpyq Ps ´ π

2 ; π2 r.
Donc sin est dérivable en x avec sin1pxq “ cospxq ‰ 0
D’après le théorème de la bijection continue, arcsin est dérivable en y avec :

arcsin1pyq “
1

sin1parcsinpyqq
“

1

cosparcsinpyqq

“
1

| cosparcsinpyqq|
p˚q

“
1

a

pcosparcsinpyqqq2
“

1
a

1´ psinparcsinpyqqq2

“
1

a

1´ y2

p˚q : arcsinpyq P r´π
2 ; π2 s ùñ cosparcsinpyqq ě 0
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ARC-TANGENTE

La fonction tan est continue et strictement croissante sur l’intervalle r´π
2 ; π2 s

donc d’après le théorème de bijection continue, tan induit une bijection sur
s lim
xÑ´π2

tanpxq; lim
xÑπ

2

tanpxqr“s ´ 8;`8r“ R. On note arctan sa bijection réci-
proque.
‚ arctan est impaire : @ x P R,´x P R et @ x P R,

arctanp´xq “ arctanp´ tanpyqq pen notant y “ arctanpxq ô x “ tanpyqq

“ arctanptanp´yqq pcar tan est impaireq

“ ´y “ ´ arctanpxq

‚ D’après le théorème de la bijection continue , arctan est continue sur R.
‚ Dérivabilité de arctan sur R :
Soit y P R. Posons x “ arctanpyq Psπ2 ; π2 r.
Donc tan est dérivable en x avec tan1pxq “ 1` tan2pxq ‰ 0
D’après le théorème de la bijection continue, arctan est dérivable en y avec :

arctan1pyq “
1

tan1parctanpyqq
“

1

1` tan2parctanpyqq
“

1

1` y2

GRAPHES

Sur les pages suivantes de trouvent les graphes des fonctions trigonométriques
étudiées ci-dessus, terminant l’ensemble des graphes de fonctions usuelles à
connaître.
Tracées à la main, on les appelle plutôt "allures de graphes", sur lesquelles il faut
bien indiquer et légender les points remarquables, les tangentes remarquables et
les asymptotes s’il y en a.
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Figure 2.10 – Fonction cosinus
hyperbolique

Figure 2.11 – Fonction sinus
hyperbolique

Figure 2.12 – Fonction arc-cosinus
Figure 2.13 – Fonction arc-sinus
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Figure 2.14 – Fonction tangente hyperbolique

Figure 2.15 – Fonction arc-tangente
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2.3 Définitions d’une puissance
1. Pour x P R, on pose x0 “ 1

2. Pour x P R et n P N˚, on pose xn “
n
ś

k“1

x

3. Pour x P R˚ et n P N˚, on pose x´n “ 1
xn

4. Pour x P R`˚ et a P R, on pose xa “ ea lnpxq

5. Pour x “ 0 et a P R`˚, on pose 0a “ 0

2.4 Théorème de la bijection continue
Soient f : RÑ R et a et b deux réels tels que a ă b.
Si f est continue et strictement croissante sur l’intervalle ra; bs, alors :

1. f induit une bijection de ra; bs sur rfpaq; fpbqs ;
2. sa réciproque f´1 est continue sur rfpaq; fpbqs ;
3. si f est dérivable en x P ra; bs avec f 1pxq ‰ 0, alors en posant y “ fpxq,

on a que f´1 est dérivable en y avec pf´1q1pyq “ 1
f 1pxq “

1
f 1pf´1pyqq

De manière analogue, si f est continue et strictement décroissante sur l’inter-
valle ra; bs, alors f induit une bijection de ra; bs sur rfpbq; fpaqs, ou bien si f
est continue et strictement croissante sur l’intervalle ra; br, alors f induit une
bijection de ra; br sur rfpaq; lim

tÑb
fptqr, et ainsi de suite, avec une monotonie et

une forme d’intervalle bien choisie.

2.5 Extension de la dérivée d’une composé par
exp dans C

Soit f : RÑ C dérivable sur D.
Notons ϕ “ Repfq et ψ “ Impfq.
Posons g “ ef : RÑ C

Donc @ x P D, gpxq “ efpxq “ eϕpxq cospψpxqq ` ieϕpxq sinpψpxqq
Donc Repgq : x ÞÑ eϕpxq cospψpxqq et Impgq : x ÞÑ eϕpxq sinpψpxqq
Or f est dérivable sur D donc ϕ et ψ sont dérivables sur D donc Repgq et Impgq
sont dérivables sur D comme produits et composées de fonctions dérivables donc
g est dérivable sur D.
Et on a @ x P D,

g1pxq “
d

dx

”

eϕpxq cospψpxqq
ı

` i
d

dx

”

eϕpxq sinpψpxqq
ı

“ ϕ1pxqeϕpxq cospψpxqq ´ eϕpxqψ1pxq sinpxq ` ipϕ1pxqeϕpxq sinpxq

` eϕpxqψ1pxq cospxqq

“ eϕpxqrϕ1pxq cospψpxqq ´ ψ1pxq sinpψpxqq ` ipϕ1pxq sinpψpxqq
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` ψ1pxq cospψpxqqqs

“ rϕ1pxq ` iψ1pxqseϕpxqrcospψpxqq ` i sinpψpxqqs

“ f 1pxqefpxq

2.6 Conservation de l’injectivité et de la surjec-
tivité par composition

Soient E,F et G des ensembles et f : E Ñ F et g : F Ñ G deux applications.
Montrons que la composition de deux applications injectives est toujours injec-
tive, et que la composition de deux applications surjectives est toujours surjec-
tive. ∗

‚ Supposons f et g injectives.
Soient px1, x2q, P E

2

pg ˝ fqpx1q “ pg ˝ fqpx2q ùñ gpfpx1qq “ gpfpx2qq

ùñ fpx1q “ fpx2q

ùñ x1 “ x2

(par injectivité de g puis de f)

‚ Supposons f et g surjectives.
Soit y P G
g : F Ñ G est surjective et y P G donc D z P F : gpzq “ y
f : E Ñ F est surjective et z P F donc D x P E : fpxq “ z
Alors pg ˝ fqpxq “ gpfpxqq “ gpzq “ y

On a montré que @ y P G, D x P E : pg ˝ fqpxq “ y

2.7 Démonstration d’une méthode de détermina-
tion de la bijection réciproque

Soit f : E Ñ F

Si il existe une application g : F Ñ E telle que

#

g ˝ f “ idE

f ˝ g “ idF
, alors f est

bijective avec f´1 “ g.

Supposons D g : F Ñ E :

#

g ˝ f “ idE

f ˝ g “ idF
, montrons que f est bijective.

Ñ Montrons que f est injective.

∗. En mathématiques, les bijections conservent souvent les propriétés : on en a déjà un
exemple ici !
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Soit px1, x2q P E
2

fpx1q “ fpx2q ùñ pg ˝ fqpx1q “ pg ˝ fqpx2q

ùñ idEpx1q “ idEpx2q

ùñ x1 “ x2

Ñ Montrons que f est surjective.
Soit y P F
Posons x “ gpyq P E
Alors fpxq “ pf ˝ gqpyq “ idF pyq “ y

Donc @ y P F, D x P E : fpxq “ y

‚ Montrons que f´1 “ g :

On a f ˝g “ idF ùñ f´1˝f ˝g “ f´1˝idF ùñ idE ˝g “ f´1 ùñ g “ f´1

2.8 Condition nécessaire d’extremum local (cas
du maximum)

Soient f : RÑ R et ra, bs Ă Df tel que a ă b.
Si f présente en x0 P sa, br un extremum local et si f est dérivable en x0 alors
f 1px0q “ 0.

Supposons que la fonction f présente un maximum local et est dérivable en x0.
On a f 1px0q “ lim

xÑx0

fpxq´fpx0q

x´x0
“ lim
xÑx´0

fpxq´fpx0q

x´x0
“ lim
xÑx`0

fpxq´fpx0q

x´x0
.

On sait que D η P R`˚ : @ x P rx0 ´ η, x0 ` ηs, fpxq ď fpx0q.
Alors :

@ x P DfXsx0, x0 ` ηs,
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě 0 p˚q ùñ lim

xÑx`0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě lim
xÑx`0

0

ùñ f 1px0q ě 0

p˚q car fpxq ď fpx0q donc fpxq ´ fpx0q ď 0 et x0 ď x donc x´ x0 ě 0.
De même :

@ x P Df X rx0 ´ η, x0r,
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ď 0 ùñ lim

xÑx´0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ď lim
xÑx´0

0

ùñ f 1px0q ď 0

Donc, par antisymétrie, f 1px0q “ 0 .
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2.9 Théorème de Rolle
Soient f : RÑ R et ra, bs Ă Df tel que a ă b.

$

’

&

’

%

f P C0pra, bs,Rq

f dérivable sur sa, br

fpaq “ fpbq

ùñ D c Psa, br: f 1pcq “ 0

Supposons la fonction f continue sur le segment ra, bs et dérivable sur sa, br, telle
que fpaq “ fpbq.
D’après le Théorème des Bornes Atteintes, M “ max

xPra,bs
fpxq et m “ min

xPra,bs
fpxq

existent.
Notons xM un antécédent de M par f, et xm de m par f.

— 1er cas si M “ m.
Alors @ x P ra, bs,m ď fpxq ďM ùñ fpxq “M “ m.
Prenons par exemple c “ a`b

2 Psa, br.
On a donc f 1pcq “ lim

xÑc

fpxq´fpcq
x´c “ 0. ∗

— 2ndcas : si M ‰ m.
Alors xM ‰ xm (car un antécédent donné ne peut avoir plusieurs images
par une même fonction).

Or, puisque fpaq “ fpbq, on a †

$

’

&

’

%

xM R ta, bu

ou

xm R ta, bu

Dans le cas où xM R ta, bu (le cas avec xm est similaire), on a donc
xM Psa, br.
Prenons alors c “ xM .
Ainsi, f présente en c un maximum local (car global) et y est dérivable,
donc d’après la condition nécessaire d’extremum local : f 1pcq “ 0 .

2.10 Égalité des Accroissements Finis
Soient f : RÑ R et ra, bs Ă Df tel que a ă b.

#

f P C0pra, bs,Rq

f dérivable sur sa, br
ùñ D c Psa, br: fpbq ´ fpaq “ f 1pcqpb´ aq

Posons g : x ÞÑ fpxq ´ fpbq´fpaq
b´a px´ aq.

g est continue sur ra, bs comme somme de fonctions continues.

∗. Puisque limxÑc fpxq “ fpcq
†. Par l’absurde : supposons le cas xM “ a et xm “ b (idem pour le cas opposé, puisque

xM ‰ xm). Alors fpxM q “ fpaq “ M et fpxmq “ fpbq “ m d’après les définitions de xM et
xm. Or fpaq “ fpbq donc M “ m : exclu.
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g est dérivable sur sa, br comme somme de fonctions dérivables.

En outre, on a

#

gpaq “ fpaq ´ fpbq´fpaq
b´a pa´ aq “ fpaq

gpbq “ fpbq ´ fpbq´fpaq
b´a pb´ aq “ fpaq

Donc gpaq “ gpbq.
D’où, d’après le Théorème de Rolle, D c Psa, br: g1pcq “ 0.
Or, @ x Psa, br, g1pxq “ f 1pxq ´ fpbq´fpaq

b´a .
Ainsi :

g1pcq “ 0 ùñ f 1pcq ´
fpbq ´ fpaq

b´ a
“ 0

ùñ f 1pcq “
fpbq ´ fpaq

b´ a

ùñ fpbq ´ fpaq “ f 1pcqpb´ aq

2.11 Inégalité des Accroissements Finis

CROISSANCE BORNÉE

Soient f : RÑ R, ra, bs Ă Df tel que a ă b et m et M deux réels.
$

’

&

’

%

f P C0pra, bs,Rq

f dérivable sur sa, br

@ x P sa, br,m ď f 1pxq ďM

ùñ mpb´ aq ď fpbq ´ fpaq ďMpb´ aq

Supposons la fonction f continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br, telle que @ x P
sa, br,m ď f 1pxq ďM .
D’après l’Égalité des Accroissements Finis, on sait alors qu’il existe c P sa, br tel
que fpbq ´ fpaq “ f 1pcqpb´ aq.
Ainsi :

m ď f 1pcq ďM ùñ mpb´ aq ď f 1pcqpb´ aq ďMpb´ aq pcar b´ a ě 0q

ùñ mpb´ aq ď fpbq ´ fpaq ďMpb´ aq

FONCTION LIPSCHITZIENNE

Soient f : RÑ R, I un intervalle inclus dans Df et λ un réel positif.
$

’

&

’

%

f P C0pra, bs,Rq

f dérivable sur sa, br

@ x P sa, br, |f 1pxq| ď λ

ùñ f est λ´lipschitzienne

Supposons la fonction f dérivable sur l’intervalle I telle que @x P I, |f 1pxq| ď λ.
Soit px, yq P I2.
Par symétrie des rôles de x et de y, supposons x ď y.
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— 1ercas : si x “ y.

Alors

#

|fpyq ´ fpxq| “ |fpxq ´ fpxq| “ 0

λ|y ´ x| “ λ|x´ x| “ 0

Donc |fpyq ´ fpxq| ď λ|y ´ x|.
D’où f est λ-lipschitzienne.

— 2ndcas : si x ă y.
Alors, I étant un intervalle, rx, ys Ă I et f étant continue (car dérivable)
sur I, f est continue sur rx, ys.
De même, f est dérivable sur sx, yr, et :

@ t P sx, yr, |f 1ptq| ď λ ùñ ´λ ď f 1ptq ď λ

Ainsi, d’après l’Inégalité des Accroissements Finis :

´λpy ´ xq ď fpyq ´ fpxq ď λpy ´ xq ùñ |fpyq ´ fpxq| ď λpy ´ xq

ùñ |fpyq ´ fpxq| ď λ|y ´ x|

pcar y ´ x ě 0q

Donc f est λ-lipschitzienne.

2.12 Théorème de Limite de la Dérivée
Soient a un réel de l’intervalle I, et f une fonction continue en a, et dérivable
sur Iztau.

lim
xÑa

f 1pxq “ l P R ùñ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x´ a
“ l

I est un intervalle, a P I, f est dérivable sur Iztau et lim
xÑa

f 1pxq “ l P R

Montrons que lim
xÑa

fpxq´fpaq
x´a “ l

Montrons d’abord que lim
xÑa`

fpxq´fpaq
x´a “ l

Soit x P IXsa;`8r
On a :

— f continue sur ra;xs p˚q
— f dérivable sur sa;xr (idem)

Donc d’après l’Égalité des accroissements finis :

D cx
∗ P sa;xr: fpxq ´ fpaq “ f 1pcxqpx´ aq

ùñ
fpxq ´ fpaq

x´ a
“ f 1pcxq pcar x ‰ aq

ùñ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x´ a
“ lim
xÑa

f 1pcxq

Or a ď cx ď x
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ùñ lim
xÑa`

a ď lim
xÑa`

cx ď lim
xÑa`

x

lim
xÑa`

a “ lim
xÑa`

x “ a donc d’après le théorème des gendarmes : lim
xÑa`

cx “ a

De plus lim
tÑa`

f 1ptq “ l (par hypothèse) donc par composition :

lim
xÑa`

f 1pcxq “ l ùñ lim
xÑa`

fpxq´fpaq
x´a “ l

On montre de même que lim
xÑa´

fpxq´fpaq
x´a “ l

Finalement on a montré que lim
xÑa`

fpxq´fpaq
x´a “ lim

xÑa´

fpxq´fpaq
x´a “ l

ùñ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x´ a
“ l

p˚q : f est continue sur I puisque dérivable sur Iztau et continue en a, et pa, xq P
I2 donc ra, xs Ă I puisque I est un intervalle

2.13 Formule de Leibniz
Soit n P N. Si f, g sont des fonctions R ÞÑ R toutes deux n fois dérivables sur
D Ă Df , alors f ˆ g est aussi n fois dérivable sur D avec :

pf ˆ gqpnq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn´kq

Par récurrence simple, montrons :
@ n P N, : Ppnq : "si f et g sont n fois dérivables sur D alors f ˆ g aussi avec :

pf ˆ gqpnq “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

f pkqgpn´kq "

I : Pp0q car si f et g sont 0 fois dérivables sur D alors :

pf ˆ gqp0q “ pf ˆ gq “
0
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn´kq

H : Soit n P N, supposons Ppnq.
Soient f et g n` 1 fois dérivables sur D, alors elles sont n fois dérivables sur D

donc d’après Ppnq, pf ˆ gq aussi avec pf ˆ gqpnq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn´kq

Or f et g sont n ` 1 fois dérivables sur D donc @ k P r0, ns, f pkq et gpn´kq sont
dérivables sur D (n ´ k P r0, ns) donc pf ˆ gqpnq est dérivable sur D comme
somme et produit de fonctions dérivables, et donc :

pf ˆ gqpn`1q “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pk`1qgpn´kq `
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn`1´kq

∗. Attention ! cx dépend de x, d’où la notation indicée par x !
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“

n`1
ÿ

k“1

ˆ

n

k ´ 1

˙

f pkqgpn`1´kq

looooooooooooooomooooooooooooooon

l“k`1, puis k“l

`

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn`1´kq

“

n`1
ÿ

k“0

„ˆ

n

k ´ 1

˙

`

ˆ

n

k

˙

f pkqgpn`1´kq

“

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1

k

˙

f pkqgpn`1´kq pFormule de Pascalq

ùñ Ppn` 1q

2.14 Le contre-exemple fondamental
On considère la fonction f : x ÞÑ x2 sinp 1

x q sur R
`.

Prolongement en 0
f est continue sur R`zt0u (comme produit et composée de fonctions continues)
et lim

xÑ0
fpxq “ lim

xÑ0
x2 sin p 1

x q “ 0 P R

pcar x2 ÝÝÝÑ
xÑ0

0 et sinp 1
x q est bornée au voisinage de 0).

Donc f est prolongeable en 0 par continuité en posant fp0q “ 0

Prolongement dérivable
f est dérivable sur R`˚ (comme produit et composé de fonctions dérivables).
Montrons que f convenablement prolongée en 0 est dérivable sur R`,
i.e. lim

xÑ0

fpxq´fp0q
x´0 P R

lim
xÑ0

fpxq´fp0q
x´0 “ lim

xÑ0

fpxq
x “ lim

xÑ0
x sinp 1

x q “ 0 P R

pcar x ÝÝÝÑ
xÑ0

0 et sinp 1
x q est bornée au voisinage de 0).

Donc f est dérivable sur R`

Prolongement non C1

f 1pxq “

#

2x sinp 1
x q ´ cosp 1

x q si x ą 0

0 si x “ 0

Montrons que f n’est pas de classe C1 sur R` en montrant que sa dérivée n’est
pas continue en 0, i.e. lim

xÑ0
f 1pxq ‰ f 1p0q

Montrons que lim
xÑ0

f 1pxq n’existe pas ∗.

Par l’absurde : supposons lim
xÑ0

f 1pxq “ l P R

Prenons @ n P N˚, xn “ 1
nπ ÝÝÝÝÝÑnÑ`8

0

∗. Si lim
xÑ0

f 1pxq n’existe pas, alors elle est différente de f 1p0q !
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On a lim
xÑ0

f 1pxq “ l

Donc lim
nÑ`8

f 1pxnq “ l

Or lim
nÑ`8

f 1pxnq “
2
nπ sinpnπq

loomoon

“0

´ cospnπq
looomooon

p´1qn

“ p´1qn`1

Or, p´1qn`1 n’a pas de limite, ce qui contredit l P R
Donc f 1 n’est pas continue en 0, donc f n’est pas de classe C1 sur R`.

Contre-exemple : réciproque du théorème de limite de la dérivée
On a lim

xÑ0

fpxq´fp0q
x´0 “ 0 P R mais lim

xÑ0
f 1pxq n’existe pas. (cf. précédemment)

Contre-exemple : non-dérivabilité d’un développement limité
lim
xÑ0

fpxq
x “ 0 donc fpxq “ opxq “ 0` 0x` opxq : DL1p0q mais f 1pxq ne possède

pas de DL0p0q car elle n’a pas de limite, ce qui est une condition nécessaire.

Contre-exemple : réciproque de la Formule de Taylor-Young
f admet un développement limité à l’ordre 1 en 0 mais n’est pas C1.

Toute fonction injective est bijective.
En effet, soit f : E Ñ F une fonction injective.
Tout élément de F possède alors au plus un antécédent par f .
Or – c’est bien connu –, qui peut le plus peut le moins !
Tout élément de F possède alors au moins un antécédent par f .
Donc f est surjective, d’où elle est bijective.
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Chapitre 3

Sommes

3.1 Somme des entiers de 1 à n

Soit n P N.
‚ Avec un changement d’indice :

n
ř

k“1

k “
n
ř

k“1

pn` 1q ´ k “
n
ř

k“1

n` 1´
n
ř

k“1

k

ùñ 2
n
ř

k“1

k “ npn` 1q ùñ
n
ÿ

k“1

k “
npn` 1q

2

‚ Avec une somme télescopique :

n
ÿ

k“1

pk ` 1q2 ´ k2 “

n
ÿ

k“1

2k ` 1 “ 2
n
ÿ

k“1

k `
n
ÿ

k“1

1

ùñ

n
ÿ

k“1

pk ` 1q2 ´
n
ÿ

k“1

k2 “ 2
n
ÿ

k“1

k ` n

ùñ 2
n
ÿ

k“1

k “
n`1
ÿ

k“2

k2 ´

n
ÿ

k“1

k2 ´ n

“

n`1
ÿ

k“1

k2 ´ 1´
n`1
ÿ

k“1

k2 ` pn` 1q2 ´ n “ n2 ` n

ùñ

n
ÿ

k“1

k “
npn` 1q

2

‚ Se démontre très bien par récurrence.
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3.2 Formule des sommes géométriques

@ z P C,@ n P N,
n
ÿ

k“0

zk “

#

1´zn`1

1´z si z ‰ 1

n` 1 si z “ 1

Si z “ 1 :
n
ř

k“0

zk “
n
ř

k“0

1k “ n´ 0` 1 “ n` 1

Sinon, si z ‰ 1 :

‚ Avec une somme télescopique :
n
ř

k“0

zk “
n
ř

k“0

zk´zk`1

1´z “ 1
1´z p

n
ř

k“0

zk´
n
ř

k“0

zk`1q

“ 1
1´z p

n
ř

k“0

zk ´
n`1
ř

k“1

zkq “ 1
1´z p

n`1
ř

k“0

zk ´ zn`1 ´
n`1
ř

k“0

zk ` 1q “
1´ zn`1

1´ z

‚ Avec une astuce : notons S “
n
ř

k“0

zk.

Alors zS “
n`1
ÿ

k“1

zk “
n`1
ÿ

k“0

zk ´ 1

ùñ S ´ zS “
n`1
ÿ

k“0

zk ´ zn`1 ´

n`1
ÿ

k“0

zk ` 1

ùñ p1´ zqS “ 1´ zn`1 ùñ S “
1´ zn`1

1´ z

‚ Se démontre très bien par récurrence.

3.3 À propos du coefficient du binôme

DÉFINITION

@ n P N,@ k P rr0;nss,

ˆ

n

k

˙

“
n!

k!pn´ kq!

SYMÉTRIE

@ n P N,@ k P N,

ˆ

n

k

˙

“

ˆ

n

n´ k

˙

Preuve :
1ercas : Si k P rr0;nss :
`

n
k

˘

“ n!
k!pn´kq! “

n!
pn´pn´kqq!pn´kq! “

`

n
n´k

˘

2e cas : Si k ă 0 ou si k ą n :
Par convention,

`

n
k

˘

“ 0 “
`

n
n´k

˘
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FORMULE DE PASCAL

@ n P N,@ k P N,

ˆ

n

k

˙

`

ˆ

n

k ` 1

˙

“

ˆ

n` 1

k ` 1

˙

Preuve :
1ercas : Si k P rr0;n´ 1ss

ˆ

n

k

˙

`

ˆ

n

k ` 1

˙

“
n!

k!pn´ kq!
`

n!

pk ` 1q! pn´ pk ` 1qq
loooooomoooooon

“n´k´1

!

“
n!pk ` 1q

pk ` 1q!pn´ kq!
`

n!pn´ kq

pk ` 1q!pn´ kq!

“
n!

pk ` 1q!pn´ kq!
pk ` 1` n´ kq

“
pn` 1q!

pk ` 1q!ppn` 1q ´ pk ` 1qq!

“

ˆ

n` 1

k ` 1

˙

Autres cas 1 : Si k “ 0 ou k “ n :
`

n
k

˘

`
`

n
k`1

˘

“ 1 “
`

n`1
k`1

˘

Autres cas 2 : Si k ă 0 ou k ą n :
`

n
k

˘

`
`

n
k`1

˘

“ 0 “
`

n`1
k`1

˘

Remarque : On a ici fait le choix de ne pas détailler les cas rentrant dans les
conventions, car cela alourdit considérablement les démonstrations. On a juste
exhibé les conventions mises en question.

3.4 Formule du binôme

@ pa, bq P C2,@ n P N, pa` bqn “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

akbn´k

Par récurrence simple :

I Pp0q car pa` bq0 “ 1 “
`

0
0

˘

a0b0 “
0
ř

k“0

`

0
k

˘

akb0´k

H Soit n P N, supposons Ppnq.

pa` bqn`1 “ pa` bqpa` bqn “ pa` bq
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

akbn´k pd1après Ppnqq

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ak`1bn´k `
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

akbn`1´k
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“

n`1
ÿ

k“1

ˆ

n

k ´ 1

˙

akbn´pk´1q `

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

akbn`1´k

“

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n

k ´ 1

˙

akbn`1´k ´

ˆ

n

´1

˙

a0bn`1´0

loooooooomoooooooon

“0

`

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

akbn`1´k ´

ˆ

n

n` 1

˙

an`1b0

loooooooomoooooooon

“0

“

n
ÿ

k“0

„ˆ

n

k ´ 1

˙

`

ˆ

n

k

˙

akbn`1´k

“

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1

k

˙

akbn`1´k pformule de Pascalq

ùñ Ppn` 1q

3.5 Factorisation de an`1 ´ bn`1

@ pa, bq P C2,@ n P N, an`1 ´ bn`1 “ pa´ bq
n
ÿ

k“0

akbn´k

Soient pa, bq P C2 et n P N.

pa´ bq
n
ÿ

k“0

akbn´k “ a
n
ÿ

k“0

akbn´k ´ b
n
ÿ

k“0

akbn´k

“

n
ÿ

k“0

ak`1bn´k ´
n
ÿ

k“0

akbn`1´k pa, b indépendants de kq

“

n`1
ÿ

k“1

akbn`1´k ´

n
ÿ

k“0

akbn`1´k

“

n`1
ÿ

k“0

akbn`1´k ´ a0bn`1´0 ` an`1b0 ´
n`1
ÿ

k“0

akbn`1´k

“ an`1 ´ bn`1

"Toi et moi, nous nous sommons mieux qu’une somme de Riemann."
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Théorèmes de calcul intégral

4.1.1 Calcul intégral avec une primitive

Soit f une fonction de R dans R continue sur un intervalle I de R, pa, bq P I2

et F une primitive de f sur I.
ż b

a

fptqdt “ rF ptqsba “ F pbq ´ F paq

La fonction f est continue sur l’intervalle I et a P I donc d’après le théorème

fondamental de l’intégration, la fonction Fa : x ÞÑ

ż x

a

fptqdt est l’unique primi-

tive de f sur I qui s’annule en a.
Soit F une autre primitive de f sur I.
F et Fa sont deux primitives de f sur I donc :

D λ P R : @ x P I, F pxq “ Fapxq ` λ

Pour x “ a P I : Fapaq
loomoon

“0

“ F paq ` λ ùñ λ “ ´F paq

Pour x “ b P I : Fapbq “ F pbq ` λ ùñ

ż b

a

fptqdt “ F pbq ´ F paq

4.1.2 Théorème d’intégration par parties

Soient u, v deux fonctions de R dans R de classe C1 sur un intervalle I et
pa, bq P I2.

ż b

a

u1ptqvptqdt “ ruptqvptqsba ´

ż b

a

uptqv1ptqdt
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Posons f : t ÞÑ u1ptqvptq ` uptqv1ptq
u et v sont de classe C1 sur I donc u, v, u1, v1 sont continues sur I donc f est
continue (comme somme et produit de fonctions continues) sur I.
De plus F : t ÞÑ uptqvptq est une primitive de f sur I (car F 1 “ f).
Comme I est un intervalle et pa, bq P I2 :

ż b

a

fptqdt “ rF ptqsba

ùñ

ż b

a

u1ptqvptq ` uptqv1ptqdt “ ruptqvptqsba

ùñ

ż b

a

u1ptqvptqdt`

ż b

a

uptqv1ptqdt “ ruptqvptqsba

ùñ

ż b

a

u1ptqvptqdt “ ruptqvptqsba ´

ż b

a

uptqv1ptqdt

4.1.3 Théorème de changement de variable
Soient f, g deux fonctions de R dans R, f étant de classe C1 sur un intervalle I,
g étant continue sur un intervalle J , et telles que @ x P I, fpxq P J . Alors pour
tout pa, bq P I2 :

ż b

a

f 1pxqgpfpxqqdx “

ż fpbq

fpaq

gpuqdu

La fonction g est continue sur l’intervalle J donc d’après théorème fondamental
de l’intégration, g possède au moins une primitive G sur J .
Posons ϕ : x ÞÑ f 1pxqgpfpxqq.
f est de classe C1 sur I donc f 1 est continue sur I et g est continue donc ϕ est
continue sur I comme produit et composée de fonctions continues.
Posons également φ : x ÞÑ Gpfpxqq qui est une primitive de ϕ sur I (φ est
dérivable sur I et φ1 “ ϕ). Alors :

ż b

a

ϕpxqdx “ rφpxqsba ùñ

ż b

a

f 1pxqgpfpxqqdx “ rGpfpxqqsba

“ Gpfpbqq ´Gpfpaqq

Or
ż fpbq

fpaq

gpuqdu “ rGpuqs
fpbq
fpaq “ Gpfpbqq ´Gpfpaqq (car g est continue sur J et

G en est une primitive). Ainsi :

ż b

a

f 1pxqgpfpxqqdx “

ż fpbq

fpaq

gpuqdu

45



PARTIE I. DÉMONSTRATIONS MPSI

4.2 Intégrale et nullité
Soient pa, bq P R2, f P C0pra, bs,Rq positive.

ż b

a

fpxqdx “ 0 ô @ x P ra, bs, fpxq “ 0

ð @ x P ra, bs, fpxq “ 0 ùñ

ż b

a

fpxqdx “

ż b

a

0dx “ 0pb´ aq “ 0

ñ Supposons que
ż b

a

fpxqdx “ 0. Montrons que @ x P ra, bs, fpxq “ 0.

Montrons que @ x Psa, br, fpxq “ 0.

De là, par continuité de f en a et en b, on aura

$

&

%

fpaq “ lim
xÑa`

fpxq “ lim
xÑa`

0 “ 0

fpbq “ lim
xÑb´

fpxq “ lim
xÑb´

0 “ 0
,

ce qui permettra de conclure la preuve.

Par l’absurde : supposons que D x0 Psa, br: fpx0q ‰ 0.
Donc fpx0q ą 0 car f est positive.
On a lim

xÑx0

fpxq “ fpx0q car f est continue en x0, donc d’après la définition

appliquée à ε “ fpx0q

2 ą 0 :

D η ą 0 : @ x P ra, bs, |x´ x0| ď η ùñ |fpxq ´ fpx0q| ď
fpx0q

2

ùñ ´pfpxq ´ fpx0qq ď
fpx0q

2
ùñ fpxq ě

fpx0q

2

Quitte à réduire η ą 0, on peut supposer que rx0 ´ η, x0 ` ηs Ă ra, bs car
x0 P sa, br.

On a
ż b

a

fpxqdx “ 0 ùñ

ż x0´η

a

fpxq
loomoon

ě0

dx

loooooooomoooooooon

ě0 car aďx0`η

`

ż x0`η

x0´η

fpxqdx
looooooomooooooon

ą0,p˚q

`

ż b

x0`η

fpxq
loomoon

ě0

dx

loooooooomoooooooon

ě0 car x0´ηďb

“ 0

p˚q : fpxq ě
fpx0q

2
ùñ

ż x0`η

x0´η

fpxqdx
looooooomooooooon

x0´ηďx0`η

ě

ż x0`η

x0´η

fpx0q

2
loomoon

indep. x

dx

ùñ

ż x0`η

x0´η

fpxqdx ě fpx0qη ą 0

Donc l’égalité est absurde.
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4.3 Théorème Fondamental de l’Intégration ∗

Pour démontrer ce résultat dont découlent bien d’autres sur les intégrales, il
nous est nécessaire d’admettre les 4 axiomes suivants :

1. Propriété de linéarité :
Si f et g sont deux fonctions de R dans R continues sur un intervalle I,
et pλ, µq P R2, alors pour tout pa, bq P I2 :

ż b

a

λfpxq ` µgpxqdx “ λ

ż b

a

fpxqdx` µ

ż b

a

gpxqdx

2. Relation de Chasles :
Si f est une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, alors pour
tout pa, b, cq P I3 :

ż b

a

fpxqdx “

ż c

a

fpxqdx`

ż b

c

fpxqdx

3. Propriété de croissance :
Si f est une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, alors pour
tout pa, bq P I2 tel que a ď b :

@ x P ra, bs, fpxq ď gpxq ùñ

ż b

a

fpxqdx ď

ż b

a

gpxqdx

4. Intégrale d’une fonction constante :
Si f est une fonction deR dansR constante égale à λ P R sur un intervalle
I, alors pour tout pa, bq P I2 :

ż b

a

fpxqdx “ λpb´ aq

Lemme : Inégalité triangulaire sur les intégrales.
Énoncé : Si f est une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, alors
pour tout pa, bq P I2 tel que a ď b :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fpxq|dx

Preuve :

On a, d’une part, fpxq ď |fpxq| ùñ

ż b

a

fpxqdx ď

ż b

a

|fpxq|dx (car a ď b

∗. Ce théorème ne figurait pas dans les programmes de khôlle, mais ceux-ci s’efforçant de
contenir les théorèmes majeurs, nous avons ajouté le Théorème Fondamental de l’Intégration
à ce recueil. Il est très long – deux fois plus à rédiger qu’à démontrer – et constitue donc un
problème d’une demi-heure, voire plus s’il est demandé d’en démontrer le résultat sans aucune
indication.
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et d’après la propriété de croissance), et, d’autre part, ´fpxq ď |fpxq| ùñ
ż b

a

´fpxqdx ď

ż b

a

|fpxq|dx ùñ ´

ż b

a

fpxqdx ď

ż b

a

|fpxq|dx (d’après la pro-

priété de linéarité).

Ainsi, on a bien

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fpxqdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fpxq|dx .

Théorème Fondamental de l’Intégration :
Énoncé : Soit f une fonction de R dans R continue sur un intervalle I, et a P I.

Alors Fa : x ÞÑ

ż x

a

fptqdt est l’unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Preuve :
Ñ Montrons d’abord que Fa est bien une primitive de f sur I, i.e. :

@ x0 P I, lim
xÑx0

Fapxq ´ Fapx0q

x´ x0
“ fpx0q

Autrement dit :

@ ε ą 0, D η ą 0 : @ x P Iztx0u, |x´ x0| ď η ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Fapxq ´ Fapx0q

x´ x0
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε

Soit x0 P I.
Calcul préliminaire : Pour x P Iztx0u,

Fapxq ´ Fapx0q

x´ x0
´ fpx0q “

1

x´ x0

ˆ
ż x

a

fptqdt´

ż x0

a

fptqdt

˙

´ fpx0q

“
1

x´ x0

ˆ
ż x

x0

fptqdt´ px´ x0qfpx0q

˙

†

“
1

x´ x0

ˆ
ż x

x0

fptqdt´

ż x

x0

fpx0qdt

˙

‡

“
1

x´ x0

ż x

x0

fptq ´ fpx0qdt
§

Soit ε P R`˚.
f étant continue en x0, on a lim

xÑx0

fpxq “ fpx0q, donc, d’après la définition de

la limite appliquée à ε ą 0 :

D η ą 0 : |x´ x0| ď η ùñ |fpxq ´ fpx0q| ď ε p˚q

Soit x P Iztx0u, supposons |x´ x0| ď η.

∗. Les invocations des axiomes on été mises en notes parce qu’elles ne rentraient pas dans
la page... mais il faut les citer quand même dans la démonstration !
†. Relation de Chasles
‡. Intégrale d’une fonction constante
§. Propriété de linéarité
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— 1er cas : si x ą x0.
Alors :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Fapxq ´ Fapx0q

x´ x0
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

|x´ x0|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

x0

fptq ´ fpx0qdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

x´ x0

ż x

x0

|fptq ´ fpx0q|dt

car x´ x0 ě 0 et d1après l1inégalité triangulaire

Or, @ t P rx0, xs, |t´ x0| ď η, en effet :

x0 ď t ď x ùñ 0 ď t´ x0 ď x´ x0 “ |x´ x0| ď η, car x´ x0 ě 0

ùñ |t´ x0| ď η, car t´ x0 ě 0

Donc, d’après p˚q appliquée à t au lieu de x (on a bien t P I, car px, x0q P

I2 ùñ rx0, xs Ă I et t P rx0, xs, et |t´ x0| ď η) :

@ t P rx0, xs, |fptq ´ fpx0q| ď ε

ùñ

ż x

x0

|fptq ´ fpx0q|dt ď

ż x

x0

εdt, car x0 ď x ¶

ùñ
1

x´ x0

ż x

x0

|fptq ´ fpx0q|dt ď ε, car x´ x0 ą 0 ‡

D’où, par transitivité :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Fapxq ´ Fapx0q

x´ x0
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε

— 2ndcas : si x ă x0.
Idem, les changements de signe dans les calculs lors des passages à la
valeur absolue sont compensés par l’utilisation de la propriété de crois-
sance.

Ñ Montrons maintenant que Fa s’annule en a, i.e. Fapaq “ 0.

Fapaq “

ż a

a

fptqdt “

ż a

a

fptqdt`

ż a

a

fptqdt †

Donc Fapaq “ 0 .

Ñ Montrons enfin que Fa est unique.
Soit Ga une primitive de f sur I qui s’annule en a.

†. Relation de Chasles
‡. Intégrale d’une fonction constante
¶. Propriété de croissance
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PARTIE I. DÉMONSTRATIONS MPSI

Posons ϕ “ Fa ´Ga.
ϕ est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables, et :

@ x P I, ϕ1pxq “ F 1apxq ´G
1
apxq

“ fpxq ´ fpxq

“ 0

Or, comme I est un intervalle, ϕ est constante sur I, et ϕpaq “ Fapaq´Gapaq “
0´ 0 “ 0.
Donc :

@ x P I, ϕpxq “ 0 ùñ Fapxq ´Gapxq “ 0

ùñ Fapxq “ Gapxq

ùñ Fa “ Ga

"J’aimerais être une intégrale, pour être sous tes courbes"
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Chapitre 5

Équations différentielles

5.1 Solutions d’une équation différentielle homo-
gène linéaire du 1er ordre

Soient I un intervalle de R et a une fonction de R dans K.
Notons A une primitive de a sur I.
L’ensemble des solutions sur I de l’équation différentielle linéaire du premier
ordre homogène pHq : y1 ` apxqy “ 0 est :

tx ÞÑ λe´Apxq|λ P Ku

La fonction a est continue sur I donc d’après le théorème fondamental de l’in-
tégration, a possède au moins une primitive A sur I.
Soit y dérivable sur I.
Posons z : x ÞÑ ypxqeApxq qui est dérivable sur I comme produit et composée de
fonctions dérivables.
Donc ypxq “ zpxqe´Apxq

D’où @ x P I, y1pxq “ ´ A1pxq
loomoon

“apxq

zpxqe´Apxq ` z1pxqe´Apxq

Donc :

y solution de pHq ô@ x P I, y1pxq ` apxqypxq “ 0

ô@ x P I, z1pxqe´Apxq ´ apxqzpxqe´Apxq ` apxqzpxqe´Apxq “ 0

ô@ x P I, z1pxq e´Apxq
loomoon

‰0

“ 0

ôD λ P K : @ x P I, zpxq “ λ

ô D λ P K : @ x P I, ypxq “ λe´Apxq
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5.2 Solutions d’une équation différentielle linéaire
du 1er ordre

Soient I un intervalle de R, a, b : R ÞÑ K continues sur I et :

pEq : y1 ` apxqy “ bpxq

Si y0 est une solution particulière de pEq alors l’ensemble des solutions de pEq
est :

tx ÞÑ λe´Apxq ` y0|λ P Ku

où A est une primitive de a sur I.

(Avec les notations ci-dessus)
Soit y une fonction dérivable sur I.
Posons z : x ÞÑ ypxq ´ y0pxq, qui est dérivable sur I comme somme de fonctions
dérivables.
Donc @ x P I, ypxq “ zpxq ` y0pxq
Donc @ x P I, y1pxq “ z1pxq ` y10pxq
On a :

y solution de pEq ô @ x P I, y1pxq ` apxqypxq “ bpxq

ô @ x P I, z1pxq ` y10pxq ` apxqpzpxq ` y0pxqq “ bpxq

ô @ x P I, z1pxq ` apxqzpxq ` y10pxq ` apxqy0pxq
loooooooooomoooooooooon

“bpxq

“ bpxq

pcar y0 est une solution particulière de pEqq

ô @ x P I, z1pxq ` apxqzpxq “ 0

ô z solution de pHq

ô D λ P K : @ x P I, zpxq “ λe´Apxq

ô D λ P K : @ x P I, ypxq ´ y0pxq “ λe´Apxq

ô D λ P K : @ x P I, ypxq “ λe´Apxq ` y0pxq

5.3 Méthode de variation de la constante
Soient I un intervalle de R, a, b : R ÞÑ K continues sur I et :

pEq : y1 ` apxqy “ bpxq

Si A désigne une primitive de a sur I, alors il existe une solution particulière de
pEq s’écrivant sous la forme :

y0 : x ÞÑ zpxqe´Apxq

où z désigne une fonction dérivable sur I.
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Posons y0 : x ÞÑ zpxqe´Apxq où z est une fonction dérivable sur I.
Alors :

y0 est solution de pEq

ô@ x P I, y10pxq ` apxqy0pxq “ bpxq

ô@ x P I, z1pxqe´Apxq ´ apxqzpxqe´Apxq ` apxqzpxqe´Apxq “ bpxq

ô@ x P I, z1pxq “ bpxqeApxq

Or x ÞÑ bpxqeApxq est continue sur I comme produit et composée de fonctions
continues donc d’après le Théorème Fondamental de l’Intégration, z1 possède au
moins une primitive sur I ∗.

5.4 Résolution des équations différentielles
linéaires du deuxième ordre à coefficients
constants homogènes dans le cas complexe

Soient pa, b, cq P C3 avec a ‰ 0 et :

pHq : ay2 ` by1 ` cy “ 0

et on note ∆ le discriminant de son équation caractéristique pEcq.
— 1er cas : Si ∆ ‰ 0, alors en notant r1 et r2 les racines distinctes (com-

plexes) de pEcq, alors l’ensemble des solutions de pHq est :

tx ÞÑ λ1e
r1x ` λ2e

r2x|pλ1, λ2q P C
2u

— 2nd cas : si ∆ “ 0, alors en notant r0 la racine double (complexe) de
pEcq, alors l’ensemble des solutions de pHq est :

tx ÞÑ pλ1x` λ2qe
r0x|pλ1, λ2q P C

2u

1er cas : Si ∆ “ b2 ´ 4ac ‰ 0
On note r1, r2 les 2 racines complexes distinctes de pEcq : ar2 ` br ` c “ 0.
Soit y : I Ñ C deux fois dérivable..

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z : I Ñ C

x ÞÑ ypxqe´r1x

z est deux fois dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables.

Alors : @ x P I, ypxq “ zpxqer1x

ùñ @ x P I, y1pxq “ z1pxqer1x ` r1zpxqe
r1x

ùñ @ x P I, y2pxq “ z2pxqer1x ` 2r1z
1pxqer1x ` r2

1zpxqe
r1x

∗. On a bien montré l’existence, grâce au Théorème Fondamental de l’Intégration.
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D1où : y solution de pHq

ô@ x P I, ay2pxq ` by1pxq ` cypxq “ 0

ô@ x P I, apz2pxq��e
r1x ` 2r1z

1pxq��e
r1x ` r2

1zpxq�
�er1xq

` bpz1pxq��e
r1x ` r1zpxq��e

r1xq ` czpxq��e
r1x “ 0 per1x ‰ 0q

ô@ x P I, az2pxq ` p2ar1 ` bq
loooomoooon

“apr1´r2q p˚q

z1pxq ` par2
1 ` br1 ` cq

loooooooomoooooooon

“0 car sol pEcq

zpxq “ 0

ô@ x P I, z2pxq ` pr1 ´ r2qz
1pxq “ 0 pcar a ‰ 0q

(p˚q : 2ar1`b “ 2apr1`
b

2a q “ 2apr1´
1
2 p´

b
a qq “ 2apr1´

1
2 pr1`r2qq “ apr1´r2q

(en utilisant les relations coefficients-racines))
Ce qui est une équation différentielle du 1er ordre en z1.
Or x ÞÑ r1 ´ r2 a pour primitive sur I la fonction x ÞÑ pr1 ´ r2qx

Donc : y solution de pHq

ô D λ P C : @ x P I, z1pxq “ λe´pr1´r2qx

ôD pλ, µq P C2 : @ x P I, zpxq “ λ
e´pr1´r2qx

´pr1 ´ r2q
` µ pcar r1 ‰ r2q

ô D pλ, µq P C2 : @ x P I, zpxqer1x
looomooon

“ypxq

“ er1xp
e´pr1´r2qx

´pr1 ´ r2q
` µq

ô D pλ, µq P C2 : @ x P I, ypxq “
´λ

r1 ´ r2
er2x ` µer1x

Posons λ1 “ µ P C et λ2 “
´λ
r1´r2

P C

Donc D pλ1, λ2q P C
2 : @ x P I, ypxq “ λ1e

r1x ` λ2e
r2x

2nd cas : si ∆ “ b2 ´ 4ac “ 0
On note r0 la racine double complexe de pEcq.
On procède de même en posant zpxq “ ypxqe´r0x

Donc on a de même :

y solution de pHq

ô@ x P I, az2pxq ` p2ar0 ´ bq
loooomoooon

“0 car r0“
´b
2a

z1pxq ` par2
0 ` br0 ` cq

loooooooomoooooooon

“0 car r0 racine de pEcq

zpxq “ 0

ô@ x P I, z2pxq “ 0 pcar a ‰ 0q

ôD pλ1, λ2q P C
2 : zpxq “ λ1x` λ2

ô D pλ1, λ2q P C
2 : ypxq “ pλ1x` λ2qe

r0x
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5.5 Résolution des équations différentielles
linéaires du deuxième ordre à coefficients
constants homogènes dans le cas réel ∗

Soient pa, b, cq P R3 avec a ‰ 0 et :

pHq : ay2 ` by1 ` cy “ 0

et on note ∆ le discriminant de son équation caractéristique pEcq.
— 1er cas : Si ∆ ą 0, alors en notant r1 et r2 les racines distinctes (rélles)

de pEcq, alors l’ensemble SH des solutions de pHq est :

tx ÞÑ λ1e
r1x ` λ2e

r2x|pλ1, λ2q P R
2u

— 2e cas : si ∆ “ 0, alors en notant r0 la racine double (rélle) de pEcq, alors
l’ensemble SH des solutions de pHq est :

tx ÞÑ pλ1x` λ2qe
r0x|pλ1, λ2q P R

2u

— 3e cas : Si ∆ ă 0, en notant r1,2 “ α˘iβ avec pα, βq P R2 les deux racines
distinctes (complexes conjuguées) de pEcq, l’ensemble SH des solutions
de pHq est :

tx ÞÑ eαxrλ1 cospβxq ` λ2 sinpβxqs|pλ1, λ2q P R
2u

1er cas : Si ∆ “ b2 ´ 4ac ą 0
Notons r1 et r2 les deux racines rélles distinctes.
On veut montrer que SH “ tx ÞÑ λ1e

r1x ` λ2e
r2x|pλ1, λ2q P R

2u

Ą : Soit y : x ÞÑ λ1e
r1x ` λ2e

r2x

On a bien y : I Ñ R deux fois dérivable sur I.
On a aussi y : I Ñ C et pλ1, λ2q P C

2 (car R Ă C)
Donc y est de la forme des solutions de pHq dans le cas complexe où
∆ ‰ 0.

Ă : Soit y une solution de pHq,
i.e. y : I Ñ R est deux fois dérivable sur I telle que :
@ x P I, ay2pxq ` by1pxq ` cypxq “ 0
Comme y : I Ñ C, on a d’après le théorème dans le cas complexe :
D pµ1, µ2q P C

2 : ypxq “ µ1e
r1x ` µ2e

r2x

Or y : I Ñ R donc yp0q P R et y1p0q P R

∗. Nous n’avions pas en khôlle à démontrer ce théorème, mais cette démonstration est
simple (un peu moins pour le troisième cas, plus délicat).
Le but de chaque cas est de montrer l’égalité entre deux ensembles : l’ensemble des solutions
et l’ensemble des fonctions ayant une certaine forme.
L’idée est la même pour chaque cas : l’inclusion réciproque est une simple vérification (en se
servant de R Ă C), l’inclusion directe invoque le cas dans C puis montre qu’en fait tous les
éléments sont réels.
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Soit donc :

#

µ1 ` µ2 P R pL1q

r1µ1 ` r2µ2 P R pL2q

Comme r1 ‰ r2 :
pL2q´r2pL1q

r1´r2
ùñ µ1 “

y1p0q´r2yp0q
r1´r2

P R
pL2q´r1pL1q

r2´r1
ùñ µ2 “

y1p0q´r1yp0q
r2´r1

P R

Posons λ1 “ µ1 P R et λ2 “ µ2 P R

Donc D pλ1, λ2q P R
2 : @ x P I, ypxq “ λ1e

r1x ` λ2e
r2x

2e cas : Si ∆ “ b2 ´ 4ac “ 0
Même étude : notons r0 la racine réelle double.
On veut montrer que SH “ tx ÞÑ pλ1x` λ2qe

r0x|pλ1, λ2q P R
2u

Ą : Soit y : x ÞÑ pλ1x` λ2qe
r0x

On a bien y : I Ñ R deux fois dérivable sur I.
On a aussi y : I Ñ C et pλ1, λ2q P C

2 (car R Ă C)
Donc y est de la forme des solutions de pHq dans le cas complexe où
∆ “ 0.

Ă : Soit y une solution de pHq,
i.e. y : I Ñ R est deux fois dérivable sur I telle que
@ x P I, ay2pxq ` by1pxq ` cypxq “ 0
Comme y : I Ñ C, on a d’après le théorème dans le cas complexe :
D pµ1, µ2q P C

2 : ypxq “ pµ1x` µ2qe
r0x

Or y : I Ñ R donc yp0q P R et y1p0q P R

Soit donc :

#

µ2 P R pL1q

µ1 ` r0µ2 P R pL2q

pL1q ùñ µ2 “ yp0q P R
pL2q ùñ µ2 “ y1p0q ´ r0µ1 P R

Posons λ1 “ µ1 P R et λ2 “ µ2 P R

Donc D pλ1, λ2q P R
2 : @ x P I, ypxq “ pλ1x` λ2qe

r0x

3e cas : Si ∆ “ b2 ´ 4ac ă 0
Notons α˘ iβ (α et β réels) les deux racines complexes conjuguées de pEcq.
On veut montrer que SH “ tx ÞÑ rλ1 cospβxq ` λ2 sinpβxqseαx|pλ1, λ2q P R

2u

Ą : Soit y : x ÞÑ pλ1 cospβxq ` λ2 sinpβxqqeαx

On a bien y : I Ñ R deux fois dérivable sur I.
On a aussi y : I Ñ C et pλ1, λ2q P C

2 (car R Ă C)
Et @ x P I, ypxq “ eαxpλ1 cospβxq ` λ2 sinpβxqq

“ eαxpλ1
eβx`e´βx

2 ` λ2
eβx´e´βx

2 q

“ p
λ1

2
`
λ2

2i
q

looooomooooon

“µ1PC

epα`iβqx ` p
λ1

2
´
λ2

2i
q

looooomooooon

“µ2PC

epα´iβqx

Donc y est de la forme des solutions de pHq dans le cas complexe où
∆ ‰ 0.

Ă : Soit y une solution de pHq,
i.e. y : I Ñ R est deux fois dérivable sur I telle que :

56



CHAPITRE 5. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES MPSI

@ x P I, ay2pxq ` by1pxq ` cypxq “ 0
Comme y : I Ñ C, on a d’après le théorème dans le cas complexe :
D pµ1, µ2q P C

2 : ypxq “ µ1e
pα`iβqx ` µ2e

pα´iβqx “ eαxpµ1e
iβx ` µ2e

´iβxq

“ eαxrpµ1 ` µ2q
loooomoooon

“λ1

cospβxq ` ipµ1 ´ µ2q
loooomoooon

“λ2

sinpβxqs

Or y : I Ñ R donc yp0q P R et y1p0q P R

Soit donc :

#

µ1 ` µ2 “ λ1 P R pL1q

pα` iβqµ1 ` pα´ iβqµ2 “ αλ1 ` βλ2 P R pL2q

ùñ λ2 “
y1p0q ´ αλ1

β
P R (β ‰ 0 car ∆ ă 0)

Donc D pλ1, λ2q P R
2 : @ x P I, ypxq “ pλ1 cospβxq ` λ2 sinpβxqqeαxq

Pourquoi x ÞÑ ex est plutôt banale ?
Parce qu’elle n’arrive pas à se différentier..

57



Chapitre 6

Structures algébriques et
ensembles

6.1 La relation de divisibilité dans N est une re-
lation d’ordre partielle

Réflexivité : Soit p P N. p | p car p “ 1ˆ p

Antisymétrie :
Lemme : @ pp, qq P NˆN˚, p | q ùñ p ď q
Soit pp, qq P NˆN˚, supposons p | q, i.e. D k P N˚ : q “ pk
(k ‰ 0 car k “ 0 ñ q “ 0 : exclu, et tout est positif)
Donc k ě 1 ñ pk ě pñ p ď q

Preuve : Soit pp, qq P N2.
Supposons p | q et q | p.
1ercas : si q “ 0, alors q | p ùñ D k P Z : qk

loomoon

“0

“ p ùñ p “ q “ 0

2e cas : si p “ 0, alors p | q ùñ D k P Z : pk
loomoon

“0

“ q ùñ p “ q “ 0

3e cas : Si pp, qq P pN˚q2

D’après le lemme :

#

p | q ùñ p ď q

q | p ùñ q ď p
ùñ p “ q

(car ď est antisymétrique)
Transitivité : Soit pp, q, rq P N3.

#

p | q

q | r
ùñ

#

D k P Z : q “ pk

D k1 P Z : r “ qk1
ùñ r “ qk1 “ ppkk1q ùñ p | r

Relation partielle : Contre-exemple ∗ : ni 2 | 3, ni 3 | 2

∗. On montre qu’elle n’est pas totale
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6.2 Caractérisation séquentielle de la borne su-
périeure dans R

Soit A une partie de R.

v “ suppAq ô

#

v est un majorant deA

D punqnPN P A
N : lim

nÑ`8
un “ v

ñ Supposons que v “ suppAq.
Ñ v est le plus petit des majorants de A.
Ñ Montrons que D punqnPN P AN : lim

nÑ`8
un “ v

Soit n P N.
v ´ 1

n`1 ă v donc ce n’est pas un majorant de A.
Donc D un P A : un ą v ´ 1

n`1
∗

@ n P N, un P A, donc on peut construire une suite punqnPN P AN telle que
@ n P N, v ´ 1

n`1 ă un ď v, et donc : @ n P N, v ´ 1
n`1 ď un ď v †

Or lim
nÑ`8

v ´ 1
n`1 “ lim

nÑ`8
v “ v

D’après le théorème des gendarmes : lim
nÑ`8

un “ v

ð Supposons

#

v est un majorant deA

D punqnPN P A
N : lim

nÑ`8
un “ v

Montrons que v “ suppAq
Ñ v majore A
Ñ Montrons que v est le plus petit des majorants de A :
Soit M un majorant de A.
Donc @ n P N, un ďM ùñ lim

nÑ`8
un ď lim

nÑ`8
M ùñ v ďM

6.3 Toute partie de Z non vide et majorée pos-
sède un maximum

Soit A une partie de Z non vide et majorée.
Comme Z Ă R, A Ă R donc d’après le théorème fondamental de l’analyse,

∗. Dans un contexte de borne supérieure (note : un maximum est une borne supérieure,
note2 : la réciproque est fausse), il est courant d’utiliser ce raisonnement :
Soit E un ensemble possédant une borne supérieure notée s.
On exhibe un réel strictement positif – notons-le pour ce exemple u (il dépend souvent d’un
entier n, en vue de construire une suite, auquel cas on l’indice par ce n – voir démonstrations
de ce chapitre), qui par sa stricte positivité permet d’écrire que s´ u ă s.
Or s est une borne supérieure donc c’est le plus petit des majorants (de E), donc s ´ u ne
peut pas être un majorant de E, donc il existe un e P E tel que s´ u ă e ď s.
Ensuite, l’exploitation de ce résultat dépend de l’objectif à démontrer.
†. Pour rappel, attention à bien passer à des inégalités larges pour le théorème des gen-

darmes ! Quoi qu’il en soit, les inégalités strictes impliquent les larges, mais il faut tout de
même le signaler.
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v “ suppAq existe.
Ñ Montrons que maxpAq “ v en montrant que v P A.
v est le plus petit des majorants de A et v ´ 1 ă v
Donc v ´ 1 n’est pas un majorant de A
Donc D x P A : x ą v ´ 1
D’autre part, v est un majorant de A donc x ď v
On a donc D x P A : v ´ 1 ă x ď v
Ñ Montrons que x “ v
Par l’absurde : supposons x ‰ v
Donc v ´ 1 ă x ă v
Comme v est le plus petit des majorants de A, x n’est pas un majorant de A
donc D y P A : y ą x
Donc D y P A : x ă y ď v
Ainsi D px, yq P A2 : v ´ 1 ă x ă y ď v ùñ v ´ 1´ y ă x´ y ă 0
Or y ď v ùñ v ´ y ě 0 ùñ v ´ 1´ y ě ´1
Donc ´1 ď v ´ 1´ y ă x´ y ă 0
Donc ´1 ă x´ y ă 0
Or px, yq P Z2 car A Ă Z

Donc

#

x´ y P Z

´1 ă x´ y ă 0
, ce qui est absurde.

6.4 Caractérisation séquentielle de la densité

Soit A Ă R.

A dense dansRô @ x P R, D punqnPN P A
N : lim

nÑ`8
un “ x

ñ Supposons A dense dans R, i.e. @ ε ą 0,@ x P A, D y P R : |x´ y| ď ε p˚q

Montrons que @ x P R, D punqnPN P AN : lim
nÑ`8

un “ x

Soient x P R et n P N.
D’après p˚q appliquée à ε “ 1

n`1 ą 0 et à x :
D un P A : |x´ un| “ |un ´ x| ď

1
n`1

Or lim
nÑ`8

1
n`1 “ 0 donc d’après le théorème des gendarmes : lim

nÑ`8
un “ x

ð Supposons @ x P R, D punqnPN P AN : lim
nÑ`8

un “ x p˚q

Montrons que A dense dans R, i.e. @ ε ą 0,@ x P A, D y P R : |x´ y| ď ε
Soit x P R
On a d’après p˚q : D punqnPN P A

N : lim
nÑ`8

un “ x

D’après la définition de un Ñ x :
@ ε ą 0, D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |un ´ x| ď ε
Posons y “ un0 P A

On a donc n0 ě n0 ùñ |un0
´ x| ď ε ùñ |y ´ x| “ |x´ y| ď ε
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6.5 Densités de Q et de RzQ dans R
Lemme : @ px, yq P QˆRzQ, x` y P RzQ
Montrons-le par l’absurde :
Soit px, yq P QˆRzQ, supposons x` y P Q.
x P Q ùñ ´x P Q
Donc x` y

loomoon

PQ

` p´xq
loomoon

PQ

“ y P Q ce qui contredit l’hypothèse.

Q est dense dans R
D’après le théorème de caractérisation séquentielle de la densité, montrons que :

@ x P R, D punqnPN P Q
N : lim

nÑ`8
un “ x

Soit x P R
@ n P N, posons un “

txˆ10nu

10n P D Ă Q

On sait que |un ´ x| ď 10´n

Or lim
nÑ`8

10´n “ 0

Donc d’après le théorème des gendarmes, lim
nÑ`8

un “ x

RzQ est dense dans R
Soit x P R
On sait que

?
2 P RzQ

x`
?

2 P R donc d’après la preuve précédente :
D pvnqnPN P Q

N : lim
nÑ`8

vn “ x`
?

2

Posons @ n P N, un “ vn ´
?

2 P RzQ (d’après le lemme)
On a lim

nÑ`8
un “ lim

nÑ`8
vn ´

?
2 “ x`

?
2´

?
2 “ x

Donc lim
nÑ`8

un “ x

D’après le théorème de caractérisation séquentielle de la densité,
RzQ est dense dans R

6.6 Une condition suffisante pour être un sous-
groupe

Soient pG, ‹q un groupe, et H une partie de G.

Montrons que si

#

H ‰ H

@ px, yq P H2, x ‹ y´1 P H
alors pH, ‹q est un sous-groupe

de pG, ‹q (i.e. H Ă G, et pH, ‹q est un groupe).

Supposons

#

H ‰ H

@ px, yq P H2, x ‹ y´1 P H
.

On sait que H Ă G.
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Montrons que pH, ‹q est un groupe.
pG, ‹q est un groupe, donc notons e son élément neutre.
ÝÑ Montrons que ‹ est une loi de composition interne dans H
(i.e. @ px, yq P H2, x ‹ y P H).
H ‰ H, donc notons x P H.
On a x ‹ x´1 P H ùñ e P H, car x P G, puisque H Ă G.
En outre, e ‹ y´1 P H ùñ y´1 P H, car e P H.
Enfin, si l’on note y P H, on a x ‹ py´1q´1 P H ùñ x ‹ y P H, car y´1 P H.
ÝÑ Montrons que ‹ est associative sur H (i.e. @ px, y, zq P H3, px ‹ yq ‹ z “
x ‹ py ‹ zq).
On sait ‹ associative sur G.
Or, H Ă G.
Donc ‹ est associative sur H.

ÝÑ Montrons que e est élément neutre de pH, ‹q

˜

i.e. @ x P H,

#

x ‹ e “ x

e ‹ x “ x

¸

.

Comme montré précédemment, e P H.
Or, H Ă G.

Donc @ x P H,

#

x ‹ e “ x

e ‹ x “ x
.

ÝÑ Montrons que tout élément de H est symétrisable par ‹
˜

i.e. @ x P H, D y P H :

#

x ‹ y “ e

y ‹ x “ e

¸

.

Soit x P H.
On a x P G.
Donc x est symétrisable dans G.
Posons ainsi y “ x´1 P H (comme montré précédemment).

On a bien alors

#

x ‹ y “ e

y ‹ x “ e
.

6.7 Formule du binôme dans un anneau

Soient pA,`,ˆq un anneau, px, yq P A2, et n P N.
Si x et y commutent alors on a :

px` yqn “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xkyn´k

Soient x et y dans A qui commutent.

Montrons par récurrence simple @ n P N,Ppnq : ”px` yqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

xkyn´k”

I Pp0q : px` yq0 “ 1A “ 1ˆ 1A ˆ 1A “
`

0
0

˘

x0y0´0 “
0
ř

k“0

`

0
k

˘

xky0´k
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H Soit n P N, supposons Ppnq.

px` yqn`1 “ px` yqpx` yqn “ px` yq
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xkyn´k pd1après Ppnqq

“ x
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xkyn´k ` y
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xkyn´k pdistributivitéq

“

n
ÿ

k“0

x

ˆ

n

k

˙

xkyn´k `
n
ÿ

k“0

y

ˆ

n

k

˙

xkyn´k

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xˆ xkyn´k `
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

y ˆ xkyn´k pcar

ˆ

n

k

˙

P Nq

“

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xk`1yn´k `
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xky ˆ yn´k

px et y commutent donc xk et y aussiq

“

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n

k ´ 1

˙

xkyn`1´k `

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

xkyn`1´k

´

ˆ

n

´1

˙

x0yn`1

looooooomooooooon

“0

´

ˆ

n

n` 1

˙

xn`1y0

looooooooomooooooooon

“0

pchangement d1indiceq

“

n`1
ÿ

k“0

„ˆ

n

k ´ 1

˙

`

ˆ

n

k

˙

xkyn`1´k

“

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1

k

˙

xkyn`1´k pFormule de Pascalq

ùñ Ppn` 1q

6.8 Propriétés d’anneaux et de corps

6.8.1 Les éléments inversibles d’un anneau forment un
groupe par ˆ

Soit pA,`,ˆq un anneau et UA l’ensemble de ses éléments inversibles.
Montrons que pUA,ˆq est un groupe.

Ñ ˆ est une l.c.i. sur UA car @ px, yq P U2
A, x ˆ y P UA puisque si x, y sont

inversibles, i.e. symétrisables pour ˆ, alors xˆ y aussi.

Ñ ˆ est associative sur UA car UA Ă A et "qui peut le plus peut le moins".

Ñ 1A est élément neutre de ˆ sur UA car 1A P UA puisqu’inversible et @ x P
UA, x P Añ xˆ 1A “ 1A ˆ x “ x.
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Ñ Tous les éléments de UA sont symétrisables pour ˆ dans UA par définition,
et @ x P A, x´1 inversible ñ x´1 P UA.

6.8.2 Tout corps est un anneau intègre
Considérons un corps pA,`,ˆq

— Donc pA,`,ˆq est non nul
— ˆ est commutative ;

— Montrons que @ px, yq P A2, xˆ y “ 0A ô

$

’

&

’

%

x “ 0A

ou

y “ 0A
ð La réciproque est vraie dans tout anneau.
ñ Supposons xˆ y “ 0A

Par l’absurde : supposons

#

x ‰ 0A

y ‰ 0A
.

On a :
xˆ y “ 0A

ùñ x´1 ˆ xˆ y “ x´1 ˆ 0Ap˚q
ùñ y “ 0A ce qui contredit l’hypothèse.
p˚q x´1 existe car x´1 ‰ 0A et pA,`,ˆq est un corps.

"Et si on engendrait un groupe libre ?"
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Chapitre 7

Limites

7.1 Unicité de la limite

Soient pxnqnPN P RN et pl, l1q P R2 tels que

#

xn Ñ l

xn Ñ l1

Montrons que l “ l1

Par l’absurde, supposons l ‰ l1

Comme les rôles de l et l1 sont symétriques, supposons l ă l1

On sait que lim
nÑ`8

xn “ l et lim
nÑ`8

xn “ l1

Donc d’après les définitions appliquées à ε “ l1´l
3 ą 0 :

#

D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |xn ´ l| ď
l1´l

3

D n1 P N : @ n P N, n ě n1 ùñ |xn ´ l
1| ď l1´l

3

Posons n “ maxtn0;n1u

#

n ě n0

n ě n1

ùñ

#

|xn ´ l| ď
l1´l

3

|xn ´ l
1| ď l1´l

3

ùñ

#

xn ´ l ď
l1´l

3 pL1q

´pxn ´ l
1q ď l1´l

3 pL2q

pL1q ùñ
2l1´l

3 ď xn

pL2q ùñ
2l´l1

3 ě xn

Par transitivité : 2l1´l
3 ď 2l´l1

3 ùñ 2l1 ´ l ď 2l ´ l1 ùñ l1 ď l
Ce qui contredit l’hypothèse.

7.2 Limite d’une somme
Soient pxnqnPN et pynqnPN tendant respectivement vers l et l1 (nous traitons le
cas où les limites sont réelles).
Montrons que lim

nÑ`8
xn ` yn “ l ` l1,

i.e. @ ε ą 0, D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |pxn ` ynq ´ pl ` l
1q| ď ε
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Soit ε ą 0.
D’après la définition de xn Ñ l appliquée à ε

2 ą 0 :

D n1 P N : @ n P N, n ě n1 ùñ |xn ´ l| ď
ε

2

D’après la définition de yn Ñ l appliquée à ε
2 ą 0 :

D n2 P N : @ n P N, n ě n2 ùñ |yn ´ l
1| ď

ε

2

Posons n0 “ maxtn1;n2u P N

Soit n P N

n ě n0 ùñ

#

n ě n1

n ě n2

ùñ

#

|xn ´ l| ď
ε
2

|yn ´ l
1| ď ε

2

ùñ |pxn ` ynq ´ pl ` l
1q| ď |xn ´ l| ` |yn ´ l

1| ď
ε

2
`
ε

2
pinégalité triangulaireq

ùñ |pxn ` ynq ´ pl ` l
1q| ď ε

7.3 Composition de la limite d’une suite par une
fonction

Soient f une fonction de R dans R, pxnqnPN P DNf et pa, lq P R
2
.

$

&

%

lim
nÑ`8

xn “ a

lim
xÑa

fpxq “ l
ùñ lim

nÑ`8
fpxnq “ l

On distingue 4 cas, selon si

$

’

&

’

%

a P R

ou

a “ `8

et si

$

’

&

’

%

l P R

ou

l “ `8

(les cas en ´8

sont immédiats par ceux en `8) mais leurs démonstrations sont pratiquement
identiques. On ne traite ici que le cas où a “ `8 et l P R.

Supposons

$

&

%

lim
nÑ`8

xn “ `8

lim
xÑ`8

fpxq “ l P R

Montrons que lim
nÑ`8

fpxnq “ l, i.e. :

@ ε P R`˚, D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |fpxnq ´ l| ď ε

Soit ε P R`˚.
D’après la définition de lim

xÑ`8
fpxq “ l P R appliquée à ε P R`˚, on a :

D η P R`˚ : @ x P Df , x ě η ùñ |fpxq ´ l| ď ε
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Or, d’après la définition de lim
nÑ`8

xn “ `8 appliquée à A “ η P R`˚, on a :

D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ xn ě η

ùñ |fpxnq ´ l| ď ε

pcar @ n P N, xn P Df q

7.4 Théorème des Limites Monotones
‚ Soient f une fonction de R dans R, pa, bq P R

2
tel que a ă b et sa, brĂ Df .

Si f est croissante et majorée sur sa, br alors lim
xÑb´

fpxq P R.

Soient f : RÑ R et pa, bq P R2 tel que a ă b.
Supposons f croissante et majorée sur sa, br.
Montrons que lim

xÑb´
fpxq P R.

Posons A “ fpsa, brq.
— A ‰ H, car fpa`b2 q P A, puisque a ă b ;
— A Ă R, car f : RÑ R ;
— A est majoré, car f est majorée sur sa, br.

Donc, d’après le Théorème Fondamental de l’Analyse, l “ suppAq P R.
Montrons que lim

xÑb´
fpxq “ l, i.e. :

@ ε P R`˚, D η P R`˚ : @ x Psa, br, |x´ b| ď η ùñ |fpxq ´ l| ď ε

Soit ε P R`˚.
l ´ ε ă l, donc l ´ ε ne majore pas A, d’où D x0 Psa, br: fpx0q ą l ´ ε.
Posons η “ b´ x0 P R

`˚ (car b ą x0).
Soit x Psa, br, supposons |x´ b| ď η.
Alors :

|x´ b| ď b´ x0 ùñ ´px´ bq ď b´ x0

ùñ x ě x0

ùñ fpxq ě fpx0q pcar f est croissante sursa, brq

ùñ l ´ ε ď fpxq ď l ` ε ppar transitivitéq

ùñ |fpxq ´ l| ď ε

"Tu es l’asymptote de mon cœur, j’aimerai me rapprocher de toi indéfiniment."
Bonus : "Je te pousserai jusqu’à la limite du possible si tu me montres ton comportement
asymptotique."
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Chapitre 8

Suites

8.1 Une suite convergente est bornée

Supposons punqnPN converge, i.e. D l P R : lim
nÑ`8

un “ l

Montrons que punqnPN est bornée, i.e. DM P R : @ n P N, |un| ďM .
D’après la définition de un Ñ l appliquée à ε “ 1 ą 0 :

D n0, P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |un ´ l| ď 1 p˚q

Posons M “ maxt|u0|, . . . , |un0´1|, |l| ` 1u P R
Soit n P N.
1er cas : si n ě n0

Alors d’après p˚q :
|un ´ l| ď 1 ùñ |un| ´ |l| ď ||un| ´ |l|| ď |un ´ l| ď 1 (inégalités triangulaires)
ùñ |un| ď |l| ` 1 ďM (car M est le max d’un ensemble contenant |l| ` 1)
ùñ |un| ďM
2nd cas : Si n ă n0, alors n ď n0 ´ 1
Alors |un| P t|u0|, . . . , |un0´1|, |l| ` 1u
Donc |un| ďM

Dans tous les cas |un| ďM

8.2 Théorème des suites extraites (cas de la li-
mite finie)

Soient punqnPN P RN, ϕ : NÑ N strictement croissante et l P R.

lim
nÑ`8

un “ l ùñ lim
nÑ`8

uϕpnq “ l

Lemme : Montrons par récurrence simple @ n P N,Ppnq : ”ϕpnq ě n”

I Pp0q car ϕ : NÑ N donc ϕp0q P N donc ϕp0q ě 0
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H Soit n P N, supposons Ppnq.
n` 1 ą n ùñ ϕpn` 1q ą ϕpnq (car ϕ est strictement croissante)
ùñ ϕpn` 1q ą ϕpnq ě n (d’après Ppnq)
ùñ ϕpn` 1q ą n ùñ ϕpn` 1q ě n` 1 ùñ Ppn` 1q

Preuve : Supposons un Ñ l
Montrons que uϕpnq Ñ l,
i.e. @ ε ą 0, D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |uϕpnq ´ l| ď ε

Soit ε ą 0
D’après la définition de un Ñ l appliquée à ε ą 0 :

D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |un ´ l| ď ε p˚q

Soit n P N
n ě n0 ùñ ϕpnq ě ϕpn0q ě n0 ùñ ϕpnq ě n0

(car ϕ est croissante, et d’après le lemme)
Et donc d’après p˚q appliquée à ϕpnq au lieu de n : |uϕpnq ´ l| ď ε

8.3 Théorème de limite monotone
‚ Une suite de réels croissante (respectivement décroissante) et majorée (res-
pectivement minorée) converge.

‚ Une suite de réels croissante (respectivement décroissante) et non majorée
(respectivement non minorée) tend vers `8 (respectivement ´8).

Convergence
Soit punqnPN P RN croissante et majorée.
Posons A “ tun|n P Nu
A est une partie de R (car punqnPN P RN) non vide (car u0 P A) et majorée (car
punqnPN l’est).
Donc d’après le théorème fondamental de l’analyse, l “ suppAq existe.
Montrons que lim

nÑ`8
un “ l,

i.e. @ ε ą 0, D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |un ´ l| ď ε

Soit ε ą 0
l ´ ε ă l donc ce n’est pas un majorant de A, donc D n0 P N : un0

ě l ´ ε
Soit n P N
n ě n0 ùñ un ě un0 (car punqnPN est croissante)
ùñ l ´ ε ď un0 ď un ď l ď l ` ε
ùñ ´ε ď un ´ l ď ε

ùñ |un ´ l| ď ε
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Divergence
Soit punqnPN P RN croissante et non majorée.
Montrons que lim

nÑ`8
un “ `8,

i.e. @A ą 0, D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ un ě A

Soit A ą 0.
A n’est pas un majorant de punqnPN (car elle n’est pas majorée)
Donc D n0 P N : un0 ě A
Soit n P N
n ě n0 ùñ un ě un0

ě A (car punqnPN est croissante)
Donc un ě A

8.4 Théorème des suites adjacentes

Si pxnqnPN et pynqnPN sont adjacentes (i.e.

$

’

’

&

’

’

%

pxnqnPN croissante

pynqnPN décroissante

lim
nÑ`8

yn ´ xn “ 0

), alors :

— elles convergent vers la même limite l P R
— @ n P N, l P rxn, yns

Soit ppxnqnPN, pynqnPNq P pRNq2.

Supposons

$

’

’

&

’

’

%

pxnqnPN croissante

pynqnPN décroissante

lim
nÑ`8

yn ´ xn “ 0

Lemme : montrons que @ n P N, xn ď yn par l’absurde.
Supposons que D n0 P N : xn0

ą yn0
.

Posons @ n P N, un “ yn ´ xn.
Alors un`1 ´ un “ yn`1 ´ xn`1 ´ yn ` xn “ pyn`1 ´ ynq ´ pxn`1 ´ xnq ď 0
car pxnqnPN est croissante et pynqnPN est décroissante.
Donc punqnPN est décroissante.
D’où :

@ n ě n0, un ď un0
ùñ lim

nÑ`8
un ď lim

nÑ`8
un0

ùñ 0 ď un0

ùñ 0 ď yn0
´ xn0

ùñ xn0
ď yn0

, ce qui contredit l1hypothèse.
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Preuve : On a @ n P N, xn ď yn ď y0, car pynqnPN est décroissante et d’après
le lemme.
Donc pxnqnPN est majorée.
D’où, d’après le Théorème des Limites Monotones, pxnqnPN converge.
Notons l sa limite.
De même, on a @ n P N, x0 ď xn ď yn, car pxnqnPN est croissante et d’après le
lemme.
Donc pynqnPN est minorée.
D’où, d’après le Théorème des Limites Monotones, pynqnPN converge.
Notons l’ sa limite.
Alors :

lim
nÑ`8

yn ´ xn “ 0 ùñ lim
nÑ`8

yn ´ lim
nÑ`8

xn “ 0

ùñ l1 ´ l “ 0

ùñ l “ l1

Montrons que @ n P N, l P rxn, yns :
Soit n P N.

@ p P N, p ě n ùñ xn ď xp ď yp ď yn pcf. ci´ dessusq

ùñ lim
pÑ`8

xn ď lim
pÑ`8

xp ď lim
pÑ`8

yp ď lim
pÑ`8

yn

ùñ xn ď l ď l ď yn pxn et yn sont indépendants de pq

ùñ l P rxn, yns

8.5 Explicitation des suites récurrentes linéaires
d’ordre 2

Soit une suite pznqnPN vérifiant :

@ n P N, azn`2 ` bzn`1 ` czn “ 0

et d’équation caractéristique pEcq : ar2 ` br ` c “ 0, de discriminant ∆.

CAS COMPLEXE

Si ∆ ‰ 0 : On note r1, r2 les racines distinctes de pEcq et on a :

D pλ, µq P C2 : @ n P N, zn “ λrn1 ` µr
n
2

Si ∆ “ 0 : On note r0 la racine double de pEcq et on a :

D pλ, µq P C2 : @ n P N, zn “ pλn` µqr
n
0

CAS RÉEL

Si ∆ ą 0 : On note r1, r2 les racines distinctes de pEcq et on a :

D pλ, µq P R2 : @ n P N, zn “ λrn1 ` µr
n
2
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Si ∆ “ 0 : On note r0 la racine double de pEcq et on a :

D pλ, µq P R2 : @ n P N, zn “ pλn` µqr
n
0

Si ∆ ă 0 : On note ρe˘iθ les racines complexes conjuguées de pEcq et on a :

D pλ, µq P R2 : @ n P N, zn “ pλ cospnθq ` µ sinpnθqqρn

8.6 Équivalents usuels

Soit la suite pxnqnPN telle que lim
nÑ`8

xn “ 0, et p P R`.

sinpxnq „ xn shpxnq „ xn arcsinpxnq „ xn
tanpxnq „ xn thpxnq „ xn arctanpxnq „ xn

cospxnq ´ 1 „ ´
x2
n

2 chpxnq ´ 1 „
x2
n

2 arccospxnq ´
π
2 „ ´xn

exn ´ 1 „ xn lnpxn ` 1q „ xn pxn ` 1qp ´ 1 „ pxn

Preuve pour l’exponentielle :
La fonction x ÞÑ exppxq est définie et dérivable en 0, et on a expp0q “ 1 et
exp1p0q “ 1.
Ainsi, exppxnq ´ expp0q „ exp1p0qxn ùñ exn ´ 1 „ xn.

Preuve pour le cosinus :
On a cospxnq ´ 1 “ cosp2ˆ xn

2 q ´ 1 “ ´2 sin2
pxn2 q

Or :

sin
´xn

2

¯

„
1

2
xn, car

xn
2
Ñ 0 ùñ sin2

´xn
2

¯

„
1

4
x2
n

ùñ ´2 sin2
´xn

2

¯

„ ´
1

2
x2
n

ùñ cospxnq ´ 1 „ ´
1

2
x2
n

8.7 Prépondérance de la factorielle sur la fonc-
tion puissance

@ a ą 1, an “ opn!q

Pour le démontrer, il nous faut prouver que lim
nÑ`8

an

n! “ 0

‚ Pour cela, posons @ n P N, un “ an

n! , a ą 1 étant un réel.
Montrons que sa limite vaut 0.

72



CHAPITRE 8. SUITES MPSI

On a : un`1

un
“ an`1

pn`1q! ˆ
n!
an “

a
n`1 Ñ 0

D’après la définition appliquée à ε “ 1
2 ą 0 :

D n0 P N : @ n P N, n ě n0 ùñ |
un`1

un
´ 0| ď

1

2

ùñ
un`1

un
ď

1

2

ùñ un`1 ď
1

2
un p˚q

pcar @ n P N, un ě 0q

‚ Montrons par récurrence simple @ n ě n0,Ppnq : ”un ď
1

2n´n0
un0

”

I Ppn0q car un0
ď 1

20un0

H Soit n ě n0, supposons Ppnq
n ě n0 donc d’après p˚q : un`1 ď

1
2un

Or Ppnq ùñ un ď
1

2n´n0
un0

ùñ un`1 ď
1
2un ď

1
2n`1´n0

un0
(car 1

2 ě 0)
Donc un`1 ď

1
2n`1´n0

un0 ùñ Ppn` 1q

‚ On a donc montré que @ n P N, 0 ď un ď
1

2n´n0
un0

Or lim
nÑ`8

0 “ lim
nÑ`8

1
2n´n0

un0 “ 0 (car un0 est indépendant de n)

Donc d’après le théorème des gendarmes : lim
nÑ`8

un “ 0

Pourquoi les suites ne font-elles pas de bruit ?
Parce qu’elle sont discrètes.
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Chapitre 9

Arithmétique

9.1 Unicité d’une congruence

@ n P N˚,@ a P Z, D ! b P rr0;n´ 1ss : a ” brns

Soient n P N˚ et a P Z.

EXISTENCE

Posons k “ t an u P Z et b “ a´ kn P Z
On a :

b “ a´ kn ùñ a “ b` kn ùñ a ” brns

Et :
a

n
´ 1 ă

Ya

n

]

ď
a

n
ùñ ´a` n ą ´kn ě ´a pcar ´ n ă 0q

ùñ n ą b ě 0

ùñ b P rr0;n´ 1ss

UNICITÉ

Soient b1, b2 tels que

#

a ” b1rns

0 ď b1 ď n´ 1
et

#

a ” b2rns

0 ď b2 ď n´ 1

Donc

#

D k1 P Z : a “ b1 ` k1n pL1q

D k2 P Z : a “ b2 ` k2n pL2q

pL2q ´ pL1q ùñ b2 ´ b1 “ pk1 ´ k2qn pL3q

Or :

#

0 ď b1 ă n ùñ ´n ă ´b1 ď 0 p´1 ă 0q

0 ď b2 ă n
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ùñ ´n ă b2 ´ b1 ă n

ùñ ´n ă npk1 ´ k2q ă n

ùñ ´1 ă k1 ´ k2 ă 1 pn ‰ 0q

ùñ k1 ´ k2 “ 0 pk1 ´ k2 P Zq

pL3q ùñ b2 ´ b1 “ 0

ùñ b1 “ b2

9.2 Propriété fondamentale du PGCD
Montrons par récurrence avec prédécesseurs :

@ b P N,Ppbq : ”@ a P Z, D pu, vq P Z2 : a^ b “ au` bv”

I Pp0q car :
Soit a P Z

Posons u “

#

1 si a ě 0

´1 sinon
P Z et v “ 0 P Z

On a a^ 0 “ |a| “ au` bv

H Soit b P N, supposons @ k P rr0; bss,Ppkq
Montrons Ppb` 1q, i.e. @ a P Z, D pu, vq P Z2 : a^ pb` 1q “ au` pb` 1qv
Soit a P Z
b` 1 ‰ 0 donc notons q et r les quotient et reste de la division euclidienne de a
par b` 1

Alors

#

a “ pb` 1qq ` r

0 ď r ă |b` 1| “ b` 1 ùñ 0 ď r ď b

D’après Pprq avec b`1 au lieu de a : D pu1, v1q P Z2 : pb`1q^ r “ pb`1qu1` rv1

Posons

#

u “ v1 P Z

v “ u1 ´ qv1 P Z

Alors on a : a^pb`1q “ pb`1q^r “ pb`1qu1`rv1 “ pb`1qu1`v1pa´pb`1qqq “

v1a` pb` 1qpu1 ´ qv1q “ au` pb` 1qv ùñ Ppb` 1q

Montrons que @ b P Z´,@ a P Z, D pu, vq P Z2 : a^ b “ au` bv
Soient b P Z´ et a P Z, posons b1 “ ´b P N.
On a donc D pu1, v1q P Z2 : a^ b1 “ au1 ` b1v1

Or b1 “ ´b donc a^ b1 “ a^ b

Posons

#

u “ u1 P Z

v “ ´v1 P Z

On a a^ b “ a^ b1 “ au1 ` b1v1 “ au` p´bqp´vq “ au` bv
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9.3 Théorème de Bézout et corollaires

THÉORÈME DE BÉZOUT

a^ b “ 1 ô D pu, vq P Z2 : au` bv “ 1

ñ immédiat ∗
ð Supposons D pu, vq P Z2 : au` bv “ 1
Montrons que a^ b “ 1 :

— 1 P N
— 1 | a et 1 | b
— @ k P Z, rk | a et k | bs ùñ k | 1

En effet, si k | a et k | b alors k | au` bv “ 1

THÉORÈME DE GAUSS
#

a | bc

a^ b “ 1
ùñ a | c

Supposons a | bc et a^ b “ 1
Alors d’après le théorème de Bézout : D pu, vq P Z2 : au` bv “ 1
Donc auc` bcv “ c
Or a | a donc a | auc et a | bc donc a | bcv
Donc a | auc` bcv
Donc a | c

COROLLAIRE
$

’

&

’

%

a | c

b | c

a^ b “ 1

ùñ ab | c †

Sous les hypothèses :
D’après le théorème de Bézout : D pu, vq P Z2 : au` bv “ 1
Donc auc` bcv “ c
#

a | c

b | c
ùñ

#

ab | bc

ab | ac
ùñ ab | acu` bcv ùñ ab | c

∗. D’après le théorème précédent.
†. Cette propriété est parfois écrite :

$

’

&

’

%

c ” 0 ras

c ” 0 rbs

a^ b “ 1

ùñ c ” 0 rabs
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COROLLAIRE

#

a^ c “ 1

b^ c “ 1
ùñ ab^ c “ 1

Sous les hypothèses :
D’après le théorème de Bézout :

#

a^ c “ 1 ùñ D pu, vq P Z2 : au` cv “ 1

b^ c “ 1 ùñ D pu1, v1q P Z : bu1 ` cv1 “ 1

pau` cvqpbu1 ` cv1q “ 1 ùñ abuu1 ` aucv1 ` bcvu1 ` c2vv1 “ 1

ùñ abpuu1q ` cpauv1 ` bvu1 ` cvv1q “ 1

D’après le théorème de Bézout : ab^ c “ 1

9.4 Infinitude des nombres premiers

Par l’absurde : supposons cardpPq P R
Notons P “ tp1, p2, . . . , pnu
Considérons N “ p1 ˆ . . .ˆ pn ` 1
N ě 2 donc N possède un diviseur premier que nous notons pi

On a

#

pi | p1 ˆ . . .ˆ pn

pi | N

ùñ pi | N ´ pp1 ˆ . . .ˆ pnq

ùñ pi | 1

ùñ |pi| ď |1| “ 1

Ce qui contredit pi P P

9.5 Petit théorème de Fermat

Lemme 1 : @ n P N,@ k P rr1;nss, k
`

n
k

˘

“ n
`

n´1
k´1

˘

Ñ k
`

n
k

˘

“ k n!
k!pn´kq! “ n pn´1q!

pk´1q!ppn´1q´pk´1qq! “ n
`

n´1
k´1

˘

Lemme 2 : @ p P P,@ k P rr1; p´ 1ss, p |
`

p
k

˘

k
`

p
k

˘

“ p
`

p´1
k´1

˘

ùñ p | k
`

p
k

˘

ùñ p |
`

p
k

˘

(théorème de Gauss : p^ k “ 1 puisque p P P et k P rr1; p´ 1ss)
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Preuve du théorème
Soit p P P
Montrons par récurrence simple @ a P N,Ppaq : ”ap ” arps”

I Pp0q car 0p ” 0 rps car p ě 2

H Soit a P N, supposons Ppaq

Formule du Binôme : pa` 1qp “
p
ř

k“0

`

p
k

˘

ak1n´k

Or d’après lemme 2 : @ k P rr1; p´ 1ss, p |
`

p
k

˘

ùñ @ k P rr1; p´ 1ss,
`

p
k

˘

” 0 rps

ùñ pa` 1qp “
p
ř

k“0

`

p
k

˘

ak ”
`

0
p

˘

a0 `
`

p
p

˘

ap ” ap ` 1 ” a` 1 rps d’après Ppaq

pa` 1qp ” a` 1 rps ùñ Ppa` 1q

Si a P Z´ : posons a1 “ ´a P N
Donc a1p ” a1 rps ùñ p´aqp ” ´a rps ùñ p´1qpap ” ´a rps
‚ Si p est impair, alors p´1qp “ ´1 ùñ ap ” a rps
‚ Si p est pair, alors p “ 2 car p P P
Donc a2 ” ´a r2s
Or ´1 ” 1 r2s
Donc a ” ´a ” a2 r2s

‚ Dans tous les cas, ap ” a rps

9.6 Décomposition en produit de facteurs pre-
miers

@ n P N˚, D !pxkqkPN P N
pNq : n “

ź

kPN

pxkk

où pk représente le ke nombre premier.

UNICITÉ

Soient pxkqkPN P NpNq et pykqkPN P NpNq telles que n “
ś

kPN

pxkk “
ś

kPN

pykk

On a

$

’

&

’

%

ś

kPN

pxkk |
ś

kPN

pykk ùñ @ k P N, xk ď yk
ś

kPN

pykk |
ś

kPN

pxkk ùñ @ k P N, yk ď xk

ùñ @ k P N, xk “ yk ùñ pxkqkPN “ pykqkPN

EXISTENCE

Montrons par récurrence avec prédécesseurs :
@ n P N˚,Ppnq : ”D pxkqkPN P N

pNq : n “
ś

kPN

pxkk "

I Pp1q : car 1 “
ś

kPN

pxkk où pxkqkPN P NpNq est définie par @ k P N, xk “ 0
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H Soit n P N˚, supposons @m P rr1;nss,Ppmq
Montrons Ppn` 1q
1er cas : si n` 1 est premier.
Notons i l’entier tel que n` 1 “ pi
Alors n` 1 “

ś

kPN

pxkk où pxkqkPN P NpNq est définie par @ k P N, xk “ δi,k.

2nd cas : si n` 1 n’est pas premier.
Donc Dm P rr2;nss : m | n` 1.
Donc d’après Ppmq : D pykqkPN P N

pNq : m “
ś

kPN

pykk

Or m | n` 1 ùñ D q P Z : n` 1 “ qm
On a q P rr1;nss (car n` 1 ą 0 et q “ n` 1 ñ m “ 1 : exclu)
D’après Ppqq : D pzkqkPN P N

pNq : q “
ś

kPN

pzkk

Posons pxkqkPN P NpNq définie par @ k P N, xk “ yk ` zk

On a bien n` 1 “ mq “
ś

kPN

pykk ˆ
ś

kPN

pzkk “
ś

kPN

pxkk ùñ Ppn` 1q

Carl-Friedrich Gauss : "La Mathématique est la reine des sciences et l’Arithmétique est
la reine des mathématiques."
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Chapitre 10

Continuité

10.1 Théorème des Valeurs Intermédiaires

Soient f : RÑ R et pa, bq P R2 tels que a ď b et ra, bs Ă Df .
#

f P C0pra, bs,Rq

fpaq ˆ fpbq ď 0
ùñ D c P ra, bs : fpcq “ 0

Supposons la fonction f continue sur le segment ra, bs, telle que fpaqˆfpbq ď 0.

Construisons les deux suites pxnqnPN et pynqnPN par dichotomie, de la manière
suivante :

— posons

#

x0 “ a

y0 “ b

On a fpx0q ˆ fpy0q “ fpaq ˆ fpbq ď 0, par hypothèse.
— soit n P N, supposons xn et yn déjà construits, tels que fpxnqˆfpynq ď 0.

On construit xn`1 et yn`1 comme suit :
— 1er cas : si fpxnq ˆ fpxn`yn2 q ď 0

Alors

#

xn`1 “ xn

yn`1 “
xn`yn

2

On a fpxn`1q ˆ fpyn`1q “ fpxnq ˆ fp
xn`yn

2 q ď 0 ∗

— 2nd cas : si fpxnq ˆ fpxn`yn2 q ą 0

Alors

#

xn`1 “
xn`yn

2

yn`1 “ yn

On a fpxn`1q ˆ fpyn`1q “ fpxn`yn2 q ˆ fpynq “ fpxnq ˆ fpxn`yn2 q ˆ
fpxnqˆfpynq

fpxnq2
ď 0, par hypothèse.

∗. Puisque c’est le cas dans lequel on vient de se placer !
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On sait pxnqnPN et pynqnPN adjacentes par construction, donc d’après le théo-
rème des suites adjacentes, elles ont une même limite finie, que l’on note c.
Ce théorème affirme également que @ n P N, c P rxn, yns, donc, pour n “ 0 P
N, c P rx0, y0s “ ra, bs.
Enfin, on a montré par récurrence simple que @ n P N, fpxnq ˆ fpynq ď 0.
On a donc :

lim
nÑ`8

fpxnq ˆ fpynq ď lim
nÑ`8

0 ùñ fpcq2 ď 0 ùñ fpcq “ 0

(par composition de limites, et f est continue en c)

10.2 Théorème des Bornes Atteintes
Soient pa, bq P R2 tels que a ď b et f : RÑ R continue sur ra, bs.

f est bornée sur ra, bs

(On n’étudie ici que le cas de la majoration de la fonction étudiée, l’extension
se faisant sur un même procédé.)

Supposons la fonction f continue sur le segment ra, bs.
Montrons que f est majorée sur ra, bs, i.e. :

DM P R : @ x P ra, bs, fpxq ďM

Par l’absurde, supposons :

@M P R, D x P ra, bs : fpxq ąM

Soit n P N.
D’après l’hypothèse appliquée à M “ n P R, on a :

D xn P ra, bs : fpxnq ą n

Or, la suite pxnqnPN est bornée. ∗
Donc, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une fonction ϕ :
NÑ N, strictement croissante, telle que pxϕpnqqnPN converge.
Notons l sa limite ; l P ra, bs.
On a @ n P N, fpxϕpnqq ě ϕpnq ě n (immédiat par récurrence simple †).
Donc, d’après le théorème des gendarmes :

lim
nÑ`8

fpxϕpnqq “ lim
nÑ`8

n “ `8.

Or,

$

&

%

lim
nÑ`8

xϕpnq “ l

lim
xÑl

fpxq “ fplq
(car f est continue en c puisque c P ra, bs)

Donc, par composition des limites, lim
nÑ`8

fpxϕpnqq “ fplq P R.

Par unicité de la limite, t`8u Ă R : c’est absurde.

∗. Puisque @ n P N, xn P ra, bs ùñ a ď xn ď b
†. cf. lemme de la preuve 8.2
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10.3 Exemple de fonction continue sur un do-
maine, mais pas uniformément

Notons f : x ÞÑ x2, que l’on sait continue sur R comme fonction usuelle.
Montrons que f n’est pas uniformément continue sur R, i.e. :

D ε P R`˚ : @ η P R`˚, D px, yq P R2 :

#

|x´ y| ď η

|fpxq ´ fpyq| ą ε

Par l’absurde, supposons-la uniformément continue, i.e. :

@ ε P R`˚, D η P R`˚ : @ px, yq P R2, |x´ y| ď η ùñ |fpxq ´ fpyq| ď ε

Prenons alors ε “ 1 P R`˚, x P R et y “ x´ η P R.
On a |x´ y| “ |η| “ η, car η ě 0.
Alors :

|fpxq ´ fpyq| ď 1 ùñ |x2 ´ y2| ď 1

ùñ |2ηx´ η2| ď 1

ùñ 2ηx´ η2 ď 1

ùñ x ď
1` η2

2η
pcar 2η ą 0q

Or, pour x “
1` η2

2η
` 1 P R :

1` η2

2η
` 1 ď

1` η2

2η
ùñ 1 ď 0 : absurde

10.4 Théorème de Heine
Soient f : RÑ R, I un segment tel que I Ă Df et λ P R`.

Si f est continue sur le segment I alors elle est uniformément continue sur I.

Supposons la fonction f continue sur le segment ra, bs.
Montrons que f est uniformément continue sur ra, bs, i.e. :

@ ε P R`˚, D η P R`˚ : @ px, yq P ra, bs2, |x´ y| ď η ùñ |fpxq ´ fpyq| ď ε

Par l’absurde, supposons :

D ε P R`˚ : @ η P R`˚, D px, yq P R2 :

#

|x´ y| ď η

|fpxq ´ fpyq| ą ε
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Soit n P N.
Prenons η “ 1

n`1 .

Alors D pxn, ynq P ra, bs2 :

#

|xn ´ yn| ď
1

n`1

|fpxnq ´ fpynq| ą ε

Or, la suite pxnqnPN est bornée. ∗
Donc, d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass, il existe une fonction ϕ :
NÑ N, strictement croissante, telle que pxϕpnqqnPN converge.
Notons l sa limite ; l P ra, bs.
On a @n P N, |xϕpnq´yϕpnq| ď 1

ϕpnq`1 ď
1

n`1 (immédiat par récurrence simple †).
Donc, d’après le théorème des gendarmes, lim

nÑ`8
xϕpnq´yϕpnq “ lim

nÑ`8

1
n`1 “ 0.

D’où, par somme des limites, lim
nÑ`8

yϕpnq “ l. ‡

Et, par composition,

$

&

%

lim
nÑ`8

fpxϕpnqq “ fplq

lim
nÑ`8

fpyϕpnqq “ fplq
(car f est continue en l P ra, bs)

Ainsi :

|fpxϕpnqq ´ fpyϕpnqq| ą ε ùñ lim
nÑ`8

|fpxϕpnqq ´ fpyϕpnqq| ě lim
nÑ`8

ε

ùñ 0 ě ε.

Ce qui contredit l’hypothèse.

∗. Puisque @ n P N, xn P ra, bs ùñ a ď xn ď b
†. cf. lemme de la preuve 8.2
‡. lim

nÑ`8
yϕpnq “ lim

nÑ`8
pyϕpnq ´ xϕpnqq ` xϕpnq “ lim

nÑ`8
xϕpnq ´ yϕpnq ` lim

nÑ`8
xϕpnq “ l

Que dit une fonction continue quand elle se présente ? "Bonjour,jesuisf,enchantée..."
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Chapitre 11

Développements limités

11.1 Primitivation des développements limités

Soient f : RÑ R, dérivable sur un intervalle I et a P I.
Si f 1 admet au voisinage de a le développement limité à l’ordre n f 1pxq “
n
ř

k“0

ukpx´ aq
k ` oppx´ aqnq, alors f admet au voisinage de a le développement

limité à l’ordre n` 1 :

fpxq “ fpaq `
n
ÿ

k“0

uk
px´ aqk`1

k ` 1
` oppx´ aqn`1q

Lemme : Soit f : RÑ R dérivable sur un intervalle I, a P I et n P N.
Au voisinage de a, on a :

f 1pxq “ oppx´ aqnq ùñ fpxq “ fpaq ` oppx´ aqn`1q

Soit f dérivable sur I et soit a P I
Supposons f 1pxq “ oppx´ aqnq, i.e. lim

xÑa

f 1pxq
px´aqn “ 0.

Soit x P IXsa;`8r

Posons ϕ : t ÞÑ fptq ´ fpxq´fpaq
px´aqn`1 pt´ aq

n`1

On a :
— ϕ continue sur ra;xs p˚q
— ϕ dérivable sur sa;xr (idem)
— ϕpaq “ ϕpxq

(En effet : ϕpaq “ fpaq ´ fpxq´fpaq
px´aqn`1 pa´ aq

n`1 “ fpaq (car n` 1 ě 1)

et ϕpxq “ fpxq ´ fpxq´fpaq
px´aqn`1 px´ aq

n`1 “ fpaq)
(* : f est continue sur I puisque dérivable et t ÞÑ pt ´ aqn`1 aussi donc ϕ est
continue sur I comme somme et produit de fonctions dérivables, et pa, xq P I2
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donc ra, xs Ă I puisque I est un intervalle)
Donc d’après le théorème de Rolle :

D cx P sa;xr : ϕ1pcxq “ 0

ùñ f 1pcxq ´
fpxq ´ fpaq

px´ aqn`1
pn` 1qpcx ´ aq

n “ 0

ùñ
f 1pcxq

pcx ´ aqn
ˆ

1

n` 1
“
fpxq ´ fpaq

px´ aqn`1

ùñ
1

n` 1
lim
xÑa`

f 1pcxq

pcx ´ aqn
“ lim
xÑa`

fpxq ´ fpaq

px´ aqn`1

Or a ď cx ď x ùñ lim
xÑa`

a ď lim
xÑa`

cx ď lim
xÑa`

x

lim
xÑa`

a “ lim
xÑa`

x “ a donc d’après le théorème des gendarmes : lim
xÑa`

cx “ a

De plus lim
xÑa

f 1pxq
px´aqn “ 0 (hypothèse) donc par composition : lim

xÑa`

f 1pcxq
pcx´aqn

“ 0

Donc lim
xÑa`

fpxq´fpaq
px´aqn`1 “ 0

On montre de même que lim
xÑa´

fpxq´fpaq
px´aqn`1 “ 0

Finalement, on a montré que

lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

px´ aqn`1
“ 0 ùñ fpxq ´ fpaq “ oppx´ aqn`1q

ùñ fpxq “ fpaq ` oppx´ aqn`1q

Preuve : Supposons f dérivable sur un intervalle I, a P I et f 1pxq “
n
ř

k“0

ukpx´

aqk ` oppx´ aqnq.

Posons gpxq “ fpxq ´
n
ř

k“0

uk
px´aqk`1

k`1

g est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables, a P I et g1pxq “

f 1pxq ´
n
ř

k“0

ukpx´ aq
k “ oppx´ aqnq (par hypothèse).

D’après le lemme : gpxq “ gpaq ` oppx´ aqn`1q

Or gpaq “ fpaq ´
n
ř

k“0

uk
pa´aqk`1

k`1 “ fpaq (car k ` 1 ě 1)

Ainsi gpxq “ fpxq ´
n
ř

k“0

uk
px´aqk`1

k`1 “ fpaq ` oppx´ aqn`1q

ùñ fpxq “ fpaq `
n
ÿ

k“0

uk
px´ aqk`1

k ` 1
` oppx´ aqn`1q
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11.2 Formule de Taylor-Young
Soit f : R ÞÑ R de classe Cn sur un intervalle I et a P I.
Alors f admet au voisinage de a le développement limité à l’ordre n :

fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk ` oppx´ aqnq

Soit I un intervalle et a P I.
Montrons par récurrence simple @ n P N, Ppnq :
"Si f est de classe Cn sur I alors fpxq “

n
ř

k“0

fpkqpaq
k! px´ aqk ` oppx´ aqnq"

I Pp0q car :
Si f est de classe C0 sur I (i.e. est continue) alors :

lim
xÑa

fpxq “ fpaq ùñ fpxq “ fpaq ` op1q

ùñ fpxq “
0
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk ` oppx´ aq0q

H Soit n P N, supposons Ppnq
Soit f une fonction de classe Cn`1 sur I. Donc f 1 est de classe Cn sur I et
d’après Ppnq appliquée à f 1 :

f 1pxq “
n
ÿ

k“0

“fpk`1q
paq

hkkikkj

f 1pkqpaq

k!
px´ aqk ` oppx´ aqnq

Or f est dérivable sur l’intervalle I (car de classe Cn`1 avec n` 1 ě 1) et a P I
donc d’après le théorème de primitivation des développements limités :

fpxq “ fpaq `
n
ÿ

k“0

f pk`1qpaq

k!

px´ aqk`1

k ` 1
` oppx´ aqn`1q

“ fpaq `
n
ÿ

k“0

f pk`1qpaq

pk ` 1q!
px´ aqk`1 ` oppx´ aqn`1q

“ fpaq `
n
ÿ

k“0

f pk`1qpaq

k!

px´ aqk`1

k ` 1
` oppx´ aqn`1q

“ fpaq `
n`1
ÿ

k“1

f pkqpaq

k!
px´ aqk ` oppx´ aqn`1q pen posant l “ k ` 1q

“

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk ` oppx´ aqn`1q

ùñ Ppn` 1q
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11.3 Formule de Taylor avec reste intégral

Soient n P N, I un intervalle de R, a P I, f : R Ñ K une fonction de classe
Cn`1 sur I.

@ x P I, fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

ż x

a

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt

Par récurrence simple : @ n P N,Ppnq : "si f est de classe Cn`1 sur I alors

@ x P I, fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

ż x

a

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt”

I Pp0q car : si f est de classe C1 alors :

ż x

a

f 1ptqdt “ rfptqsxa “ fpxq ´ fpaq

ùñ fpxq “ fpaq `

ż x

a

f 1ptqdt

“ f p0qpaqpx´ aq0 `

ż x

a

f 1ptqdt

“

0
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

ż x

a

f p0`1qptq

0!
px´ tq0dt

H Soit n P N, supposons Ppnq.
Soit f de classe Cn`2 sur I.
Alors f est de classe Cn`1 sur I et d’après Ppnq :

fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

ż x

a

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt

Intégrons par parties J “
ż x

a

f pn`1qptq

n!
loooomoooon

uptq

px´ tqn
looomooon

v1ptq

dt avec

#

u : t ÞÑ fpn`1q
ptq

n!

v : t ÞÑ ´px´tqn`1

n`1

de

classe C1 sur ra;xs Ă I (f est de classe Cn`2 sur I).

J “

„

´f pn`1qptqpx´ tqn`1

n!pn` 1q

x

a

´

ż x

a

f pn`2qptq

n!
loooomoooon

u1ptq

p´1q
px´ tqn`1

n` 1
loooooooomoooooooon

vptq

dt

“
f pn`1qpaq

pn` 1q!
px´ aqn`1 `

ż x

a

f pn`2qptq

pn` 1q!
px´ tqn`1dt
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Donc :

fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

f pn`1qpaq

pn` 1q!
px´ aqn`1 `

ż x

a

f pn`2qptq

pn` 1q!
px´ tqn`1dt

“

n`1
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

ż x

a

f pn`2qptq

pn` 1q!
px´ tqn`1dt

ùñ Ppn` 1q

11.4 Inégalité de Taylor-Lagrange
Soient n P N, I un intervalle de R, a P I, f : R Ñ K une fonction de classe
Cn`1 sur I.

On note Mn`1 “

$

&

%

max
tPra;xs

|f pn`1qptq| si x ě a

max
tPrx;as

|f pn`1qptq| si x ď a

@ x P I, |fpxq ´
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk| ď

Mn`1

pn` 1q!
|x´ a|n`1

1er cas : si x ě a (le 2nd cas se traite de manière similaire)
Mn`1 “ max

tPra;xs
|f pn`1qptq| existe selon le théorème des bornes atteintes car

|f pn`1q| est continue sur I donc sur ra;xs Ă I comme composée de fonctions
continues (car f est de classe Cn`1).
On a alors @ t P ra;xs, |f pn`1qptq| ďMn`1

Les hypothèses de la formule de Taylor avec reste intégral sont vérifiées donc :

fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk `

ż x

a

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt

ùñ |fpxq ´
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk| “ |

ż x

a

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt|

ď

ż x

a

|
f pn`1qptq

n!
px´ tqn|dt pd1après l1inégalité triangulaireq

Or : @ t P ra;xs,|f pn`1qptq| ďMn`1

ùñ |f pn`1qptq| ˆ |
px´ tqn

n!
| ďMn`1|

px´ tqn

n!
| pcar |

px´ tqn

n!
| ě 0q

ùñ |
f pn`1qptq

n!
px´ tqn| ďMn`1

px´ tqn

n!
pcar x ě tq

ùñ

ż x

a

|
f pn`1qptq

n!
px´ tqn|dt ď

ż x

a

Mn`1
px´ tqn

n!
dt pcar a ď xq
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ùñ |

ż x

a

f pn`1qptq

n!
px´ tqndt| ď

Mn`1

n!

ż x

a

px´ tqndt

pcar
Mn`1

n!
est indépendant de t , et transitivitéq

Or
ż x

a

px´ tqndt “

„

´
px´ tqn`1

n` 1

x

a

“
px´ aqn`1

n` 1
looooomooooon

n`1ą0

“
|x´ a|n`1

n` 1
looooomooooon

xěa

Donc |fpxq ´
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk| ď

Mn`1

pn` 1q!
|x´ a|n`1

11.5 Formules de développements limités usuels
en 0

ex “
n
ř

k“0

xk

k! ` opxnq

“ 1` x` x2

2 `
x3

6 ` ...`
xn

n! ` opx
nq

1
1`x “

n
ř

k“0

p´1qkxk ` opxnq

“ 1´ x` x2 ´ x3 ` ...` p´1qnxn ` opxnq

lnp1` xq “
n
ř

k“1

p´1qk`1 xk

k ` opxnq

“ x´ x2

2 `
x3

3 ` ...` p´1qn`1 xn

n ` opx
nq

@ α P R, p1` xqα “ 1`
n
ř

k“1

k´1
ś

i“0
pα´iq

k! xk ` opxnq

“ 1` αx` αpα´1q
2 x2 ` ...` αpα´1qpα´2q...pα´pn´1qq

n! xn ` opxnq

cospxq “
n
ř

k“0

p´1qk x2k

p2kq! ` opx2nq

“ 1´ x2

2 `
x4

24 ` ...` p´1qn x2n

p2nq! ` opx
2nq

chpxq “
n
ř

k“0

x2k

p2kq! ` opx2nq

“ 1` x2

2 `
x4

24 ` ...`
x2n

p2nq! ` opx
2nq

sinpxq “
n
ř

k“0

p´1qk x2k`1

p2k`1q! ` opx2n`1q

“ x´ x3

6 `
x5

120 ` ...` p´1qn x2n`1

p2n`1q! ` opx
2n`1q

shpxq “
n
ř

k“0

x2k`1

p2k`1q! ` opx2n`1q

“ x` x3

6 `
x5

120 ` ...`
x2n`1

p2n`1q! ` opx
2n`1q

arctanpxq “
n
ř

k“0

p´1qk x2k`1

2k`1 ` opx2n`1q

“ 1´ x3

3 `
x5

5 ` ...` p´1qn x
2n`1

2n`1 ` opx
2n`1q
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Chapitre 12

Polynômes et fractions
rationnelles

12.1 Résolution des équations polynomiales de
degré 2 à coefficients complexes

Soit l’équation pEq : az2 ` bz ` c “ 0, avec pa, b, cq P C3.

Posons ∆ “ b2 ´ 4ac, et δ une racine carrée de ∆.
Montrons que z1 “

´b`δ
2a et z2 “

´b´δ
2a sont les deux solutions de pEq.

On a : az2 ` bz ` c “ a

ˆ

z2 `
b

a
z `

c

a

˙

p car a ‰ 0q

“ a

˜

ˆ

z `
b

2a

˙2

´
b2

4a2
`
c

a

¸

“ a

˜

ˆ

z `
b

2a

˙2

´
b2 ´ 4ac

4a2

¸

“ a

˜

ˆ

z `
b

2a

˙2

´

ˆ

δ

2a

˙2
¸

“ a

ˆ

z `
b

2a
`

δ

2a

˙ˆ

z `
b

2a
´

δ

2a

˙

“ apz ´ z1qpz ´ z2q

Ainsi : az2 ` bz ` c “ 0 ô apz ´ z1qpz ´ z2q “ 0

ô

$

’

&

’

%

z ´ z1 “ 0

ou

z ´ z2 “ 0

pcar a ‰ 0q ô

$

’

&

’

%

z “ z1

ou

z “ z2
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12.2 Formule de Taylor
Soit P P KrXs et a P K.

P “
`8
ÿ

k“0

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk

1er cas : Si P “ 0

La formule devient : P “
`8
ř

k“0

P pkqpaq
k! pX ´ aqk ô 0 “ 0 : vrai

2nd cas : Si P ‰ 0
Montrons par récurrence simple @ n P N, Ppnq :

”n “ degpP q ùñ P “
`8
ÿ

k“0

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk”

I Pp0q car :
Si degpP q “ 0 alors P est constant non nul, i.e. D λ P Kzt0u : P “ λ
Alors @ k ě 1, P pkq “ 0 ùñ P pkqpaq “ 0 et :

`8
ÿ

k“0

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk “

P p0qpaq

0!
pX ´ aq0 “ P paq “ λ “ P

H Soit n P N, supposons Ppnq
Soit P de degré n` 1, donc degpP 1q “ n, et d’après Ppnq appliquée à P 1 :

P 1 “
`8
ÿ

k“0

“P pk`1q
paq

hkkkikkkj

P 1pkqpaq

k!
pX ´ aqk “

«

`8
ÿ

k“0

P pk`1qpaq

k!

pX ´ aqk`1

k ` 1

ff1

ùñ D λ P K : P “ λ
loomoon

“P paq p˚q

`

`8
ÿ

k“1

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk

ùñ P “
`8
ÿ

k“0

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk

ùñ Ppn` 1q

p˚q : P “ λ`
`8
ÿ

k“1

P pkqpaq

k!
pX ´ aqk

ùñ P paq “ λ`
`8
ÿ

k“1

P pkqpaq

k!
pa´ aqk
looomooon

“0 car kě1

ùñ λ “ P paq
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12.3 Division euclidienne dans KrXs

@ pA,Bq P KrXs2 pB ‰ 0q, D !pQ,Rq P KrXs2 :

#

A “ BQ`R

degpRq ă degpBq

UNICITÉ

Soient pQ1, R1q et pQ2, R2q dans KrXs2 tels que :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

A “ Q1B `R1

degpR1q ă degpBq

A “ Q2B `R2

degpR2q ă degpBq
Montrons que R1 “ R2

Par l’absurde : supposons R1 ‰ R2 On a :

BQ1 `R1 “ BQ2 `R2 ùñ BpQ1 ´Q2q “ R2 ´R1 p˚q

ùñ B | pR2 ´R1q, orR2 ´R1 ‰ 0

ùñ degpBq ď degpR2 ´R1q “ maxtdegpR2q; degpR1qu ă degpBq

ùñ degpBq ă degpBq : absurde

Donc R1 “ R2, et dans p˚q :
BpQ1 ´Q2q “ R2 ´R1 “ 0 ùñ Q1 ´Q2 “ 0 (car B ‰ 0) ùñ Q1 “ Q2

On a montré que pQ1, R1q “ pQ2, R2q

D’où l’unicité.

EXISTENCE

Notons p “ degpBq P N (car B ‰ 0)
1er cas : si degpAq ă p

Alors posons

#

Q “ 0 P KrXs

R “ A P KrXs
ce qui donne

#

A “ BQ`R

degpRq ă degpBq

2nd cas : sinon :
Par récurrence avec prédécesseurs : @ n ě p´ 1,

Ppnq : "si n “ degpAq, alors D pQ,Rq P KrXs :

#

A “ BQ`R

degpRq ă degpBq
"

I Ppp´ 1q montré en 1er cas.
H Soit n ě p´ 1, supposons @ i P rrp´ 1, nss,Ppiq
On a vu en 1er cas que Ppiq est vraie pour i ă p, on a donc @ i ď n,Ppiq.

Si degpAq “ n` 1, notons A “
n`1
ř

k“0

akX
k et an`1 ‰ 0
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Comme degpBq “ p, notons B “
p
ř

k“0

bkX
k et bk ‰ 0

Posons :

C “ A´
an`1

bp
Xn`1´pB pcar bp ‰ 0q

“

n`1
ÿ

k“0

akX
k ´

an`1

bp
Xn`1´p

p
ÿ

k“0

bkX
k

“

n`1
ÿ

k“0

akX
k ´

p
ÿ

k“0

bk
an`1

bp
Xn`1´p`k

“

n
ÿ

k“0

akX
k `���

��an`1X
n`1 ´

p´1
ÿ

k“0

bk
an`1

bp
Xn`1´p`k ´

��
���

�an`1

bp
bpX

n`1

“

n
ÿ

k“0

akX
k ´

p´1
ÿ

k“0

bk
an`1

bp
Xn`1´p`k

Ce qui est une expression de degré au plus n.
Notons i “ degpCq
D’après Ppiq appliquée à C au lieu de A :

D pQ1, R1q P KrXs
2 :

#

C “ BQ1 `R1

degpR1q ă degpBq

Donc C “ A´
an`1

bp
Xn`1´pB “ BQ1 `R1

ùñ A “ BpQ1 `
an`1

bp
Xn`1´pq `R1

En posant

#

Q “ Q1 `
an`1

bp
Xn`1´p P KrXs

R “ R1 P KrXs
, on a

$

’

&

’

%

A “ BQ`R

degpRq
loomoon

“degpR1q

ă degpBq

ùñ Ppn` 1q

12.4 Caractérisation de l’ordre de multiplicité

12.4.1 Existence d’un polynôme non annulé
Soient P un polynôme non nul de KrXs, α P R et r P N.

α d1ordre r dans P ô DQ P KrXs :

#

P “ pX ´ αqrQ

Qpαq ‰ 0

ñ Supposons α d’ordre r dans P , i.e.

#

pX ´ αqr | P p1q

pX ´ αqr`1 ffl P p2q

p1q ùñ DQ P KrXs : P “ pX ´ αqrQ
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Montrons que Qpαq ‰ 0 par l’absurde : supposons Qpαq “ 0

Alors pX ´ αq | Q ùñ pX ´ αqpX ´ αqr | QpX ´ αqr

ùñ pX ´ αqr`1 | P, ce qui contredit p2q

ð Supposons DQ P KrXs : pX ´ αqrQ “ P et Qpαq ‰ 0
Alors pX ´ αqr | P
Montrons que pX ´ αqr`1 ffl P
Par l’absurde : supposons pX ´ αqr`1 | P , i.e. :

DR P KrXs : pX ´ αqr`1R “ P ùñ pX ´ αqrQ “ pX ´ αqrpX ´ αqR

ùñ Q “ pX ´ αqR pcar pX ´ αqr ‰ 0q

ùñ Qpαq “ pα´ αqRpαq

ùñ Qpαq “ 0, ce qui contredit l1hypothèse.

12.4.2 Annulation des dérivées
Soient P un polynôme non nul de KrXs, α P R et r P N.

α d1ordre r dans P ô DQ P KrXs :

#

@ k P rr0, r ´ 1ss, P pkqpαq “ 0

P prqpαq ‰ 0

ñ Supposons α d’ordre r dans P .
Donc DQ P KrXs : P “ QpX ´ αqr avec Qpαq ‰ 0.

Montrons que

#

@ k P rr0, r ´ 1ss, P pkqpαq “ 0 p1q

P prqpαq ‰ 0 p2q

Soit k P N

P pkq “ rQpX ´ αqrspkq “
k
ř

i“0

`

k
i

˘

Qpk´iqrpX ´ αqrspiq (Formule de Leibniz)

Or rpX ´ αqrspiq “

#

r!
pr´iq! pX ´ αq

r´i si r ď i

0 sinon pi ą rq

Ñ Montrons p1q
Supposons k P rr0, r ´ 1ss, donc k ă r.

Alors P pkq “
k
ř

i“0

`

k
i

˘

Qpk´iq r!
pr´iq! pX ´ αq

r´i (car i ď k ď r ñ i ď r)

ùñ P pkqpαq “
k
ř

i“0

`

k
i

˘

Qpk´iq r!
pr´iq! pα´ αq

r´i
looooomooooon

“0ðp˚q

(p˚q car i ď k ă r ñ r ´ i ą 0)

ùñ P pkqpαq “ 0

Ñ Montrons p2q
Supposons k “ r.

Alors P prq “
r
ř

i“0

`

r
i

˘

Qpr´iq r!
pr´iq! pX ´ αq

r´i
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ùñ P prqpαq “
r
ř

i“0

`

r
i

˘

Qpr´iqpαq r!
pr´iq! pα´ αq

r´i
looooomooooon

“0 si iăr
“1 si i“r

“
`

r
r

˘

r!
pr´iq!Q

pr´rqpαq

ùñ P prqpαq “ r!Qpαq ‰ 0 ùñ P prqpαq ‰ 0

ð Supposons

#

@ k P rr0, r ´ 1ss, P pkqpαq “ 0 p1q

P prqpαq ‰ 0 p2q

Montrons que α est d’ordre r dans P .
Pour cela montrons que DQ P KrXs : P “ QpX ´ αqr avec Qpαq ‰ 0.
D’après la formule de Taylor :

P “
`8
ÿ

k“0

P pkqpαq

k!
pX ´ αqk

“

`8
ÿ

k“r

P pkqpαq

k!
pX ´ αqk pd1après p1qq

“

`8
ÿ

k“0

P pk`rqpαq

pk ` rq!
pX ´ αqk`r
looooomooooon

“pX´αqkpX´αqr

“ pX ´ αqr
`8
ÿ

k“0

P pk`rqpαq

pk ` rq!
pX ´ αqk

Posons Q “
`8
ř

k“0

P pk`rqpαq
pk`rq! pX ´ αq

k P KrXs

Qpαq “
`8
ř

k“0

P pk`rqpαq
pk`rq! pα´ αqk

looomooon

“0 si ką0
“1 si k“0

“
P prqpαq
r! ‰ 0 (d’après (2))

Donc α est d’ordre r dans P

12.5 Théorème de d’Alembert-Gauss
Soit P ‰ 0 dans CrXs de degré n P N.

— P possède exactement n racines comptées avec leurs ordres dans C
— Si on note α1, . . . , αq les racines distinctes et r1, . . . , rq leurs ordres res-

pectifs alors on dispose de la factorisation :

P “ dompP q
q
ź

i“0

pX ´ αiq
ri

Notons α1, . . . , αq les racines de P et r1, . . . , rq leurs ordres respectifs.

P ‰ 0 donc DQ P CrXs : P “ Q
q
ś

k“0

pX ´ αkq
rk et @ k P rr1, qss, Qpαkq ‰ 0
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Ñ Montrons que Q est constant
Par l’absurde : supposons Q non constant.
D’après le théorème Fondamental de l’Algèbre, Q possède alors une racine β
distincte de α1, . . . , αq.

Or Qpβq “ 0 ùñ P pβq “ Qpβq
q
ś

k“1

pβ ´ αkq
rk “ 0 ùñ P pβq “ 0

ùñ β est une racine de P
Ce qui contredit le fait que α1, . . . , αq sont toutes les racines de P .
Donc Q est constant non nul (Q “ 0 ñ P “ 0 : exclu)
Donc dompQq “ Q

Alors P “ dompQq
q
ź

k“1

pX ´ αkq
rk

ùñ

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

degpP q
loomoon

“n

“ degpdompQqq
looooooomooooooon

“0

` degp
q
ź

i“1

pX ´ αkq
rk

looooooooooomooooooooooon

“r1`...`rq

dompP q “ dompdompQqq
looooooomooooooon

“dompQq

ˆ domp
q
ź

i“1

pX ´ αkq
rkq

loooooooooooomoooooooooooon

dompX´αkq
rk “1

ùñ

#

r1 ` . . .` rq “ n

dompP q “ dompQq

ùñ P “ dompP q
q
ź

i“1

pX ´ αkq
rk

12.6 Relations coefficients-racines

Soit P “
n
ř

k“0

akX
k pan ‰ 0q un polynôme non constant de CrXs, n “ degpP q,

α1, . . . , αn les racines de P comptées avec leurs ordres.
On note :

@ k P rr1, nss, σk “
ÿ

1ďi1ă¨¨¨ăikďn

αi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ αik
∗

On a alors :
@ k P rr1, nss, σk “ p´1qk

an´k
an

Ñ Pour un polynôme de degré 2 de racines α1, α2

— k “ 1 : σ1 “
ř

1ďi1ď2

αi1 “ α1 ` α2

— k “ 2 : σ2 “
ř

1ďi1ăi2ď2

αi1αi2 “ α1α2

∗. Pour le dire plus simplement, σk est la somme de tous les produits de k racines distinctes
de P .

96



CHAPITRE 12. POLYNÔMES ET FRACTIONS RATIONNELLES MPSI

Ñ Pour un polynôme de degré 3 de racines α1, α2, α3

— k “ 1 : σ1 “
ř

1ďi1ď3

αi1 “ α1 ` α2 ` α3

— k “ 2 : σ2 “
ř

1ďi1ăi2ď3

αi1αi2 “ α1α2 ` α1α3 ` α2α3

— k “ 3 : σ3 “
ř

1ďi1ăi2ăi3ď3

αi1αi2αi3 “ α1α2α3

12.7 Interpolation polynomiale
On note x0, . . . , xn dans K distincts 2 à 2 et y0, . . . , yn dans K.
Montrons que

D !P P KrXs :

#

degpP q ď n

@ i P rr0, nss, P pxiq “ yi

On rappelle que les polynômes de Lagrange sont :

@ i P rr0, nss, Li “
n
ź

k“0
k‰i

X ´ xk
xi ´ xk

EXISTENCE

Posons P “
n
ÿ

k“0

ykLk P KrXs

Ñ degpP q ď maxtdegpykLkq
loooomoooon

“p˚q

| k P rr0, nss u ď n

p˚q :

#

degpLkq “ n si yk ‰ 0

´8 sinon

Ñ Montrons que @ i P rr0, nss, P pxiq “ yi
Soit i P rr0, nss

P pxiq “
n
ř

k“0

ykLkpxiq
looomooon

“p˚˚q

“ yi p˚˚q “ ykδk,i

#

yi si k “ i

0 sinon

UNICITÉ

Soient P1 et P2 deux solutions.
Notons Q “ P1 ´ P2

On a @ i P rr0, nss, Qpxiq “ P1pxiq
loomoon

“yi

´P2pxiq
loomoon

“yi

“ 0

On a donc trouvé n` 1 racines de Q distinctes 2 à 2.
Or degpQq ď maxtdegpP1q

looomooon

ďn

; degpP2q
looomooon

ďn

u ď n
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Donc Q “ 0

Donc P1 “ P2

12.8 Polynômes irréductibles de CrXs

Remarque : dans R, les polynômes irréductibles sont exactement ceux de degré
1 et ceux de degré 2 à discriminant strictement négatif.
Dans C, ce sont exactement ceux de degré 1 ; montrons-le :
Soit P P CrXs.

ñ Supposons P irréductible.
Montrons que degpP q “ 1
Par l’absurde : supposons degpP q ě 2 (P est irréductible donc non constant)
D’après le théorème fondamental de l’algèbre , P possède une racine α P C.
Donc :

DQ P CrXs : P “ pX ´ αqQ

ùñ degpP q “ degpX ´ αq ` degpQq

ùñ degpQq ě 1

Donc P “ pX ´ αq
looomooon

degě1

Q
loomoon

degě1

Ce qui contredit P irréductible.

ð Supposons que degpP q “ 1
Montrons que P est irréductible dans C.
Par l’absurde : supposons P non irréductible.

Alors D pP1, P2q P CrXs
2 :

$

’

&

’

%

P “ P1P2

degpP1q ě 1

degpP2q ě 1

Donc degpP q ě 2
Ce qui contredit degpP q “ 1.

12.9 Forme et unicité d’une fraction rationnelle
irréductible

@ F P KpXq, D !pP,Qq P KrXs ˆKrXszt0u :

$

’

&

’

%

F “ P
Q

P ^Q “ 1

Q unitaire

EXISTENCE
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Soit F P KpXq.
Alors D pP1, Q1q P KrXs ˆKrXszt0u : F “ P1

Q1

Notons D “ P1 ^Q1 ‰ 0 (car Q1 ‰ 0)

On a

#

D | P1 ùñ D P2 P KrXs : P1 “ P2D

D | Q1 ùñ DQ2 P KrXszt0u : Q1 “ Q2D pQ1 ‰ 0q

On sait que D pU, V q P KrXs2 : D “ UP1 ` V Q1 “ DUP2 `DVQ2

ùñ 1 “ P2

dompQ2q
dompQ2qU
looooomooooon

PKrXs

`
Q2

dompQ2q
dompQ2qV
looooomooooon

PKrXs

Posons

#

P “ P2

dompQ2q
P KrXs

Q “ Q2

dompQ2q
P KrXszt0u unitaire

D’après le théorème de Bézout, P ^Q “ 1

et : PQ “
P2

dompQ2q
Q

dompQ2q

“ P2

Q2
“ DP2

DQ2
“ P1

Q1
“ F

UNICITÉ

Soient pP1, P2q P KrXs
2 et pQ1, Q2q P pKrXszt0uq

2 tels que F “ P1

Q1
“ P2

Q2
et

Q1 et Q2 soient unitaires et P1 ^Q1 “ P2 ^Q2 “ 1
On a alors P1Q2 “ P2Q1 p˚q

ùñ Q2 | Q1P2 ùñ Q2 | Q1 (théorème de Gauss)
De même Q1 | Q2 donc Q1 et Q2 sont associés.
Or Q1 et Q2 sont unitaires donc Q1 “ Q2

Et donc p˚q ùñ P1 “ P2 (car Q1 et Q2 sont non nuls)

12.10 Parties entière et fractionnaire d’une frac-
tion rationnelle

@ F P KpXq, D !pE,Gq P KrXs ˆKpXq :

#

F “ E `G

degpGq ă 0

E est la partie entière de F , et G sa partie fractionnaire notée tF u.

EXISTENCE

Soit F “ P
Q P KpXq

Notons pE,Rq P KrXs2 les quotient et reste de la division euclidienne de P par

Q (car Q ‰ 0) :

#

P “ EQ`R

degpRq ă degpQq

Alors F “ EQ`R
Q “ E `

R

Q
loomoon

“GPKpXq

et degpGq “ degpRq ´ degpQq ă 0

99



PARTIE I. DÉMONSTRATIONS MPSI

UNICITÉ

Soient pE1, E2q P KrXs
2, pG1, G2q P KpXq

2 tels que F “ E1 ` G1 “ E2 ` G2

avec degpG1q ă 0 et degpG2q ă 0.
On a alors :

E1 `G1 “ E2 `G2 ùñ E1 ´ E2 “ G2 ´G1 p˚q

ùñ degp

hkkkikkkj

E1 ´ E2
PKrXs

q “ degpG2 ´G1q

ď maxtdegpG2
loomoon

ă0

q; degp´G1
loooomoooon

ă0

qu ă 0

ùñ degpE1 ´ E2q “ ´8

ùñ E1 ´ E2 “ 0

ùñ E1 “ E2

p˚q ùñ G1 “ G2

12.11 Coefficient d’une partie polaire d’un pôle
simple

Soit F “ P
Q P KpXq.

Montrons que si xi est un pôle simple de F , sa partie polaire associée dans la

décomposition en éléments simples de F est
αi

X ´ xi
où αi “

P pxiq

Q1pxiq
.

Pour trouver αi, on effectue X Ð xi dans pX ´ xiqF “ pX ´ xiq
P

Q
p˚q

Comme xi est une racine simple de Q, on a :

DR P KrXs : Q “ pX ´ xiqR avecRpxiq ‰ 0

ùñ Q1 “ R` pX ´ xiqR
1

ùñ Q1pxiq “ Rpxiq

Alors pX ´ xiqF “
pX ´ xiqP

Q
“
pX ´ xiqP

pX ´ xiqR
“
P

R

Et donc p˚q donne :
P pxiq

Rpxiq
“

P pxiq

Q1pxiq
“ αi
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12.12 Formule donnant la décomposition en élé-
ments simples de P 1

P

Résultat admis : pP1 ˆ . . .ˆ Pnq
1 “

n
ř

k“1

P 1k
n
ś

i“1
i‰k

Pi

Preuve :
D’après le théorème de d’Alembert-Gauss :

P “ λ
loomoon

“dompP q

n
ź

k“1

pX ´ xkq
rk

ùñ P 1 “ λ
n
ÿ

k“1

n
ź

i“1
i‰k

pX ´ xiqrkpX ´ xkq
rk´1

“

n
ÿ

k“1

λ
n
ź

i“1
i‰k

pX ´ xiqpX ´ xkq
rk

rk
X ´ xk

“

n
ÿ

k“1

λ
n
ź

i“1

pX ´ xiq

looooooomooooooon

“P

rk
X ´ xk

ùñ P 1 “ P
n
ÿ

k“1

rk
X ´ xk

ùñ
P 1

P
“

n
ÿ

k“1

rk
X ´ xk

"Qu’offre un mathématicien à sa fiancée quand il la demande en mariage ? – Un anneau
polynomial."
Bonus : "Quelles sont les fonctions les moins sérieuses des mathématiques ? – Les polynômes
du second degré."
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Chapitre 13

Espaces vectoriels

13.1 Sous-espaces vectoriels engendrés
Soient E un espace vectoriel et px1, . . . , xnq P E

n.

vectpx1, . . . , xnq est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
x1, . . . , xn.

Notons F “ vectpx1, . . . , xnq.
‚ Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E.

— F Ă E car si x P F , alors D pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λk ¨ xk P E

(car ¨ est une l.c.e. et ` une l.c.i. sur E)

— F ‰ H car 0E P F puisque 0E “
n
ř

k“1

0E ¨ xk P F

— @ px, yq P E2,@ pλ, µq P K2

x P F ùñ D pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λk ¨ xk

y P F ùñ D pµ1, . . . , µnq P K
n : x “

n
ř

k“1

µk ¨ xk

ùñ λx` µy “ λ
n
ř

k“1

λk ¨ xk ` µ
n
ř

k“1

µk ¨ xk “
n
ř

k“1

pλλk ` µµkq ¨ xk

ùñ λx` µy P F

‚ @ i P rr1, nss, xi “
n
ř

k“1

δi,k ¨ xk P F

‚ Montrons que F est le plus petit des sous-espaces vectoriels de E contenant
x1, . . . , xn
Soit G un sous-espace vectoriel de E contenant x1, . . . , xn
Soit x P F
Donc D pλ1, . . . , λnq P K

n : x “
n
ř

k“1

λk ¨ xk
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Or @ k P rr1, nss, xk P G et G est un sous-espace vectoriel de E
Donc x P G
Donc F Ă G

13.2 Sous-espaces vectoriels et images directes ou
réciproques

Soient E et F des K-espaces vectoriels et f P LpE,F q.
Soient U un sous-espace vectoriel de E et V un sous-espace vectoriel de F .

‚ Montrons que fpUq est une sous-espace vectoriel de F .
— fpUq Ă F par définition
— fpUq ‰ H car 0F “ fp 0E

loomoon

PU

q P fpUq

(puisque U est un sous-espace vectoriel de E et f est linéaire.)
— @ px, yq P fpUq2,@ pλ, µq P K2,

x P fpUq ùñ D x1 P U : fpx1q “ x
y P fpUq ùñ D y1 P U : fpy1q “ y
ùñ λx` µy “ λfpx1q ` µfpy1q “ fpλx1 ` µy1

loooomoooon

PU

q

(car f est linéaire et U est un espace vectoriel)
ùñ λx` µy P fpUq

‚ Montrons que f´1pV q est une sous-espace vectoriel de E.
— f´1pV q Ă E par définition
— f´1pV q ‰ H car 0E P f

´1pV q
(puisque 0F “ fp0Eq et V est un sous-espace vectoriel de F )

— @ px, yq P pf´1pV qq2,@ pλ, µq P K2,
fpλx` µyq “ λ fpxq

loomoon

PV

`µ fpyq
loomoon

PV

P V

(car f est linéaire et V est un sous-espace vectoriel de F )
ùñ λx` µy P f´1pV q

13.3 Caractérisation de l’injectivité par le noyau
Soient E et F des K-espaces vectoriels et f P LpE,F q

f injective ô Kerpfq “ t0Eu

ñ Supposons f injective.
Ą : car Kerpfq est un sous-espace vectoriel de E donc 0E P Kerpfq
Ă : Soit x P Kerpfq
Donc fpxq “ 0F
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Donc fpxq “ fp0Eq car f est linéaire
Donc x “ 0E car f est injective

ð Supposons Kerpfq “ t0Eu
Montrons que f est injective :

@ px1, x2q P E
2, fpx1q “ fpx2q ùñ fpx1q ´ fpx2q “ 0F

ùñ fpx1 ´ x2q “ 0F pcar f est linéaireq

ùñ x1 ´ x2 P Kerpfq “ t0Eu

ùñ x1 ´ x2 “ 0E

ùñ x1 “ x2

13.4 Propriétés des projecteurs
Soient E un K-espace vectoriel et F1, F2 deux sous-espaces supplémentaires de
E (donc E “ F1 ‘ F2)
Alors tout vecteur x P E se décompose de manière unique sous la forme x “
x1 ` x2 avec px1, x2q P F1 ˆ F2.
On appelle projecteur sur F1 parallèlement à F2 l’application p1 définie par :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p1 : E Ñ E
x ÞÑ x1

Ñ Montrons que p1 P LpEq
Ñ p1 : E Ñ E
Ñ Montrons que p1 est linéaire
@ px, yq P E2,@ pλ, µq P K2 comme E “ F1 ‘ F2

D !px1, x2q P F1 ˆ F2 : x “ x1 ` x2

D !py1, y2q P F1 ˆ F2 : y “ y1 ` y2

Donc p1pλx` µyq “ p1pλx1 ` µy1
loooomoooon

PF1 ps´e.v.q

`λx2 ` µy2
loooomoooon

PF1 ps´e.v.q

q

“ λx1 ` µy1 “ λp1pxq ` µp1pyq

Ñ Montrons que p2
1 “ p1

@ x P E, D !px1, x2q P F1 ˆ F2 : x “ x1 ` x2

Et x1 “ x1
loomoon

PF1

` 0E
loomoon

PF2

(car F2 est un sous-espace vectoriel de E)

Donc p2
1pxq “ p1pp1pxqq “ p1px1q “ x1 “ p1pxq

Ñ Montrons que Kerpp1q “ F2

Ă : Soit x P Kerpp1q

Donc p1pxq “ 0E
On sait que D !px1, x2q P F1 ˆ F2 : x “ x1 ` x2
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Donc x1 “ p1pxq “ 0E
Donc x “ x2 P F2

Donc x P F2

Ą : Soit x P F2

Donc x “ 0E
loomoon

PF1

` x
loomoon

PF2

(car F1 est un sous-espace vectoriel de E)

Donc p1pxq “ 0E

Donc x P Kerpp1q

Ñ Montrons que Impp1q “ F1 “ Kerpp1 ´ idEq
‚ Impp1q “ F1

Ă : Soit x P Impp1q

Donc D y P E : p1pyq “ x
Or D !py1, y2q P F1 ˆ F2 : y “ y1 ` y2

ùñ p1pyq “ x “ y1 P F1

ùñ x P F1

Ą : Soit x P F1

Donc x “ x
loomoon

PF1

` 0E
loomoon

PF2

(car F2 s-e.v. de E)

Donc p1pxq “ x

Donc x P Impp1q

‚ Kerpp1 ´ idEq “ F1

Ă : Soit x P Kerpp1 ´ idEq
Donc pp1 ´ idEqpxq “ p1pxq ´ x “ 0E
Donc p1pxq “ x

Donc x P Impp1q

Ą : Soit x P F1

Donc x “ x
loomoon

PF1

` 0E
loomoon

PF2

(car F2 est un sous-espace vectoriel de E)

Donc p1pxq “ x

Donc x P Kerpp1 ´ idEq

13.5 Caractérisation d’un projecteur sur l’image
parallèlement au noyau

Soient E un K-espace vectoriel et f P LpEq telle que f2 “ f (i.e. f ˝ f “ f)

Ñ Montrons que E “ Kerpfq ‘ Impfq
Ñ ce sont des sous-espaces vectoriels de E
Ñ Impfq XKerpfq “ t0Eu
Ą : car Impfq XKerpfq est un sous-espace vectoriel de E
Ă : Soit x P Impfq XKerpfq
Donc x P Impfq et x P Kerpfq
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Donc D y P E : fpyq “ x et fpxq “ 0E
Donc fpfpyqq “ f2pyq “ fpxq “ 0E
Donc y P Kerpf2q “ Kerpfq (hypothèse f2 “ f)
Donc fpyq “ x “ 0E
Donc x “ 0E

Ñ E “ Impfq `Kerpfq
Ą : car Impfq `Kerpfq est un sous-espace vectoriel de E
Ă : Soit x P E

Prenons

#

x1 “ fpxq P Impfq

x2 “ x´ fpxq P Kerpfq p˚q

p˚q : fpx2q “ fpx ´ fpxqq “ fpxq ´ f2pxq “ fpxq ´ fpxq “ 0E car
f P LpEq et f2 “ f
Donc x “ x1 ` x2

On a montré que D px1, x2q P Impfq ˆKerpfq : x “ x1 ` x2

Donc x P Kerpfq ` Impfq

Ñ Montrons que f est le projecteur sur Impfq parallèlement à Kerpfq
Notons p le projecteur sur Impfq parallèlement à Kerpfq
(car E “ Impfq ‘Kerpfq)
@ x P E, x “ x´ fpxq

looomooon

PKerpfq

` fpxq
loomoon

PImpfq

(cf. point précédent)

Donc ppxq “ fpxq, donc f “ p

13.6 À propos des hyperplans
Soient E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E et a P EzF .
Supposons que F est un hyperplan de E,
i.e. D ϕ P LpE,F q ‰ 0LpE,Kq : Kerpϕq “ F

E “ F ‘ vectpaq

Ñ F X vectpaq “ t0Eu
Ą : car F et vectpaq sont tous deux des sous-espaces vectoriels de E
Ă : Soit x P F X vectpaq
Donc x P F “ Kerpϕq et x P vectpaq
Donc ϕpxq “ 0K et D λ P K : x “ λa
Donc ϕpxq “ ϕpλaq “ λϕpaq “ 0 (car ϕ est linéaire)
Or a R F “ Kerpϕq ùñ ϕpaq ‰ 0
Donc λ “ 0
Donc x “ 0E

Ñ E “ F ` vectpaq
Ą : car F ` vectpaq est un sous-espace vectoriel de E
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Ă : Soit x P E

Posons

#

x1 “ x´ ϕpxq
ϕpaqa P F p˚q

x2 “
ϕpxq
ϕpaqa P vectpaq

p˚q ϕpx1q “ ϕpxq ´ ϕpϕpxqϕpaqaq “ ϕpxq ´ ϕpxq
ϕpaqϕpaq “ 0 car ϕ est linéaire.

Donc D px1, x2q P F ˆ vectpaq : x “ x1 ` x2

Donc x P F ` vectpaq

13.7 "Interpolation linéaire"
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et pe1, . . . , enq une base de E

@ pf1, . . . , fnq P F
n, D !ϕ P LpE,F q : @ k P rr1, nss, ϕpekq “ fk

EXISTENCE

On sait que pe1, . . . , enq est une base de E donc ;

@ x P E, D !pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ÿ

k“1

λkek

Posons

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : E Ñ F

x ÞÑ
n
ř

k“1

λkfk

‚ ϕ est linéaire car @ px, yq P E2,@ pα, βq P K2,

D !pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λkek

D !pµ1, . . . , µnq P K
n : y “

n
ř

k“1

µkek

ùñ ϕpαx` βyq “ ϕp
n
ř

k“1

pαλk ` βµkqekq “
n
ř

k“1

pαλk ` βµkqfk

“ α
n
ř

k“1

λkfk ` β
n
ř

k“1

µkfk “ αϕpxq ` βϕpyq

‚ @ k P rr1, nss, ek “
n
ř

i“1

δk,iei ùñ ϕpekq “ ϕp
n
ř

i“1

δk,ieiq “
n
ř

i“1

δk,ifi “ fk

UNICITÉ

Soient ϕ et ψ dans LpE,F q telles que @ k P rr1, nss, ϕpekq “ ψpekq “ fk

@ x P E, D !pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λkek car pe1, . . . , enq est une base de E

Comme ϕ et ψ sont linéaires, on a @ x P E,

ϕpxq “ ϕp
n
ÿ

k“1

λkekq “
n
ÿ

k“1

λkϕpekq “
n
ÿ

k“1

λkψpekq “ ψp
n
ÿ

k“1

λkekq “ ψpxq

Donc ϕ “ ψ
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13.8 Application linéaire, base et famille généra-
trice de son l’image

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, pe1, . . . , enq une base de E et ϕ P

LpE,F q
Impϕq “ vectpϕpe1q, . . . , ϕpenqq

Ă : Soit x P Impϕq
Donc D y P E : ϕpyq “ x

Donc D !pλ1, . . . , λnq P K
n : y “

n
ř

k“1

λkek

Donc x “ ϕpyq “ ϕp
n
ř

k“1

λkekq “
n
ř

k“1

λkϕpekq (car ϕ est linéaire)

Donc x P vectpϕpe1q, . . . , ϕpenqq

Ą : Soit x P vectpϕpe1q, . . . , ϕpenqq

Donc D pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λkϕpekq

Donc x “ ϕp
n
ÿ

k“1

λkek
looomooon

PE

q car ϕ est linéaire et E est un espace vectoriel.

Donc D y P E : ϕpyq “ x

Donc x P Impϕq

ϕ est surjective

ô Impϕq “ F

ô vectpϕpe1q, . . . , ϕpenqq “ F

ô pϕpe1q, . . . , ϕpenqq génératrice de F

13.9 Famille libre et application linéaire injective
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, pe1, . . . , enq une base de E et ϕ P

LpE,F q
ϕ injective ô pϕpe1q, . . . , ϕpenqq libre

ñ Supposons ϕ injective, donc Kerpϕq “ t0Eu
Montrons que pϕpe1q, . . . , ϕpenqq est libre.
Soit pλ1, . . . , λnq P K

n

Supposons
n
ř

k“1

λkϕpekq “ 0F
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Donc ϕp
n
ř

k“1

λkekq “ 0F car ϕ est linéaire

Donc
n
ř

k“1

λkek P Kerpϕq “ t0Eu (hypothèse)

Donc
n
ř

k“1

λkek “ 0E

Donc @ k P rr1, nss, λk “ 0 car pe1, . . . , enq est libre puisque base
Donc pϕpe1q, . . . , ϕpenqq est libre

ð Supposons pϕpe1q, . . . , ϕpenqq libre
Montrons que ϕ est injective en montrant que Kerpϕq “ t0Eu
Ą : car Kerpϕq est un sous-espace vectoriel de E
Ă : Soit x P Kerpϕq
Donc ϕpxq “ 0F
Or pe1, . . . , enq est une base de E et x P E

Donc D !pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λkek

Alors : ϕpxq “ 0F

ùñ ϕp
n
ÿ

k“1

λkekq “ 0F

ùñ

n
ÿ

k“1

λkϕpekq “ 0F pcar ϕ est linéaireq

ùñ @ k P rr1, nss, λk “ 0 pcar pϕpe1q, . . . , ϕpenqq est libre phypothèseqq

ùñ x “ 0E

13.10 Caractérisation des bases en dimension fi-
nie

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F une famille finie de
vecteurs de E.
‚ Si F est libre et cardpFq “ dimpEq alors F est une base de E
‚ Si F est génératrice de E et cardpFq “ dimpEq alors F est une base de E

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F une famille finie de
vecteurs de E.

‚ Supposons F libre et cardpFq “ dimpEq
D’après le théorème de la base incomplète, il existe une sur-famille F 1 de F qui
est une base de E.
Alors d’après le théorème de la dimension, cardpF 1q “ dimpEq “ cardpFq
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Or F Ă F 1 (et ce sont des ensembles finis)
Donc F 1 “ F
Donc F est une base de E .

‚ Supposons F génératrice de E et cardpFq “ dimpEq
D’après le théorème de la base extraite, il existe une sous-famille F 1 de F qui
est une base de E.
Alors d’après le théorème de la dimension, cardpF 1q “ dimpEq “ cardpFq
Or F 1 Ă F (et ce sont des ensembles finis)
Donc F 1 “ F
Donc F est une base de E .

13.11 Dimension d’un produit cartésien de deux
espaces vectoriels

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
Notons respectivement n et m leurs dimensions et pe1, . . . , enq et pf1, . . . , fmq
leurs bases.

Posons B “ ppe1, 0F q, . . . , pen, 0F q, p0E , f1q, . . . , p0E , fmqq.
Ñ Montrons que B est une base de E ˆ F

‚ B est libre
En effet : Soit pλ1, . . . , λn, µ1, . . . , µmq P K

n`m

Supposons
n
ÿ

k“1

λkpek, 0F q

looooooomooooooon

“p
n
ř

k“1

λkek , 0F q

`

n
ÿ

k“1

µkp0E , fkq

looooooomooooooon

“p0E ,
n
ř

k“1

µkfkq

“ 0EˆF
loomoon

“p0E ,0F q

Donc p
n
ř

k“1

λkek ,
n
ř

k“1

µkfkq “ p0E , 0F q

Donc

$

’

’

&

’

’

%

n
ř

k“1

λkek “ 0E

n
ř

k“1

µkfk “ 0F

ùñ

#

@ k P rr1;nss, λk “ 0

@ k P rr1;mss, µk “ 0

(car pe1, . . . , enq et pf1, . . . , fmq sont des bases donc sont libres)

‚ B est génératrice de E ˆ F , i.e. vectpBq “ E ˆ F
Ă : car vectpBq est un sous-espace vectoriel de E ˆ F
Ą : Soit px, yq P E ˆ F
Donc x P E et y P F

Donc

$

’

’

&

’

’

%

D !pλ1, . . . , λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λkek

D !pµ1, . . . , µmq P K
m : y “

n
ř

k“1

µkfk

(car pe1, . . . , enq et pf1, . . . , fmq
sont des bases de E et de F )
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Donc px, yq “ p
n
ř

k“1

λkek ,
n
ř

k“1

µkfkq “ p
n
ř

k“1

λkek , 0F q ` p0E ,
n
ř

k“1

µkfkq

“
n
ř

k“1

λkpek, 0F q `
n
ř

k“1

µkp0E , fkq

Donc px, yq P vectpBq

Ñ Montrons que dimpE ˆ F q “ dimpEq ` dimpF q

Comme B est une base de E ˆ F , on a :

dimpE ˆ F q “ cardpBq “ n`m “ cardpEq ` cardpF q

13.12 Caractérisation de l’isomorphisme par la
dimension

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie.

E et F sont isomorphes si, et seulement si, dimpEq “ dimpF q.

ñ Supposons E et F isomorphes.
Alors il existe un isomorphisme ϕ : E Ñ F
Comme E est de dimension finie, il possède un base pe1, . . . , enq
ϕ est un isomorphisme donc ϕ est linéaire et bijective donc pϕpe1q, . . . , ϕpenqq
est une base de F .
Donc dimpF q “ cardpϕpe1q, . . . , ϕpenqq “ cardpe1, . . . , enq “ dimpEq

Donc dimpEq “ dimpF q

ð Supposons dimpEq “ dimpF q “ n
Notons pe1, . . . , enq une base de E et pf1, . . . , fnq une base de F .
Posons ϕ P LpE,F q telle que @ k P rr1;nss, ϕpekq “ fk.
ϕ envoie une base sur une base, donc ϕ est bijective.
Donc ϕ est un isomorphisme de E dans F .
Donc E et F sont isomorphes.

13.13 Formule de Grassmann

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et F,G deux sous-espaces
vectoriels de E.

dimpF `Gq “ dimpF q ` dimpGq ´ dimpF XGq
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Ñ F XG est un sous-espace vectoriel de F
Or F est de dimension finie (car c’est un sous-espace vectoriel de E qui
l’est)
Donc il existe un sous-espace vectoriel H de F tel que F “ pF XGq ‘H
Donc dimpF q “ dimpF XGq ` dimpHq p˚q

Ñ Montrons que F `G “ G‘H
Ñ GXH “ t0F`Gu “ t0Eu
Ą : car G et H sont des sous-espace vectoriels de E donc GXH aussi
Ă : Soit x P GXH

Donc x P G et x P H
Donc x P F (car H Ă F puisque c’en est un sous-espace vectoriel)
Donc x P F XGXH “ pF XGqXH “ t0Eu (car F “ pF XGq‘H)
Donc x “ 0E

Ñ F `G “ G`H
Ą : H est un sous-espace vectoriel de F , lui-même sous-espace vec-

toriel de F `G ; G et H sont donc des sous-espaces vectoriels de
F `G donc G`H aussi.

Ă : Soit x P F `G
Donc D py, zq P F ˆG : x “ y ` z
Or y P F et F “ pF XGq `H (car F “ pF XGq ‘H)
Donc D py1, y2q P pF XGq ˆH : y “ y1 ` y2

Donc x “ z ` y1
loomoon

PG

` y2
loomoon

PH

(y1 P F X G ñ y1 P G, et z P G ùñ z ` y1 P G car c’est un
espace vectoriel)
Donc x P G`H

Ñ Finalement :
Ñ F `G “ G‘H ùñ dimpF `Gq “ dimpGq ` dimpHq
Ñ p˚q ùñ dimpF q “ dimpF XGq ` dimpHq

Donc dimpF `Gq “ dimpF q ` dimpGq ´ dimpF XGq

13.14 Théorème du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, E étant de dimension finie, et ϕ P
LpE,F q

dimpEq “ dimpKerpϕqq ` rgpϕq “ dimpKerpϕqq ` dimpImpϕqq

Kerpϕq est un sous-espace vectoriel de E donc il existe un sous-espace vectoriel
H de E tel que E “ Kerpϕq ‘H
Donc dimpEq “ dimpKerpϕqq ` dimpHq

Montrons que dimpHq “ dimpImpϕqq “ rgpϕq

Pour cela construisons un isomorphisme entre H et Impϕq.
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On saura alors alors que dimpHq “ dimpImpϕqq

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u : H Ñ Impϕq
x ÞÑ ϕpxq

(cette application existe car @ x P H,upxq “ ϕpxq P Impϕq puisque x P E car H
en est un sous-espace vectoriel)
Ñ Montrons que u est un isomorphisme de H dans Impϕq
Ñ u est linéaire
@ px, yq P H2,@ pλ, µq P K2, upλx`µyq “ ϕpλx`µyq “ λϕpxq`µϕpyq “
λupxq`µupyq (car H est un espace vectoriel donc stable par combinaison
linéaire donc λx` µy P H, et ϕ est linéaire ;

Ñ u est bijective
Ñ u est injective, i.e. Kerpuq “ t0Eu
Ą : car Kerpuq est un sous-espace vectoriel de E
Ă : Soit x P Kerpuq

Donc upxq “ 0Impϕq “ 0F (car Impϕq est un sous-espace vectoriel
de F )
Or x P H
(car Kerpuq est un sous-espace vectoriel de H)
Donc upxq “ ϕpxq “ 0F
Donc x P H XKerpϕq “ t0Eu (car E “ Kerpϕq ‘H)
Donc x “ 0E

Ñ u est surjective, i.e. Impuq “ Impϕq
Ă : car Impuq est un sous-espace vectoriel de Impϕq
Ą : Soit y P Impϕq

Donc D x P E : ϕpxq “ y
x P E et E “ Kerpϕq ‘H
Donc D !px1, x2q P Kerpϕq ˆH : x “ x1 ` x2

Donc ϕpxq “ ϕpx1q ` ϕpx2q “ 0E ` ϕpx2q

(car ϕ est linéaire et x1 P Kerpϕq)
Donc x “ ϕpx2q “ upx2q (car x2 P H)
Donc x P Impuq

13.15 Dimension d’un hyperplan
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et H un sous-espace vectoriel
de E.

H hyperplan ô dimpHq “ dimpEq ´ 1

Supposons E de dimension finie.
Soit H un sous-espace vectoriel de E.

ñ Supposons que H est un hyperplan.
Donc D ϕ P LpE,Kqzt0LpE,Kqu : Kerpϕq “ H
E est un K-espace vectoriel de dimension finie et ϕ P LpE,Kq
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Donc d’après le théorème du rang :
dimpEq “ dimpKerpϕqq ` rgpϕq “ dimpHq ` dimpImpϕqq
Or ϕ est une forme linéaire non nulle
Donc Impϕq “ K donc dimpImpϕqq “ dimpKq “ 1

Donc dimpHq “ dimpEq ´ 1

ð Supposons dimpHq “ dimpEq ´ 1
Montrons que H est un hyperplan,
i.e. D ϕ P LpE,Kqzt0LpE,Kqu : Kerpϕq “ H
Notons n “ dimpEq et pe1, . . . , en´1q une base de H.
Donc c’est une famille libre de H, donc de E.
D’après le théorème de la base incomplète, on peut ajouter des vecteurs à
pe1, . . . , en´1q pour former une base de E.
De plus dimpEq “ n donc il ne faut ajouter qu’un vecteur noté en.
Donc pe1, . . . , enq est une base de E.
Montrons que D ϕ P LpE,Kqzt0LpE,Kqu : Kerpϕq “ H.

Posons ϕ P LpE,Kq définie par

#

@ k P rr1;n´ 1ss, ϕpekq “ 0

ϕpenq “ 1

— ϕ est non nulle
— Kerpϕq “ H
Ă : Soit x P Kerpϕq

Donc ϕpxq “ 0
Or x P E et pe1, . . . , enq est une base de E

donc D !pλ1, . . . λnq P K
n : x “

n
ř

k“1

λkek

Donc ϕpxq “ ϕp
n
ř

k“1

λkekq “
n
ř

k“1

λkϕpekq “
n
ř

k“0

λkδk,n “ λn “ 0

(car ϕ est linéaire)
Donc λn “ 0

Donc x “
n´1
ř

k“1

λkek

Donc x P vectpe1, . . . , en´1q “ H

(car pe1, . . . , en´1q est une base de H donc génératrice de H.)
Ą : Soit x P H.

Donc D !pλ1, . . . , λn´1q P K
n´1 : x “

n´1
ř

k“1

λkek

(car pe1, . . . , en´1q est une base de H)

Donc ϕpxq “ ϕp
n´1
ř

k“1

λkekq “
n´1
ř

k“1

λkϕpekq “
n´1
ř

k“1

λk0 “ 0

(car ϕ est linéaire)
Donc x P Kerpϕq

"Ta beauté ne peut pas être décrite par une base finie de vecteurs."
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Chapitre 14

Espaces préhilbertiens réels

14.1 Produits scalaires usuels

Dans le R-espace vectoriel Rn :
Pour tout n-uplet x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, . . . , ynq, on définit le produit
scalaire canonique sur Rn :

px|yq “
n
ÿ

k“1

xkyk

Posons

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S : pRnq2 Ñ R

px, yq ÞÑ
n
ř

k“1

xkyk

Montrons que S est un produit scalaire.

Forme : par définition

Symétrie : @ px, yq P pRnq2, Spx, yq “
n
ř

k“1

xkyk “
n
ř

k“1

ykxk “ Spy, xq

Linéarité à gauche : @ px, x1, yq P pRnq3,@ pλ, λ1q P R2,

Spλx` λ1x1, yq “
n
ÿ

k“1

pλxk ` λ
1x1kqyk

“ λ
n
ÿ

k“1

xkyk ` λ
1

n
ÿ

k“1

x1kyk

“ λSpx, yq ` λ1Spx1, yq

Linéarité à droite : par symétrie et linéarité à gauche

Positivité : @ x P Rn, Spx, xq “
n
ř

k“1

xkxk “
n
ř

k“1

x2
k

loomoon

ě0 car PR

ě 0
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Définition : @ x P Rn, Spx, xq “ 0 ùñ
n
ř

k“1

x2
k

loomoon

ě0

“ 0

ùñ @ k P rr1, nss, x2
k “ 0 ùñ @ k P rr1, nss, xk “ 0 ùñ x “ 0Rn

Dans le R-espace vectoriel C0pra, bs,Rq :
On définit pour toutes fonctions f et g le produit scalaire canonique sur l’en-
semble des fonctions continues C0pra, bs,Rq :

pf |gq “

ż b

a

fptqgptqdt

Posons E “ C0pra, bs,Rq

Posons

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S : E2 Ñ R

pf, gq ÞÑ

ż b

a

fptqgptqdt

Montrons que S est un produit scalaire.
Forme : par définition
Symétrie : @ pf, gq P E2,

Spf, gq “

ż b

a

fptqgptqdt “

ż b

a

gptqfptqdt “ Spg, fq

Linéarité à gauche : @ pf1, f2, gq P E
3,@ pλ1, λ2q P R

2,

Spλ1f1 ` λ2f2, gq “

ż b

a

pλ1f1ptq ` λ2f2ptqqgptqdt

“ λ1

ż b

a

f1ptqgptqdt` λ2

ż b

a

f2ptqgptqdt “ λ1Spf1, gq ` λ2Spf2, gq

Linéarité à droite : par symétrie et linéarité à gauche

Positivité : @ f P E,Spf, fq “
ż b

a

fptqfptqdt “

ż b

a

fptq2
loomoon

ě0 car PR

dt ě 0

Définition : @ f P E,Spf, fq “ 0 ùñ

ż b

a

fptq2
loomoon

ě0

dt “ 0

ùñ @ t P rra, bss, fptq2 “ 0 ùñ @ t P rra, bss, fptq “ 0 ùñ f “ 0E

14.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soit pE, p.|.qq un espace préhilbertien réel.

@ px, yq P E2, px|yq2 ď px|xqpy|yq

@ px, yq P E2, px|yq2 “ px|xqpy|yq ô px, yq liée
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Soit px, yq P E2.
1er cas : si y “ 0E .
‚ px|yq2
loomoon

“0

ď px|xq py|yq
loomoon

“0
looooomooooon

“0

‚ px|yq2 “ px|xqpy|yq
looooooooooomooooooooooon

vrai

ô px, yq liée
loooomoooon

vrai

: vrai

2nd cas : si y ‰ 0E
Posons @ λ P R, P pλq “ px` λy|x` λyq “ px|xq ` λˆ 2px|yq ` λ2py|yq
D’après la propriété de définition : y ‰ 0E ùñ py|yq ‰ 0
Donc P est une fonction polynomiale de degré 2.
Or d’après la propriété de positivité : @ λ P R, P pλq “ px` λy|x` λyq ě 0
Ainsi, le discriminant ∆ “ p2px|yqq2´4px|xqpy|yq est négatif, donc ∆ “ 4ppx|yq2´
px|xqpy|yqq ď 0

Donc px|yq2 ď px|xqpy|yq

Par ailleurs :

px|yq2 “ px|xqpy|yq ô ∆ “ 0

ô P possède au moins une racine réelle λ0

pÑ ∆ ě 0,∆ ď 0 ñ ∆ “ 0q

ô D λ0 P R : P pλ0q “ 0

ô D λ0 P R : px` λ0y|x` λ0yq “ 0

ô D λ0 P R : x` λ0y “ 0E

ô px, yq liée pp1, λ0q ‰ p0, 0q et p˚qq

p˚q : px, yq liée ñ D pα, βq ‰ p0, 0q P R2 : αx` βy “ 0E
Or α ‰ 0 (par l’absurde : α “ 0 ñ β ‰ 0 ñ βy “ 0E ñ y “ 0E : exclu)
Donc x` β

αy “ 0E
Et on pose λ0 “

β
α P R

14.3 Composantes d’un vecteur dans une base or-
thonormale

Soient pE, p.|.qq un espace euclidien, B “ pe1, ..., enq une base orthonormale de
E, x et y deux vecteurs de E, et px1, ..., xnq et py1, ...ynq leurs composantes
respectives dans B.
On a :

@ i P rr1, nss, xi “ px|eiq (1)

px|yq “
n
ÿ

k“1

xkyk (2)
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||x|| “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k (3)

Et, si l’on note X “ CompBpxq et Y “ CompBpyq :

px|yq “ tX ˆ Y et ||x|| “
?
tX ˆX (4)

Montrons p1q : Soit i P r1, nss.
On a :

px|eiq “

˜

n
ÿ

k“1

xkek

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ei

¸

“

n
ÿ

k“1

xkpek|eiq par linéarité à gauche du produit scalaire

“

n
ÿ

k“1

xkδk,i car pe1, ...enq est orthonormale

“ xi

Montrons p2q :
On a :

px|yq “

˜

n
ÿ

k“1

xkek

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

l“1

ylel

¸

“

n
ÿ

k“1

xk

n
ÿ

l“1

ylpek|elq par bilinéarité du produit scalaire

“

n
ÿ

k“1

xk

n
ÿ

l“1

ylδk,l car pe1, ...enq est orthonormale

“

n
ÿ

k“1

xkyk

Montrons p3q :

||x|| “
a

px|xq “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k d1après p2q

Montrons p4q :
On a :

px|yq “
n
ÿ

k“1

xkyk d1après p2q
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“

˜

n
ÿ

k“1

xkyk

¸

en assimilant un réel à une matrice 1ˆ 1

“
`

x1 ¨ ¨ ¨ xn
˘

ˆ

¨

˚

˝

y1

...
yn

˛

‹

‚

“ tCompBpxq ˆ CompBpyq

Et :

||x|| “
a

px|xq “
a

tCompBpxq ˆ CompBpyq

14.4 Projection orthogonale dans un espace eu-
clidien

Soient pE, p.|.qq un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E, et x un
vecteur de E.
Si pe1, ..., epq est une base orthonormale de F , alors :

pKF pxq “
p
ÿ

k“1

px|ekqek

Soient x P E, et pe1, ..., epq une base orthonormale de F .
Comme E “ F ‘ FK, on sait que D! pxF , x

K
F q P F ˆ F

K : x “ xF ` x
K
F .

On a xF P F , et pe1, ..., epq est une base orthonormale de F , donc

D! pλ1, ..., λpq P R
p : xF “

p
ÿ

k“1

λkek

Or :

xKF P F
K ùñ @ j P rr1, pss, pxKF |ejq “ 0

ùñ @ j P rr1, pss, px´ xF |ejq “ 0

ùñ @ j P rr1, pss, px|ejq ´
p
ÿ

k“1

λk pek|ejq
loomoon

“δk,j

“ 0

ùñ @ j P rr1, pss, λj “ px|ejq

Donc xF “
p
ř

k“1

px|ekqek ùñ pKF pxq “
p
ÿ

k“1

px|ekqek .
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14.5 Distance d’un vecteur à un sous-espace vec-
toriel

Soient pE, p.|.qq un espace euclidien, F un un sous-espace vectoriel de E et
x P E.
On appelle distance de x à F , et on note dpx, F q, le réel positif défini par
dpx, F q “ min

yPF
||x´ y||, qui de plus est atteint pour y “ pKF pxq.

‚ Soit y P F .
||x´ y||2 “ ||x´ pKF pxq

loooomoooon

PFK

` pKF pxq ´ y
loooomoooon

PF e.v.

||2 “ ||x´ pKF pxq||
2 ` ||pKF pxq ´ y||

2
looooooomooooooon

ě0

(Théorème de Pythagore car les vecteurs sont orthogonaux puisque respective-
ment dans FK et F .)
Donc ||x´ y||2 ě ||x´ pKF pxq||

2

Donc ||x´ y|| ě ||x´ pKF pxq||

(car t ÞÑ
?
t est croissante sur R`, et ce sont des réels positifs.)

‚ ||x´ y|| “ ||x´ pKF pxq|| ô ||x´ y||2 “ ||x´ pKF pxq||
2 (car ils sont positifs)

ô((((
(((

||x´ pKF pxq||
2 ` ||pKF pxq ´ y||

2 “((((
(((

||x´ pKF pxq||
2 (cf. ci-dessus)

ô ||pKF pxq ´ y||
2 “ 0 ô ||pKF pxq ´ y|| “ 0 ô pKF pxq ´ y “ 0E ô y “ pKF pxq

14.6 Représentation des formes linéaires d’un es-
pace euclidien

Soit pE, p.|.qq un espace euclidien.
Pour tout vecteur a P E, on pose :

ϕa : E Ñ R

x ÞÑ px|aq

1. ϕa est une forme linéaire sur E.
2. Réciproquement, si f est une forme linéaire sur E, alors D!a P E : f “ ϕa.

Montrons 1. : Soit a P E.
— ϕa est une forme, car @ x P E,ϕapxq “ px|aq P R.
— ϕa est linéaire, en effet :

Soient px, yq P E2, pλ, µq P R2, on a :

ϕapλx` µyq “ pλx` µy|aq

“ λpx|aq ` µpy|aq, par linéarité à gauche

“ λϕapxq ` µϕapyq

Donc ϕa P LpE,Rq .
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Montrons 2. : Soit f P LpE,Rq.

Posons u : E Ñ LpE,Rq
a ÞÑ ϕa

.

Montrons que u est bijective ; on aura alors bien
@ f P LpE,Rq, D! a P E : upaq “ f ùñ ϕa “ f .

— u est linéaire, en effet :
Soient pa, bq P E2, pλ, µq P R2, on a :

upλa` µbq “ ϕλa`µb

“ λϕa ` µϕb pimmédiat par linéarité à droiteq

“ λupaq ` µupbq

— dimpLpE,Rqq “ dimpEq ˆ dimpRq “ dimpEq.
— u est injective, car Kerpuq “ t0Eu, en effet :

— t0Eu Ă Kerpuq, car Kerpuq est un sous-espace vectoriel de E.
— Kerpuq Ă t0Eu, en effet :

Soit a P Kerpuq, on a :

upaq “ 0LpE,Rq ùñ ϕa “ 0LpE,Rq

ùñ @ x P E,ϕapxq “ 0

ùñ @ x P E, px|aq “ 0

Et, en particulier pour x “ a P E : pa|aq “ 0 ùñ a “ 0E , d’après la
propriété de définition du produit scalaire.

Ainsi, u est bijective.

14.7 Projection, symétrie orthogonale, distance
et hyperplans

Soient pE, p.|.qq un espace euclidien, H un hyperplan de E, x P E, et a un
vecteur unitaire orthogonal à H.

pKHpxq “ x´ px|aqa

On sait que dimpHKq “ dimpEq ´ dimpHq “ dimpEq ´ pdimpEq ´ 1q “ 1, donc
paq est une base orthonormale de HK (car cardppaqq “ 1 “ dimpHKq et ppaqq
est libre puisque a ‰ 0E car ||a|| “ 1).
Donc pKHKpxq “ px|aqa.
Or pKHpxq “ x´ pKHKpxq

Donc pKHpxq “ x´ px|aqa

‚ sKHpxq “ 2pKHpxq ´ x “ 2x´ 2px|aqa´ x ùñ sKHpxq “ x´ 2px|aqa

‚ dpx,Hq “ ||x´ pKHpxq|| “ ||�x´ �x` px|aqa|| “ |px|aq| ||a||
loomoon

“1

“ |px|aq|
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Chapitre 15

Séries

15.1 Condition nécessaire de convergence d’une
série

Soit la série
ř

něn0

un de somme partielle Sn “
n
ř

k“n0

uk.

Montrons que si la série converge, alors punqnPN tend vers 0.

Supposons que la série converge, i.e. pSnqněn0
converge.

Notons l sa limite.

On a @ n ě n0 ` 1, un “
n
ř

k“n0

uk ´
n´1
ř

k“n0

uk “ Sn ´ Sn´1

Or Sn Ñ l et d’après le théorème des suites extraites, Sn´1 Ñ l

Donc par somme : un Ñ l ´ l “ 0

La réciproque de ce théorème est fausse.

Contre-exemple : la série harmonique :
1

n
Ñ 0 mais

ř

ně1

1
n diverge.

15.2 Nature et somme des séries géométriques
On appelle série géométrique une série de la forme

ř

něn0

zn où z P C.

Montrons que cette série converge si, et seulement si, |z| ă 1

‚ Si |z| ě 1

Alors |z|n ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossièrement .

‚ Si |z| ă 1

n
ÿ

k“n0

zk “
n
ÿ

k“0

zk ´
n0´1
ÿ

k“0

zk “
1´ zn`1

1´ z
´

1´ zn0

1´ z
“
zn0 ´ zn`1

1´ z
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(formule des sommes géométriques car z ‰ 1)
Or lim

nÑ`8
zn`1 “ 0 (car |z| ă 1)

Donc lim
nÑ`8

zn0´zn`1

1´z “ zn0

1´z P C

Donc la série converge et sa somme vaut
`8
ÿ

k“n0

zk “
zn0

1´ z

15.3 Nature des séries de Riemann

On appelle série de Riemann une série de la forme
ř

ně1

1
nα où α P R.

Montrons que cette série converge si, et seulement si, α ą 1.

‚ Soit α ą 1.

Soit la série
ř

ně1

1
nα , notons son terme général Sn “

n
ř

k“1

1
kα

On pose
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : r1;`8r Ñ R`

x ÞÑ 1
xα

décroissante car α ą 1.

@ k P N˚,@ x P rk, k ` 1s,
k ď x ď k ` 1 ùñ fpk ` 1q ď fpxq ď fpkq (car f est décroissante sur R`)

ùñ

ż k`1

k

fpk ` 1qdx ď

ż k`1

k

fpxqdx ď

ż k`1

k

fpkqdx (car k ` 1 ě k)

ùñ
1

pk ` 1qα
ď

ż k`1

k

1

xα
dx ď

1

kα
(car fpk ` 1q et fpkq sont indép. de x)

En sommant la première inégalité pour k P rr1;n´ 1ss :
n´1
ÿ

k“1

1

pk ` 1qα
ď

n´1
ÿ

k“1

ż k`1

k

1

xα
dx

ùñ Sn ´ 1 ď

ż n

1

1

xα
dx (relation de Chasles)

ùñ Sn ď 1` r ´1
pα´1qxα´1 s

n
1

ùñ Sn ď 1` ´1
pα´1qnα´1 `

1
α´1 ď 1` 1

α´1 (car ´1
pα´1qnα´1 ă 0 puisque α ą 1)

On a montré que @ n P N˚, Sn “
n
ř

k“1

1
kα ď 1` 1

α´1 qui est indépendant de n.

Or Sn`1 ´ Sn “
n`1
ř

k“1

1
kα ´

n
ř

k“1

1
kα “

1
pn`1qα ą 0 donc pSnqně1 est croissante et

majorée.
Donc d’après le théorème de al limite monotone, la série

ř

ně1

1
nα converge .

‚ Si α “ 1

La série devient la série harmonique, et on sait que celle-ci diverge .
(cf. exercice-type 14.1)
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‚ Soit α ă 1
Donc @ k P N˚, 1

kα ě
1
k

Soit n P N˚. En sommant pour k P rr1;nss :
n
ř

k“1

1
kα ě

n
ÿ

k“1

1

k
loomoon

Ñ`8

D’après le théorème des gendarmes, la série diverge .

15.4 Théorème des séries télescopiques
Soient n0 P N et pvnqněn0 une suite d’éléments de K.
La série

ř

něn0

pvn`1´vnq converge si, et seulement si, la suite pvnqněn0 converge.

Dans ce cas
`8
ř

k“n0

pvk`1 ´ vkq “ lim
nÑ`8

vn ´ vn0

On a :
ÿ

něn0

pvn`1 ´ vnq “ vn`1 ´ vn0

Ainsi
`8
ÿ

k“n0

pvk`1 ´ vkq converge

ô lim
nÑ`8

n
ÿ

k“n0

pvk`1 ´ vkq P K

ô lim
nÑ`8

vn`1 ´ vn0
P K

ô lim
nÑ`8

vn`1 P K

ô lim
nÑ`8

vn P K pthéorème des suites extraitesq

Et donc :
`8
ř

k“n0

pvk`1 ´ vkq “ lim
nÑ`8

n
ř

k“n0

pvk`1 ´ vkq “ lim
nÑ`8

vn`1 ´ vn0
“

lim
nÑ`8

vn ´ vn0

(d’après le théorème des suites extraites)

Exemple : Montrons que
ř

ně1

1
npn`1q converge et calculons sa somme.

1
npn`1q “

1
n ´

1
n`1 “ ´

1
n`1 ´ p´

1
n q

On prend ici @ n ě 1, vn “ ´
1
n (on veut un “ vn`1 ´ vn)

On a lim
nÑ`8

vn “ 0 donc pvnqně1 converge.

D’après le théorème des séries télescopiques,
ř

ně1

1
npn`1q converge et :

`8
ÿ

k“n0

1

kpk ` 1q
“ lim
nÑ`8

´
1

n
´ p´

1

1
q “ 1
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15.5 Critère spécial des séries alternées
Soient n0 P N, punqněn0

P RN décroissante qui converge vers 0.
Montrons que la série

ř

něn0

p´1qnun converge.

Notons Sn “
n
ř

k“n0

p´1qkuk.

Montrons que pSnqněn0 converge pour montrer que la série converge.
Pour cela montrons que pS2nqněn0

et pS2n`1qněn0
sont adjacentes.

Ñ S2pn`1q ´ S2n “
2n`2
ř

k“n0

p´1qkuk ´
2n
ř

k“n0

p´1qkuk

“ p´1q2n`1u2n`1 ` p´1q2n`2u2n`2

“ u2n`2 ´ u2n`1 ď 0 (car punqněn0 est décroissante).
Donc pS2nqněn0 est décroissante.

Ñ S2pn`1q`1 ´ S2n`1 “
2n`3
ř

k“n0

p´1qkuk ´
2n`1
ř

k“n0

p´1qkuk

“ p´1q2n`3u2n`3 ` p´1q2n`2u2n`2

“ u2n`2 ´ u2n`3 ě 0 (car punqněn0
est décroissante).

Donc pS2n`1qněn0 est croissante.
Ñ lim

nÑ`8
S2n`1 ´ S2n “ lim

nÑ`8
p´1q2n`1u2n`1 “ lim

nÑ`8
´u2n`1

“ ´ lim
nÑ`8

un “ 0 (théorème des suites extraites).

On a donc montré que pS2nqněn0
et pS2n`1qněn0

sont adjacentes, et donc d’après
le théorème des suites adjacentes, pS2nqněn0

et pS2n`1qněn0
convergent vers une

limite commune l P R.

On a alors

#

S2n Ñ l

S2n`1 Ñ l
donc d’après le théorème des indices pairs et impairs,

pSnqněn0
converge vers l.

Remarque : ce critère nous assure aussi que, si on note Rn “
`8
ř

k“n`1

p´1qkuk le

reste d’ordre n, alors on a : @ n ě n0, |Rn| ď un`1.

15.6 Absolue convergence implique convergence
Soit punqněn0

P RN.
Montrons que si

ř

něn0

|un| converge, alors
ř

něn0

un aussi.

Lemme : @ n ě n0, notons u`n “ maxt0, unu et u´n “ maxt0,´unu.
Montrons que 0 ď u˘n ď |un|.
Soit n ě n0.

— 1er cas : si un ě 0.

Alors

#

u`n “ maxt0, unu “ un ď |un|

u´n “ maxt0,´unu “ 0 ď |un|
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— 2nd cas : si un ď 0.

Alors

#

u`n “ maxt0, unu “ 0 ď |un|

u´n “ maxt0,´unu “ ´un ď |un|

Preuve : Supposons que
ř

něn0

|un| converge.

Soit n ě n0.
— 1er cas : si un ě 0.

Alors u`n ´ u´n “ un ´ 0 “ un.
— 2nd cas : si un ď 0.

Alors u`n ´ u´n “ 0´ p´unq “ un.
Or, d’après le lemme, on a 0 ď u`n ď |un|, et, puisque

ř

něn0

u`n et
ř

něn0

|un| sont

des séries à terme général positif, et que
ř

něn0

|un| converge,
ř

něn0

u`n aussi, selon

le critère de majoration.
De même,

ř

něn0

u´n converge, d’où
ř

něn0

´u´n aussi, car ´1 est indépendant de n.

Ainsi,
ř

něn0

u`n ` p´u
´
n q “

ÿ

něn0

un converge.

15.7 Limite du critère des équivalents

Soit la série
ř

ně2
ln
´

1` p´1qn
?
n

¯

; déterminons sa nature.

Si l’on pouvait appliquer le critère des équivalents aux séries à terme non de
signe fixe à partir d’un certain rang telles que celle-ci, alors on pourrait écrire
ln
´

1` p´1qn
?
n

¯

„
p´1qn
?
n

, car p´1qn
?
n
ÝÑ 0, puis, comme

ř

ně2

p´1qn
?
n

converge, on

pourrait conclure que
ř

ně2
ln
´

1` p´1qn
?
n

¯

converge elle aussi.

Montrons que cela est faux.

Un DL2p0q du terme général de notre série donne :

ln

ˆ

1`
p´1qn
?
n

˙

“
p´1qn
?
n
´

´

p´1qn
?
n

¯2

2
` o

¨

˚

˝

´

p´1qn
?
n

¯2

2

˛

‹

‚

, car
p´1qn
?
n

ÝÑ 0

“
p´1qn
?
n
´

1

2n
` o

ˆ

1

2n

˙

Notons alors @ n P N˚, an “
p´1qn
?
n

, et bn “ ´ 1
2n ` o

`

1
2n

˘

.
ř

ně2
an converge, d’après le critère spécial des séries alternées, puisque p 1?

n
qně2

est décroissante et converge vers 0.
Cependant,

ř

ně2
bn diverge, en effet :
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On a bn „ ´ 1
2n .

Or, puisque @ n P N˚,´ 1
2n ď 0, on a aussi bn ď 0, d’où

ř

ně2
´ 1

2n et
ř

ně2
bn sont

des séries à terme général négatif.
Et

ř

ně2
´ 1

2n diverge, car ´ 1
2 ‰ 0 est indépendant de n et

ř

ně2

1
n diverge puisque

ř

ně1

1
n aussi comme série de Riemann, avec α “ 1 ď 1.

Donc, d’après le critère des équivalents (que l’on a cette fois bien le droit d’uti-
liser),

ř

ně2
bn diverge.

Finalement :

$

’

&

’

%

ř

ně2
an converge

ř

ně2
bn diverge

donc
ř

ně2
an`bn “

ř

ně2
ln
´

1` p´1qn
?
n

¯

diverge.

Cela nous prouve bien que le critère des équivalents ne peut être généralisé aux
séries à terme non de signe fixe à partir d’un certain rang.

"-Es-tu sûr que cette série converge ?
-Absolument !"
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Chapitre 16

Matrices

16.1 Associativité du produit matriciel

Notons : A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

; B “ pbi,jq1ďiďp
1ďjďr

; C “ pci,jq1ďiďr
1ďjďs

.

On peut alors écrire :

AˆB “ pdi,jq1ďiďn
1ďjďr

, avec @ i P rr1, nss,@ j P rr1, rss, di,j “
p
ř

k“1

ai,kbk,j ;

B ˆ C “ pei,jq1ďiďp
1ďjďs

, avec @ i P rr1, pss,@ j P rr1, sss, ei,j “
r
ř

k“1

bi,kck,j .

Puis :
pAˆBq ˆ C “ pfi,jq1ďiďn

1ďjďs
, avec @ i P rr1, nss,@ j P rr1, sss, fi,j “

r
ř

k“1

di,kck,j ;

Aˆ pB ˆ Cq “ pgi,jq1ďiďn
1ďjďs

, avec @ i P rr1, nss,@ j P rr1, sss, gi,j “
p
ř

k“1

ai,kek,j . Or,

on a @ i P rr1, nss,@ j P rr1, sss :

fi,j “
r
ÿ

k“1

di,kck,j

“

r
ÿ

k“1

˜

p
ÿ

l“1

ai,lbl,k

¸

ck,j

“

r
ÿ

k“1

p
ÿ

l“1

ai,lbl,kck,j

“

p
ÿ

l“1

r
ÿ

k“1

ai,lbl,kck,j par permutation de sommes

“

p
ÿ

l“1

ai,l

˜

r
ÿ

k“1

bl,kck,j

¸

car ai,l est indépendant de k

128



CHAPITRE 16. MATRICES MPSI

“

p
ÿ

l“1

ai,lfl,j

“ gi,j

Donc pAˆBq ˆ C “ Aˆ pB ˆ Cq : le produit matriciel est associatif.

16.2 Inversibilité d’une matrice
Soit A PMnpKq.

pDB PMnpKq : AˆB “ Inq ùñ A est inversible etA´1 “ B

(la démonstration du même résultat avec B ˆ A en lieu et place de A ˆ B se
fait exactement selon le même principe).

On admet le lemme
`

@X PMn,1pKq, AˆX “ 0Mn,1pKq

˘

ùñ A “ 0MnpKq

(démonstration rapide mais volumineuse).
Supposons que DB PMnpKq : AˆB “ In.

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fA : Mn,1pKq Ñ Mn,1pKq

X ÞÑ AˆX
Montrons que fA P GLpMn,1pKqq.

— fA :Mn,1pKq ÑMn,1pKq

— fA est linéaire, en effet :
Soient pX,Y q PMn,1pKq, pλ, µq P K

2.

fApλX ` µY q “ ApλX ` µY q

“ λAX ` µAY

“ λfApXq ` µfApY q

— fA est bijective, en effet :

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

g : Mn,1pKq Ñ Mn,1pKq

X ÞÑ B ˆX
g P LpMn,1pKqq (voir les deux points ci-dessus, avec g à la place de fA,
et B à la place de A).
Or, on a :

@X PMn,1pKq, pfA ˝ gqpXq “ fApgpXqq

“ fApBXq

“ ApBXq

“ pABqX car ˆ est associative

“ InX

“ X

“ idMn,1pKqpXq
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EtMn,1pKq est de dimension finie.
Ainsi, fA est bijective, et f´1

A “ g.
On a alors :

g ˝ fA “ idMn,1pKq ùñ @X PMn,1pKq, pg ˝ fAqpXq “ idMn,1
pXq

ùñ BpAXq “ X

ùñ pBAqX ´X “ 0Mn,1pKq car ˆ est associative

ùñ pBA´ InqX “ 0Mn,1pKq

ùñ BA´ In “ 0Mn,1pKq d1après le lemme

ùñ BA “ In

Ainsi, A est inversible, etA´1 “ B .

16.3 Formule fondamentale du calcul matriciel

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, et BE et BF des
bases respectives de E et F .

@ ϕ P LpE,F q,@ x P E,CompBF pϕpxqq “MatBE ,BF pϕq ˆ CompBE pxq

Soit ϕ P LpE,F q.
Notons p “ dimpEq, n “ dimpF q, BE “ peiqiPrr1,pss, BF “ pfiqiPrr1,nss,
et MatBE ,BF pϕq “ pai,jq1ďiďn

1ďjďp
.

Soit x P E. On sait que D pxiqiPrr1,pss : x “
p
ř

k“1

xkek

ùñ CompBE pxq “

x
¨

˚

˝

x1

...
xp

˛

‹

‚

e1

...
ep

On a :

MatBE ,BF pϕq ˆ CompBE pxq “

¨

˚

˝

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,p

...
. . .

...
an,1 ¨ ¨ ¨ an,p

˛

‹

‚

¨

˚

˝

x1

...
xp

˛

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

p
ř

k“1

a1,kxk

...
p
ř

k“1

an,kxk

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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Et, d’autre part :

ϕpxq “ ϕ

˜

p
ÿ

i“1

xkek

¸

“

p
ÿ

k“1

xkϕpekq car ϕ est linéaire

“

p
ÿ

k“1

xk

n
ÿ

l“1

al,kfl

“

n
ÿ

l“1

p
ÿ

k“1

al,kxkfl par permutation de sommes

“

n
ÿ

l“1

˜

p
ÿ

k“1

al,kxk

¸

fl car fl est indépendant de k

ùñ CompBF pϕpxqq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

p
ř

k“1

a1,kxk

...
p
ř

k“1

an,kxk

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Donc CompBF pϕpxqq “MatBE ,BF pϕq ˆ CompBE pxq .

16.4 Caractérisation de la bijectivité par la ma-
trice associée

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de même dimension finie, BE et BF des
bases respectives de E et F , et ϕ P LpE,F q.
ϕ est un isomorphisme si, et seulement si, MatBE ,BF pϕq est inversible, et qu’on
a alors MatBF ,BE pϕ

´1q “ pMatBE ,BF pϕqq
´1.

Notons n “ dimpEq “ dimpF q.
ùñ Supposons ϕ bijective.
Alors, ϕ´1 P LpF,Eq, et :

MatBF ,BE pϕ
´1q ˆMatBE ,BF pϕq “MatBE pϕ

´1 ˝ ϕq

“MatBE pidEq

“ In

Donc MatBE ,BF pϕq est inversible et pMatBE ,BF pϕqq
´1
“MatBF ,BE pϕ

´1q .

ðù Supposons MatBE ,BF pϕq inversible.
Alors pMatBE ,BF pϕqq

´1
PMnpKq.
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Or, dimpEq “ dimpF q “ n et BE et BF sont des bases respectives de E et F ,
donc D ψ P LpF,Eq : MatBF ,BE pψq “ pMatBE ,BF pϕqq

´1, et on a :

MatBE pψ ˝ ϕq “MatBF ,BE pψq ˆMatBE ,BF pϕq

“ pMatBE ,BF pϕqq
´1
ˆMatBE ,BF pϕq

“ In

“MatBE pidEq

ùñ ψ ˝ ϕ “ idE

Ainsi, et car dimpEq “ dimpF q , ϕ est bijective .

16.5 Formules de changement de base
Démontrons les formules de changement de base...

...pour les composantes d’un vecteur : Soient E un K-espace vectoriel
de dimension finie, et B,B1 deux bases de E.

@ x P E,CompB1pxq “ PassB1,B ˆ CompBpxq

Soit x P E.

PassB1,B ˆ CompBpxq “MatB,B1pidEq ˆ CompBpxq

“ CompB1pidEpxqq

“ CompB1pxq

...pour la matrice d’une application linéaire : Soient E et F deux K-
espaces vectoriels de dimension finie, BE ,B1E deux bases de E, et BF ,B1F
deux bases de F .

@ ϕ P LpE,F q,MatB1E ,B1F pϕq “ PassB1F ,BF ˆMatBE ,BF pϕq ˆ PassBE ,B1E

Soit ϕ P LpE,F q.

PassB1F ,BF ˆMatBE ,BF pϕq ˆ PassBE ,B1E
“MatBF ,B1F pidF q ˆMatBE ,BF pϕq ˆMatB1E ,BE pidEq

“MatB1E ,B1F pidF ˝ ϕ ˝ idEq

“ MatB1E ,B1F pϕq

...pour la matrice d’un endomorphisme : Soient E un K-espace vec-
toriel de dimension finie, et B,B1 deux bases de E.

@ ϕ P LpEq,MatB1pϕq “ pPassB,B1q
´1
ˆMatBpϕq ˆ PassB,B1

Immédiat par la formule de changement de base pour la matrice d’une
application linéaire, avec F “ E,BF “ BE “ B, et B1F “ B1E “ B1.
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16.6 Propriétés de la trace
Pour tout A “ pai,jq1ďi,jďn PMnpKq on appelle trace de A et on note trpAq le

scalaire défini par : trpAq “
n
ř

k“1

ak,k.

L’application tr est une forme linéaire surMnpKq et que :

@ pA,Bq PMnpKq
2, trpAˆBq “ trpB ˆAq

Ñ Montrons que tr est une forme linéaire surMnpKq

‚ tr :MnpKq Ñ K par définition
‚ tr est linéaire

En effet : @ pA,Bq PMnpKq
2,@ pλ, µq P K2,

notons A “ pai,jq1ďi,jďn et B “ pbi,jq1ďi,jďn
On a donc λA` µB “ pλai,j ` µbi,jq1ďi,jďn

ùñ trpλA` µBq “
n
ř

k“1

λak,k ` µbk,k “ λ
n
ř

k“1

ak,k ` µ
n
ř

k“1

bk,k

“ λtrpAq ` µtrpBq

Ñ Montrons que @ pA,Bq PMnpKq
2, trpAˆBq “ trpB ˆAq

Soit pA,Bq PMnpKq
2

Notons A “ pai,jq1ďi,jďn et B “ pbi,jq1ďi,jďn

Alors AˆB “ pci,jq1ďi,jďn avec ci,j “
n
ř

k“1

ai,kbk,j

Donc trpAˆBq “
n
ř

k“1

ck,k “
n
ř

k“1

n
ř

l“1

ak,lbl,k

Et B ˆA “ pdi,jq1ďi,jďn avec di,j “
n
ř

k“1

bi,kak,j

Donc trpB ˆAq “
n
ř

k“1

dk,k “
n
ř

k“1

n
ř

l“1

bk,lal,k “
n
ř

l“1

n
ř

k“1

bk,lal,k “
n
ř

l“1

n
ř

k“1

al,kbk,l

“ trpAˆBq

Ñ @ pA,Bq PMnpKq
2 on n’a pas forcément trpAˆBq “ trpAq ˆ trpBq

Contre-exemple : prenons A “ B “ I2 “ pδi,jq1ďi,jď2 PM2pKq

trpAq ˆ trpBq “ 2ˆ 2 “ 4 mais trpAˆBq “ trpI2q “ 2 ‰ 4

Donc trpAˆBq ‰ trpAq ˆ trpBq

16.7 Matrices semblables : relation d’équivalence,
lien avec la trace

Notons la relation binaire :

@ pA,Bq PMnpKq
2, ARB : ”A est semblable àB ”
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Montrons que R est une relation d’équivalence :

Réflexivité : @A PMnpKq, ARA car A “ pInq´1AIn où In P GLnpKq
Symétrie : Soit pA,Bq PMnpKq

2, supposons ARB
Alors D P P GLnpKq : A “ P´1BP
ùñ PAP´1 “ B ùñ pP´1q´1AP´1 où P´1 P GLnpKq
Donc BRA

Transitivité : Soit pA,B,Cq PMnpKq
3 supposons

#

ARB
BRC

Donc

#

D P1 P GLnpKq : A “ P´1
1 BP1

D P2 P GLnpKq : B “ P´1
2 CP2

Donc A “ P´1
1 BP1 “ P´1

1 P´1
2 CP2P1 “ pP2P1q

´1CpP2P1q

où P2P1 P GLnpKq, donc ARC

Montrons que deux matrices semblables ont la même trace
Supposons ARB.
Donc D P P GLnpKq : A “ P´1BP
Donc trpAq “ trpP´1BP q “ trpPP´1Bq “ trpInBq “ trpBq

Attention ! Il ne faut surtout pas écrire trpP´1PBq ! L’échange d’un produit
dans le tr ne fonctionne qu’avec une unique multiplication, le produit matriciel
n’étant pas commutatif. Ce sont donc bien les 2 blocs P´1B et P que l’on
échange.

Montrons que la réciproque est fausse
Contre-exemple : Prenons A “ 0MnpKq donc trpAq “ 0

Et B “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 . . . 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1
1 . . . 1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

donc trpBq “ 0

Mais A n’est pas semblable à B.
Montrons-le par l’absurde : supposons le contraire.
Donc D P P GLnpKq : B “ P´1AP “ 0MnpKq : absurde

16.8 Rang et matrice équivalente
Si A PMn,ppKq est de rang r alors elle est équivalente à Jn,p,r.

Soit A PMn,ppKq, notons f son application linéaire canoniquement associée.
Alors A “ MatBc,1,Bc,2pfq où Bc,1 et Bc,2 sont respectivement les bases cano-
niques de Kp et Kn.
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On a alors que f P LpKp,Knq et Kerpfq est un sous-espace vectoriel de Kn et
de Kp qui sont de dimension finie,
Donc il existe un sous-espace vectoriel H de Kp tel que Kp “ H ‘Kerpfq.
Comme Kp est de dimension finie, d’après le théorème du rang :

dimpKpq “ dimpKerpfqq ` rgpfq

De plus Kp “ H ‘Kerpfq ùñ dimpKpq “ dimpKerpfqq ` dimpHq p˚q

Donc par soustraction : dimpHq “ rgpfq “ rgpMatBc,1,Bc,2pfqq “ rgpAq “ r.

Notons pe1, . . . , erq une base de H.
D’après p˚q,dimpKerpfqq “ p´r donc notons per`1, . . . , epq une base deKerpfq.
Comme Kp “ H ‘Kerpfq, on sait que pe1, . . . , epq “ B1 est une base de Kp.

Posons pg1, . . . grq “ pfpe1q, . . . , fperqq, montrons qu’elle est libre.

Soit pλ1, . . . , λrq P K
r, supposons que

r
ř

k“1

λkgk “ 0Kn .

Donc
r
ř

k“1

λkgk “
r
ř

k“1

λkfpekq “ fp
r
ř

k“1

λkekq “ 0Kn car f est linéaire.

Donc
r
ř

k“1

λkek P Kerpfq

Or pe1, . . . , erq est une base de H donc
r
ř

k“1

λkek P H.

Donc
r
ř

k“1

λkek P H XKerpfq “ t0Kpu car Kp “ H ‘Kerpfq.

Or pe1, . . . , erq est libre puisque c’est une base donc @ k P rr1, rss, λk “ 0K
On a donc montré que pg1, . . . , grq est libre.
Donc d’après le théorème de la base incomplète, on peut lui ajouter des vecteurs
pour obtenir une base B2 de Kn.
Or dimpKnq “ n donc on y ajoute n´r vecteurs et B2 “ pg1, . . . , gr, gr`1, . . . , gnq.
Donc MatB1,B2

pfq “

fpe1q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ fperq fper`1q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ fpepq
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
0
...
0
0
...
...
0

0
. . .
. . .
¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

. . .

. . .
0
¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

0
...
0
1
0
...
...
0

0
...
...
0
0
...
...
0

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨

0
...
...
0
0
...
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

g1

...

...
gr
gr`1

...

...
gp

“ Jn,p,r

Donc A est équivalente à Jn,p,r .
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Justifications pour la matrice :
‚ Colonnes 1 à r : @ j P rr1, rss, gj “ fpejq
‚ Colonnes r ` 1 à p : @ j P rrr ` 1, pss, ej P Kerpfq ùñ fpejq “ 0Kn

16.9 Caractérisation de l’équivalence par le rang

Soient A et B deux matrices deMn,ppKq.
A et B sont équivalentes si, et seulement si, rgpAq “ rgpBq.

ð Supposons que rgpAq “ rgpBq “ r.
Donc A et B sont équivalentes à Jn,p,r.
Donc par transitivité A est équivalente à B .

ñ Supposons que A et B sont équivalentes.
Notons f l’application linéaire canoniquement associée à A.
Donc MatBc,1,Bc,2pfq “ A où Bc,1 et Bc,2 sont respectivement les bases cano-
niques de Kp et Kn.
Or A est équivalente à B
Donc il existe des bases B1 et B2 de Kp et Kn telles que MatB1,B2

pfq “ B.
Or rgpfq “ rgpMatBc,1,Bc,2pfq

loooooooomoooooooon

“A

q “ rgpMatB1,B2pfq
loooooomoooooon

“B

q

Donc rgpAq “ rgpBq

16.10 Rang et transposition

Montrons que le rang d’une matrice est égal à celui de sa transposée.
Soit A PMn,ppKq. Notons r “ rgpAq
Alors :

A est équivalente à Jn,p,r

ùñ D pP,Qq P GLnpKq ˆGLppKq : A “ P´1Jn,p,rQ

ùñ tA “ tpP´1Jn,p,rQq “
tQ tJn,p,r

tpP´1q “ tQJp,n,r
tpP´1q

ùñ tA “ pptQq´1qq´1Jp,n,r
tpP´1q

où ptQq´1 P GLppKq et tpP´1q P GLnpKq

ùñ tA est équivalente à Jp,n,r

ùñ rgptAq “ rgpJp,n,rq “ r “ rgpAq

ùñ rgpAq “ rgptAq
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16.11 Inversion d’une matrice

A P GLnpKq ùñ A´1 “
1

detpAq
tCompAq

Soit A PMnpKq.
Montrons que tCompAq ˆA “ detpAqIn (idem pour l’autre sens).
Si de plus A P GLnpKq, i.e. A est inversible, on aura alors detpAq ‰ 0 et par
extension la propriété qu’on cherche à montrer.
Notons A “ pai,jq1ďi,jďn et tCompAq “ pbi,jq1ďi,jďn avec bi,j “ p´1qj`i∆j,i

∗

Donc tCompAqˆA “ pci,jq1ďi,jďn avec ci,j “
n
ř

k“1

bi,kak,j “
n
ř

k“1

p´1qk`i∆k,iak,j

Ce qui est un développement par rapport à Ci de la matrice

Ci

B “

¨

˚

˝

ai,1 ¨ ¨ ¨ a1,i´1 a1,j a1,i`1 ¨ ¨ ¨ a1,n

...
...

...
...

...
an,1 ¨ ¨ ¨ an,i´1 an,j an,i`1 ¨ ¨ ¨ an,n

˛

‹

‚

Ð Lk

C1 de A ¨ ¨ ¨ Ci´1 de A Cj de A Ci`1 de A ¨ ¨ ¨ Cn de A

Et donc ci,j “ detpBq “

#

0 si j ‰ i p2 colonnes égalesq

detpAq si j “ i pB “ Aq

ùñ ci,j “ δi,j detpAq

ùñ tCompAq ˆA “ pci,jq1ďi,jďn “ detpAqpδi,jq1ďi,jďn “ detpAqIn

∗. ∆j,i est non ∆i,j c’est c’est la transposée de la comatrice.
Une matrice à sa consœur inversible :

"-Resterez-vous avec nous ce soir ?
-Désolé, je ne suis que de passage..."
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Chapitre 17

Déterminants

17.1 Déterminant d’une famille de vecteurs
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B “ pe1, . . . , enq une base de

E. On note @ i P rr1;nss, xi “
n
ř

k“1

ak,iek. On appelle déterminant dans la base B,

et on note detB, l’application définie par :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

detB : En Ñ K

px1, . . . , xnq ÞÑ
ř

σPSn
εpσqaσp1q,1 . . . aσpnq,n

Cas particuliers
‚ Pour n “ 2, on a S2 “ te, τu donc :
detBpx1, x2q “ εpeqaep1q,1aep2q,2 ` εpτqaτp1q,1aτp2q,2 “ a1,1a2,2 ´ a1,2a2,1

‚ Pour n “ 3, on a S3 “ te, p1, 2q3
loomoon

“τ1

, p2, 3q3
loomoon

“τ2

, p1, 3q3
loomoon

“τ3

, p1, 2, 3q3
looomooon

“c1

, p3, 2, 1q3
looomooon

“c2

u donc :

det Bpx1, x2, x3q “ εpeqaep1q,1aep2q,2aep3q,3 ` εpτ1qaτ1p1q,1aτ1p2q,2aτ1p3q,3

εpτ2qaτ2p1q,1aτ2p2q,2aτ2p3q,3 ` εpτ3qaτ3p1q,1aτ3p2q,2aτ3p3q,3

` εpc1qac1p1q,1ac1p2q,2ac1p3q,3 ` εpc2qac2p1q,1ac2p2q,2ac2p3q,3

“
a1,1a2,2a3,3 ` a2,1a3,2a1,3 ` a3,1a1,2a2,3

´a2,1a1,2a3,3 ´ a1,1a3,2a2,3 ´ a3,1a2,2a1,3

17.2 n-linéarité de l’application déterminant
Montrons que detB est une forme n-linéaire alternée.

Forme... : Par définition
...n-linéaire... : Par exemple pour la première position :

(idem pour les autres)
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@ px1, x
1
1, x2, . . . , xnq P E

n`1,@ pλ, µq P K2,
avec les notations évidentes pour les coefficients :
detBpλx1 ` µx

1
1, x2, . . . , xnq

“
ř

σPSn
εpσqpλaσp1q,1 ` µa

1
σp1q,1qaσp2q,2 . . . aσpnq,n

“ λ
ř

σPSn
εpσqaσp1q,1aσp2q,2 . . . aσpnq,n ` µ

ř

σPSn
εpσqa1σp1q,1aσp2q,2 . . . aσpnq,n

“ λ det Bpx1, x2, . . . , xnq ` µdet Bpx
1
1, x2, . . . , xnq

...alternée : Pour simplifier les notations, supposons x1 “ x2 (idem pour
les autres cas).
Alors @ i P rr1;nss, ai,1 “ ai,2 p˚q

Et detBpx1, . . . , xnq “
ř

σPSn
εpσqaσp1q,1aσp2q,2 . . . aσpnq,n

Posons le changement d’indice σ1 “ στ où τ “ p1, 2qn

L’application
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : Sn Ñ Sn
σ ÞÑ σ1 “ στ

est bijective car f ˝ f “ idSn ,

puisque @ σ P Sn, f2pσq “ fpστq “ σττ “ σ et Sn est de dimension finie.
Alors σ1 “ στ ùñ σ1τ “ σττ “ σ
Et donc :

detBpx1, . . . , xnq “
ř

σPSn
εpσqaσp1q,1aσp2q,2 . . . aσpnq,n

“
ř

σ1PSn
εpσ1τqaσ1τp1q,1aσ1τp2q,2aσ1τp3q,3 . . . aσ1τpnq,n

“ ´
ř

σ1PSn
εpσ1qaσ1p2q,1aσ1p1q,2aσ1p3q,3 . . . aσ1pnq,n

“ ´
ř

σPSn
εpσq aσp2q,2aσp1q,1

loooooomoooooon

d1après p˚q

aσp3q,3 . . . aσpnq,n (changement de nom)

“ ´detBpx1, x2, . . . , xnq

Donc det Bpx1, . . . , xnq “ 0

17.3 Caractérisation d’une base par son détermi-
nant

Une famille de vecteurs est une base si, et seulement si, son déterminant est non
nul.

ñ Supposons que F “ px1, . . . , xnq est une base de E.
Donc detB “ detBpFqdetF
Donc det BpBq

looomooon

“1‰0

“ detBpFqdetF pBq

Donc det BpFq ‰ 0

ð Supposons detBpFq ‰ 0
Montrons que F est une base de E :
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‚ cardpFq “ n “ dimpEq
‚ Montrons que F est libre par l’absurde : supposons-la liée.
Donc un des vecteurs de F est combinaison linéaire des autres.
Supposons que ce soit x1 (idem pour les autres cas).

Alors D pλ2, . . . , λnq P K
n´1 : x1 “

n
ř

k“2

λkxk

Or detBpx1, x2, . . . , xnq “ detBpx1 `

n
ÿ

k“2

´λkxk
loooooooomoooooooon

“0E

, x2, ‘ . . . , xnq “ 0 : absurde

17.4 Déterminant et transposition

Soit A PMnpKq.
detpAq “ detptAq

Lemme : Soit σ P Sn.
Montrons que εpσq “ εpσ´1q.

σ ˝ σ´1 “ e ùñ εpσ ˝ σ´1q “ εpeq

ùñ εpσq ˆ εpσ´1q “ 1 ą 0

Ainsi, εpσq et εpσ´1q sont de même signe.
Or, ε : Sn Ñ t´1; 1u.
Donc on a soit εpσq “ εpσ´1q “ 1, soit εpσq “ εpσ´1q “ ´1.
Dans les deux cas, on a bien εpσq “ εpσ´1q.

Notons A “ pai,jq1ďi,jďn et tA “ pbi,jq1ďi,jďn, avec @ pi, jq P rr1, nss2, bi,j “ aj,i.
On a :

detptAq “
ÿ

σPSn

εpσq
n
ź

k“1

bσpkq,k

“
ÿ

σPSn

εpσq
n
ź

k“1

ak,σpkq

Dans le produit, posons k1 “ σpkq. k1 parcourt bien rr1, nss quand k parcourt
rr1, nss, car σ : rr1, nss Ñ rr1, nss est bijective.
On a k “ σ´1pk1q.

Ainsi, detptAq “
ř

σPSn
εpσq

n
ś

k1“1

aσ´1pk1q,k1 .

Posons maintenant dans la somme : σ1 “ σ´1. p‹q
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D’après le lemme, on a εpσq “ εpσ1q.
Ainsi, on a bien :

detptAq “
ÿ

σ1PSn

εpσ1q
n
ź

k1“1

aσ1pk1q,k1

“
ÿ

σPSn

εpσq
n
ź

k“1

aσpkq,k

“ detpAq

p‹q : Montrons que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : Sn Ñ Sn
σ ÞÑ σ´1 est bijective.

Soit σ P Sn.
On a :

pf ˝ fqpσq “ fpfpσqq

“ fpσ´1q

“
`

σ´1
˘´1

“ σ

“ idSnpσq

Ainsi, f est bien bijective (et f´1 “ f).

17.5 Formule de développement d’un déterminant

Soient A PMnpKq et j P rr1, nss.
Notons A “ pai,jq1ďi,jďn.

On a Cj “
n
ř

i“1

ai,j

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Ð i .

Ainsi :

detpAq “
n
ÿ

i“1

ai,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,j´1 0 ai,j`1 ¨ ¨ ¨ a1,n

...
. . .

...
...

...
. . .

...
ai,1 ¨ ¨ ¨ ai,j´1 1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨ ai,n
...

. . .
...

...
...

. . .
...

an,1 ¨ ¨ ¨ an,j´1 0 an,j`1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
plin{Cjq
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“

n
ÿ

i“1

p´1qn´jai,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,j´1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨ a1,n 0
...

. . .
...

...
. . .

...
...

ai,1 ¨ ¨ ¨ ai,j´1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨ ai,n 1
...

. . .
...

...
. . .

...
...

an,1 ¨ ¨ ¨ an,j´1 an,j`1 ¨ ¨ ¨ an,n 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cj Ø Cj`1 puis Cj`1 Ø Cj`2 puis ¨ ¨ ¨ puis Cn´1 Ø Cnpn´ j opérationsq

“

n
ÿ

i“1

p´1qn´jp´1qn´iai,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,j´1 ai,j`1 ¨ ¨ ¨ a1,n �0
...

. . .
...

...
. . .

... �
�...

ai´1,1 ¨ ¨ ¨ ai´1,j´1 ai´1,j`1 ¨ ¨ ¨ ai´1,n �0
ai`1,1 ¨ ¨ ¨ ai`1,j´1 ai`1,j`1 ¨ ¨ ¨ ai`1,n �0

...
. . .

...
...

. . .
... �

�...
an,1 ¨ ¨ ¨ an,j´1 an,j`1 ¨ ¨ ¨ an,n �0

��ai,1 ��¨ ¨ ¨ ���ai,j´1 ���ai,j`1 ��¨ ¨ ¨ ��ai,n �1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Li Ø Li`1 puis Li`1 Ø Li`2 puis ¨ ¨ ¨ puis Ln´1 Ø Lnpn´ i opérationsq

Or, p´1qn´jp´1qn´i “ p´1q2n´pi`jq “ p´1q2n

pp´1qi`jq2
p´1qi`j “ p´1qi`j .

Donc detpAq “
n
ÿ

i“1

p´1qi`jai,j∆i,j .

17.6 Déterminant de Vandermonde

V px1, . . . , xnq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn´1

1

1 x2 x2
2 ¨ ¨ ¨ xn´1

2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2
n ¨ ¨ ¨ xn´1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ “
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq

Montrons par récurrence simple :

@ n P N,Ppnq : ”V px1, . . . , xnq “
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq”

I Pp1q car V px1q “ |1| “ 1 “
ś

1ďiăjď1

pxj ´ xiq

H Soit n P N, supposons Ppnq. Montrons Ppn` 1q par deux méthodes :
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17.6.1 Opérations élémentaires sur le déterminant

V px1, ..., xn`1q “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 ¨ ¨ ¨ xn´1

1 xn1
1 x2 x2

2 ¨ ¨ ¨ xn´1
2 xn2

...
...

...
. . .

...
...

1 xn x2
n ¨ ¨ ¨ xn´1

n xnn
1 xn`1 x2

n`1 ¨ ¨ ¨ xn´1
n`1 xnn`1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

“

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 ´ xn`1 ¨ ¨ ¨ xn´2
1 px1 ´ xn`1q xn´1

1 px1 ´ xn`1q

1 x2 ´ xn`1 ¨ ¨ ¨ xn´2
2 px2 ´ xn`1q xn´1

2 px2 ´ xn`1q

...
...

. . .
...

...
1 xn´1 ´ xn`1 ¨ ¨ ¨ xn´2

n´1pxn´1 ´ xn`1q xn´1
n´1pxn´1 ´ xn`1q

1 xn ´ xn`1 ¨ ¨ ¨ xn´2
n pxn ´ xn`1q xn´1

n pxn ´ xn`1q

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cn`1 Ð Cn`1 ´ xn`1Cn

puis Cn Ð Cn ´ xn`1Cn´1

puis ¨ ¨ ¨

puis C2 Ð C2 ´ xn`1C1

“ p´1qn`1`1

∣∣∣∣∣∣∣
x1 ´ xn`1 x1px1 ´ xn`1q ¨ ¨ ¨ xn´1

1 px1 ´ xn`1q

...
...

. . .
...

xn ´ xn`1 xnpxn ´ xn`1q ¨ ¨ ¨ xn´1
n pxn ´ xn`1q

∣∣∣∣∣∣∣
pdéveloppement par rapport à Ln`1q

“ p´1qn
n
ź

i“1

pxi ´ xn`1q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2 ¨ ¨ ¨ xn´1

1

1 x2 x2
2 ¨ ¨ ¨ xn´1

2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2
n ¨ ¨ ¨ xn´1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
plinéarité par rapport à chaque ligneq

“

n
ź

i“1

pxn`1 ´ xiq
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq, d1après Ppnq

“
ź

1ďiăjďn`1

pxj ´ xiq ùñ Ppn` 1q

17.6.2 Polynôme

1er cas : Si x1, . . . , xn`1 ne sont pas distincts 2 à 2, V px1, . . . , xn`1q “ 0 car au
moins 2 lignes sont égales.
De plus

ś

1ďiăjďn`1

pxj ´ xiq “ 0 car 2 éléments sont égaux.

ùñ Ppn` 1q
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2nd cas : Si x1, . . . , xn`1 sont distincts 2 à 2

Posons P pXq “ V px1, . . . , xn, Xq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 ¨ ¨ ¨ xn1
...

...
. . .

...
1 xn ¨ ¨ ¨ xnn
1 X ¨ ¨ ¨ Xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“
n`1
ř

j“1

p´1qn`1`jXj´1∆n`1,j (développement par rapport à Ln`1)

Le coefficient de Xn est (pour j “ n` 1) : p´1qn`1`n`1
looooooomooooooon

“1

∆n`1,n`1
loooomoooon

“V px1,...,xnq

“
ś

1ďiăjďn

pxj ´ xiq ‰ 0 (d’après Ppnq) (car les xi sont distincts 2 à 2)

Donc P pXq P KrXs et

$

&

%

degpP q “ n

dompP q “ V px1, . . . , xnq “
ś

1ďiăjďn

pxj ´ xiq

Or x1, . . . , xn sont racines P (car @ i P rr1, nss, P pxiq donne Li “ Ln`1 dans le
déterminant).
On a trouvé n racines distinctes (2 à 2) et P est de degré n donc d’après le
théorème de d’Alembert-Gauss, chaque racine est simple et :

P “
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq
n
ź

i“1

pX ´ xiq

Donc : V px1, . . . , xn`1q “ P pxn`1q “
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq ˆ
n
ź

i“1

pxn`1 ´ xiq

“
ź

1ďiăjďn`1

pxj ´ xiq

ùñ Ppn` 1q

17.7 Déterminants triangulaires par blocs

@M PMnpKq,M “

ˆ

A 0
C D

˙

loooooooomoooooooon

pA,DqPMK

ùñ detpMq “ detpAq ˆ detpDq

Soit M PMnpKq, notons-la par blocs M “

ˆ

A B
C D

˙

.

Supposons A et D carrées, et B “ 0Mm,n´mpKq.

M “

ˆ

A 0
C D

˙

“

ˆ

A 0
0 In´m

˙

ˆ

ˆ

Im 0
C D

˙
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Or
∣∣∣∣A 0
0 In´m

∣∣∣∣ “
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A
1 0

. . .
0 1

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

“ `1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A 0

1
. . .

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n´1

pdév p{r Cn)

“ . . . “ p`1qn`m|A| “ detpAq

De même
∣∣∣∣Im 0
C D

∣∣∣∣ “ |D| “ detpDq, donc detpMq “ detpAq ˆ detpDq

On montre le même résultat pour une matrice triangulaire supérieure par blocs
de la même manière.
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Chapitre 18

Dénombrement sur les
ensembles finis

18.1 Cardinal et inclusion
Montrons par récurrence simple @ n P N,Ppnq :

"si E est un ensemble fini de cardinal n, si F Ă E, alors :
(a) F est fini avec cardpF q ď cardpEq
(b) cardpF q “ cardpEq ô F “ E."

I Pp0q : soit E un ensemble fini de cardinal 0 (donc E “ H), soit F Ă E
(donc F “ H)
(a) : F est fini et cardpF q

looomooon

“0

ď cardpEq
looomooon

“0

(b) : cardpF q “ cardpEq
looooooooooomooooooooooon

vrai

ô F “ E
loomoon

vrai

: vrai

H Soit n P N, supposons Ppnq.
Soit E un ensemble fini de cardinal n` 1, soit F Ă E.
1er cas : Si F “ E

La propriété au rang n` 1 est évidemment vérifiée : Ppn` 1q

2nd cas : Si F ‰ E
Comme F Ă E, D e P E : e R F .
Posons E1 “ Ezteu, alors cardpE1q “ cardpEq ´ 1 “ n
Or F Ă E et e R F donc F Ă E1.
D’après Ppnq, F est fini et cardpF q ď cardpE1q “ n ď n` 1 “ cardpEq
Donc (a) : cardpF q ď cardpEq
Et (b) : cardpF q

looomooon

ďn

“ cardpEq
looomooon

“n`1
looooooooooomooooooooooon

Faux

ô F “ E
loomoon

Faux

: vrai

Donc Ppn` 1q
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18.2 Cardinal d’une réunion d’ensembles
Soient A et B deux ensembles finis.
S’ils sont disjoints :

cardpAYBq “ cardpAq ` cardpBq

Dans le cas général :

cardpAYBq “ cardpAq ` cardpBq ´ cardpAXBq

Ensembles disjoints : Soient E un ensemble fini, A Ă E, B Ă E, supposons
AXB “ H, i.e. A et B sont disjoints.
Donc A et B sont finis, notons respectivement n et m leurs cardinaux.
Montrons AYB est équipotent à rr1;n`mss.
On aura alors démontré que A Y B est fini et que cardpA Y Bq “ n ` m “

cardpAq ` cardpBq.
Comme A est équipotent à rr1;nss, D ϕ : rr1;nss Ñ A bijective.
Comme B est équipotent à rr1;mss, D ψ : rr1;mss Ñ B bijective.

Montrons que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ : rr1;m` nss Ñ AYB

k ÞÑ

#

ϕpkq si k P rr1;nss

ψpk ´ nq sinon

est bijective.

‚ θ est injective : @ pk, k1q P rr1, n`mss2,
1er cas : si pk, k1q P rr1, nss2,
θpkq “ θpk1q ùñ ϕpkq “ ϕpk1q ùñ k “ k1 (car ϕ est injective).
2e cas : si pk, k1q P rrn` 1, n`mss2,
θpkq “ θpk1q ùñ ψpkq “ ψpk1q ùñ k “ k1 (car ψ est injective).
3e cas : si pk, k1q P rr1, nss ˆ rrn` 1, n`mss, θpkq “ θpk1q ùñ ϕpkq

loomoon

PA

“ ψpk1q
loomoon

PB

Or AXB “ H donc ce cas est impossible.
4e cas : si pk, k1q P rrn` 1, n`mss ˆ rr1, nss, θpkq “ θpk1q ùñ ψpkq

loomoon

PB

“ ϕpk1q
loomoon

PA

Or AXB “ H donc ce cas est impossible.

‚ θ est surjective.
Soit e P AYB.
1er cas : Si e P A, D k P rr1, nss

loomoon

Ărr1,n`mss

: ϕpkq
loomoon

θpkq

“ e car ϕ est surjective

Donc D k P rr1, n`mss : θpkq “ e
2nd cas : Si e P B, D k1 P rr1,mss : ψpk1q “ e
1 ď k1 ď m ùñ n` 1 ď k1 ` n ď n`m
Posons k “ k1 ` n P rrn` 1, n`mss
Alors D k P rrn` 1, n`mss

loooooooomoooooooon

Ărr1,n`mss

: ψpk ´ nq
looomooon

“θpkq

“ e
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Donc D k P rr1, n`mss : θpkq “ e
Finalement θ est surjective.
Et donc θ est bijective

Cas général : On a AYB “ AY pBzAq et AX pBzAq “ H
Donc cardpAYBq “ cardpAq ` cardpAzBq
Or B “ pBzAq Y pAXBq et pBzAq X pAXBq “ H
Donc cardpBq “ cardpBzAq ` cardpAXBq

Par somme : cardpAYBq “ cardpAq ` cardpBq ´ cardpAXBq

18.3 Cardinal d’un produit cartésien d’ensembles
Soient E et F deux ensembles finis.

E ˆ F est fini et cardpE ˆ F q “ cardpEq ˆ cardpF q

1re version : "rigoureuse"
Notons E “ te1, . . . , enu avec e1, . . . , en distincts 2 à 2 (donc cardpEq “ n).
@ k P rr1;nss, notons Ak “ tpe, fq P E ˆ F |e “ eku
pA1, . . . , Anq est une partition de E ˆ F .

Or @ k P rr1;nss, Ak est équipotent à F car
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : Ak Ñ F
pek, fq ÞÑ f

est bijective.

Donc cardpAkq “ cardpF q (indépendant de k).

Donc cardpE ˆ F q “
n
ÿ

k“1

cardpF q “ cardpEq ˆ cardpF q

2nd version : "protocole de dénombrement"
Pour construire exactement 1 fois tous les éléments de E ˆ F , on peut :

— choisir e dans E : cardpEq choix
— puis pour chaque e choisir f (indépendant de e) dans F : cardpF q choix

D’où cardpEq ˆ cardpF q choix, donc cardpE ˆ F q “ cardpEq ˆ cardpF q

18.4 Cardinal de l’ensemble des p-arrangements
d’un ensemble

1re version : "rigoureuse"
Montrons par récurrence simple @ n P N,Ppnq : "si E est un ensemble fini de

cardinal n, si p P rr0;nss, alors cardpAE,pq “
n!

pn´ pq!
"

I Pp0q : soient E de cardinal 0 (donc E “ H) et p P rr0; 0ss (donc p “ 0).
Alors AE,p “ tpqu donc cardpAE,pq “ 1 “ 0!

p0´pq!
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H Soit n P N, supposons Ppnq.
Soient E de cardinal n` 1 et p P rr0, n` 1ss.
Notons E “ te1, . . . , en`1u

@ k P rr1, n` 1ss, notons Bk “ tpx1, . . . xpq P AE,p|x1 “ eku
pB1, . . . , Bn`1q est une partition de AE,p.
1er cas : Si p “ 0

AE,0 “ tpqu ùñ cardpAE,pq “ 1 “
pn` 1q!

pn` 1´ 0q!
ùñ Ppn` 1q

2nd cas : Si p ‰ 0
Bk est équipotent à AEzteku,p´1

En effet
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : Bk Ñ AEzteku,p´1

pek, x2, . . . , xpq ÞÑ px2, . . . , xpq
est bijective.

Or cardpEztekuq “ cardpEq ´ 1 “ n
Donc d’après Ppnq appliquée à Ezteku au lieu de E et à p ´ 1 P rr0;nss au lieu
de p :

cardpBkq “ cardpAEzteku,p´1q “
n!

pn´ pp´ 1qq!
(indépendant de k)

Donc cardpAE,pq “ pn` 1q
n!

pn` 1´ pq!
“

pn` 1q!

pn` 1´ pq!
ùñ Ppn` 1q

2nd version : "protocole de dénombrement"
Pour construire exactement 1 fois les p-arrangements px1, . . . , xpq de AE,p, on
peut :

— choisir x1 dans E : n “ cardpEq choix
— choisir x2 dans Eztx1u : n´ 1 choix
— choisir x3 dans Eztx1, x2u : n´ 2 choix
— . . .
— choisir xp dans Eztx1, . . . , xp´1u : n´ pp´ 1q choix

D’où npn´ 1qpn´ 2q . . . pn´ pp´ 1qq choix, donc cardpAE,pq “
n!

pn´ pq!

18.5 Cardinal de l’ensemble des p-combinaisons
d’un ensemble

Soient E un ensemble de cardinal n et p P N.
On note CE,p l’ensemble des p-combinaisons de E.
Montrons que cardpCE,pq “

n!
p!pn´pq! “

`

n
p

˘

1re version : "rigoureuse"
Pour dénombrer AE,p, on peut le partitionner ainsi : pour toute p-combinaison
C “ tx1, . . . , xpu

loooooomoooooon

PE,‰2 à 2

de E, on pose BC l’ensemble des p-arrangements de E obtenus

en permutant C de toutes les manières possibles.
pBCqCPCE,p est une partition de AE,p.
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Or cardpBCq “ p! (indépendant de C)
Donc cardpAE,pq

looooomooooon

“ n!
pn´pq!

“ cardpBCq
loooomoooon

“p!

ˆcardpCE,pq

Donc cardpCE,pq “
n!

p!pn´ pq!

2nd version : "protocole de dénombrement"
Pour parcourir tous les éléments de CE,p, on peut :

— choisir un arrangement px1, . . . , xpq de AE,p : n!
pn´pq! choix

— lui associer la p-combinaison tx1, . . . , xpu

Dans ce cas, chaque p-combinaison est comptée exactement p! fois (c’est le
nombre de p-arrangements donnant ladite p-combinaison, et p est indépendant
de la combinaison).
Donc cardpCE,pq “

cardpAE,pq
p!

Donc cardpCE,pq “
n!

p!pn´ pq!
“

ˆ

n

p

˙

18.6 Cardinal des parties d’un ensemble

Soit E un ensemble de cardinal n.
Montrons que cardpPpEqq “ 2n

1re méthode
Posons @ k P rr0;nss, Ak “ tU P PpEq|cardpUq “ ku
pA0, . . . , Anq forme une partition de PpEq.
Or Ak “ CE,k donc cardpAkq “ cardpCE,kq “

`

n
k

˘

Donc cardpPpEqq “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

“
n
ř

k“0

`

n
k

˘

1k1n´k “ p1` 1qn (formule du binôme)

Donc cardpPpEqq “ 2n

2nd méthode
Notons E “ te1, . . . , enu
PpEq est équipotent à t0; 1un.

En effet
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : PpEq Ñ t0; 1un

U ÞÑ pbiqiPrr1;nss
où bi “

#

1 si ei P U

0 sinon
est bijective.

Donc cardpPpEqq “ cardpt0; 1unq “ cardpt0; 1uqn Donc cardpPpEqq “ 2n

Remarque : On ne montre pas que ϕ est bijective, mais s’il est demandé de l’ex-
pliquer : sa bijection réciproque serait l’application qui à un n-uplet pbiqiPrr1;nss

de 0 et de 1 associe un ensemble contenant les ei avec les i tels que bi “ 1
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18.7 Propriétés du coefficient du binôme démon-
trées par une approche de dénombrement

Montrons la propriété de symétrie du coefficient du binôme par une approche
de dénombrement.
Soient E un ensemble de cardinal n et p P N.
CE,p est équipotent à CE,n´p

En effet
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : CE,p Ñ CE,n´p
A ÞÑ CEpAq

est bijective.

Donc cardpCE,pq “ cardpCE,n´pq

Donc
ˆ

n

p

˙

“

ˆ

n

n´ p

˙

Montrons le formule de Pascal par une approche de dénombrement.
Soit E un ensemble de cardinal n` 1.
Soit e P E.
Pour dénombrer CE,p`1 :
Pour parcourir exactement 1 fois chaque partie A de cardinal p ` 1 de E, on
peut :

— choisir e P A et compléter A avec p éléments de Ezteu :
`

n
p

˘

choix.
— choisir e R A puis construire A avec p`1 éléments de Ezteu :

`

n
p`1

˘

choix
D’où

`

n
p

˘

`
`

n
p`1

˘

choix.

Donc cardpCE,p`1q “

ˆ

n` 1

p` 1

˙

“

ˆ

n

p

˙

`

ˆ

n

p` 1

˙

Montrons la formule du binôme par une approche de dénombrement.
Pour développer pa` bqn, on écrit pa` bqn “ pa` bq

t1

pa` bq
t2

¨ ¨ ¨ pa` bq
tn

ce qui donne la somme de tous les termes obtenus en multipliant soit a soit b
choisis dans chaque terme ti.
Ceci qui donne une somme de termes de la forme akbn´k, pour a choisi dans k
des n termes t1, . . . , tn (donc b choisi dans les autres).
Ñ

`

n
k

˘

choix (donc chaque terme akbn´k arrive
`

n
k

˘

fois).

Donc pa` bqn “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

akbn´k
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Chapitre 19

Probabilités

19.1 Formules de probabilité

19.1.1 Formule des probabilités composées
Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, et A,B deux événements.

PpAXBq “ PpAq ˆ PApBq

— 1er cas : si PpAq ‰ 0.
Alors PApBq “

PpAXBq
PpAq ùñ PpAXBq “ PpAq ˆ PApBq.

— 2nd cas : si PpAq “ 0.
On a pAXBq Ă A ùñ PpAXBq ď PpAq ùñ PpAXBq ď 0.
Or, PpAXBq ě 0 par définition.
Donc, par anti-symétrie, PpAYBq “ 0 “ PpAq ˆ PApBq .

19.1.2 Formule des probabilités totales
Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, et A,B deux événements.

PpBq “ PpAq ˆ PApBq ` PpĀq ˆ PĀpBq

pA, Āq forme un système complet d’événements de Ω.
Ainsi, PpBq “ PpA X Bq ` PpĀ X Bq “ PpAq ˆ PApBq ` PpĀq ˆ PĀpBq ,
d’après la formule des probabilités composées.

19.1.3 Formule de Bayes
Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, et A,B deux événements tels que
PpBq ‰ 0.

PBpAq “
PpAqPApBq

PpBq
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On a, d’une part, PpA X Bq “ PpAq ˆ PApBq et, d’autre part, PpA X Bq “
PpB X Aq “ PpBq ˆ PBpAq, d’après la formule des probabilités composées.

Ainsi, PpAq ˆ PApBq “ PpBq ˆ PBpAq ùñ PBpAq “
PpAqPApBq

PpBq
, car

PpBq ‰ 0.

19.2 Événements indépendants

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, et pA1, ..., Anq une famille d’événements.

1. Les événementsA1, ..., An sont dits deux à deux indépendants si, et seule-
ment si :

@ pi, jq P rr1, nss2, i ‰ j ùñ PpAi XAjq “ PpAiq ˆ PpAjq

2. Les événements A1, ..., An sont dits mutuellement indépendants si, et
seulement si :

@ I Ă rr1, nss,P

˜

č

iPI

Ai

¸

“
ź

iPI

PpAiq

3. Si les événements A1, ..., An sont mutuellement indépendants, alors ils
sont deux à deux indépendants (pour I un couple).

La réciproque de cette dernière propriété est fausse ; en effet, considérons la
situation suivante :
On dispose d’une pièce équilibrée, que l’on lance deux fois.
On note A1 : "le premier lancer donne pile", A2 : "le second lancer donne pile"
et A3 : "les 2 lancers donnent le même résultat".
PpA1 XA2q “

1
4 “

2
4 ˆ

2
4 “ PpA1q ˆ PpA2q,

PpA1 XA3q “
1
4 “

2
4 ˆ

2
4 “ PpA1q ˆ PpA3q,

et PpA2 XA3q “
1
4 “

2
4 ˆ

2
4 “ PpA2q ˆ PpA3q,

donc A1, A2, A3 sont deux à deux indépendants, mais PpA1 XA2 XA3q “
1
4 et

PpA1qˆPpA2qˆPpA3q “
`

2
4

˘3
“ 1

8 , donc A1, A2, A3 ne sont pas mutuellement
indépendants.

19.3 Approche de la loi binomiale

On lance n fois de manière indépendante un pièce donnant pile avec la probabi-
lité p (comprendre "les lancers sont mutuellement indépendants"). Calculer la
probabilité d’obtenir exactement k fois pile sur les n lancers.

Ω “ tP, F un.
Pour i P rr1, nss, on note Pi : "le i-ème lancer donne pile".
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Soient k P rr1, nss, et A : "on a obtenu exactement k fois pile sur les n lancers".
On a : ∗

PpAq “
ÿ

cPCrr1,nss,k

P

¨

˝

˜

č

iPc

Pi

¸

č

¨

˝

č

iPrr1,nsszc

P̄i

˛

‚

˛

‚

“
ÿ

cPCrr1,nss,k

ź

iPc

PpPiq ˆ
ź

iPrr1,nsszc

PpP̄iq

car pQiq1ďiďn, où

#

Qi “ Pi si i P c

Qi “ P̄i sinon
est mutuellement indépendante puisque

pPiq1ďiďn aussi.
Ainsi :

PpAq “
ÿ

cPCrr1,nss,k

ź

iPc

pˆ
ź

iPrr1,nsszc

1´ p

“
ÿ

cPCrr1,nss,k

pkp1´ pqn´k, car p et 1´ p sont indépendants de i

“ cardpCrr1,nss,kq ˆ p
kp1´ pqn´k, car pkp1´ pqn´k est indépendant de c

“

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k

19.4 Lois de probabilité usuelles : définition, es-
pérance et variance

LOI UNIFORME

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, E “ te1, . . . , enu un ensemble fini de
cardinal n et X : Ω Ñ E une variable aléatoire.
On dit que X suit la loi uniforme sur E notée UpEq, et on écrit X ãÑ UpEq, si,
et seulement si, la loi de X est définie par @ k P rr1, nss,PpX “ kq “ 1

n .

On a alors EpXq “
n
ř

k“1

ek
n et V pXq “ 1

n

n
ř

k“1

e2
k ´

ˆ

1
n

n
ř

k“1

ek

˙2

LOI DE BERNOULLI

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, X : Ω Ñ t0; 1u une variable aléatoire
et p P r0; 1s.
On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramètre p notée Bppq, et on écrit
X ãÑ Bppq, si, et seulement si, la loi de X est définie par PpX “ 1q “ p (et donc
PpX “ 0q “ 1´ p).
On a alors EpXq “ p et V pXq “ pp1´ pq

∗. Pour comprendre cette somme : on choisit les k lancers où l’on fait Pile, i.e. une combi-
naison de k entiers de r1, nss, et les autres entiers de r1, nss donnent donc Face.
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LOI BINOMIALE

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, n P N˚, X : Ω Ñ rr0, nss une variable
aléatoire et p P r0; 1s.
On dit que X suit la loi binomiale de paramètre pn, pq notée Bpn, pq, et on écrit
X ãÑ Bpn, pq, si, et seulement si, la loi de X est définie par @ k P rr0, nss,PpX “

kq “
`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k.
On a alors EpXq “ np et V pXq “ npp1´ pq.

Montrons ces résultats pour la loi binomiale :
Lemme : k

`

n
k

˘

“ n
`

n´1
k´1

˘

Se montre immédiatement par l’écriture factorielle des coefficients binomiaux.
Preuve : Si X ãÑ Bpn, pq, on a alors XpΩq “ rr0, nss et @ k P rr0, nss,PpX “

kq “
`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k.

ùñ EpXq “
n
ř

k“0

k
`

n
k

˘

pkp1´pqn´k “
n
ř

k“0

n
`

n´1
k´1

˘

pkp1´pqn´k (d’après le lemme)

“ n
n´1
ř

k“´1

`

n´1
k

˘

pk`1p1´ pqn´pk`1q (n est indép. de k – changement d’indice)

“ np
n´1
ř

k“0

`

n´1
k

˘

pkp1´ pqn´1´k (convention sur les coefficients binomiaux)

“ nppp` 1´ pqn`1 “ np (formule du binôme)
Preuve : Si X ãÑ Bpn, pq, on vient de voir EpXq “ np.
Or, d’après le théorème de transfert :

EpX2q “

n
ÿ

k“0

k2PpX “ kq

“

n
ÿ

k“0

pkpk ´ 1q ` kq

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k

“

n
ÿ

k“0

kpk ´ 1q

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k `
n
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k

looooooooooooomooooooooooooon

“EpXq“np

“

n
ÿ

k“0

npn´ 1q

ˆ

n´ 2

k ´ 2

˙

loooooooooomoooooooooon

lemme

pkp1´ pqn´k ` np

“ npn´ 1qp2
looooomooooon

indép k

n´2
ÿ

k“´2

ˆ

n´ 2

k

˙

pkp1´ pqn´2´k ` np

“ pnpq2 ´ np` pp` 1´ pqn´2 ` np

“ pnpq2 ` npp1´ pq

Donc V pXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ pnpq2 ` npp1´ pq ´ pnpq2 “ npp1´ pq

155



PARTIE I. DÉMONSTRATIONS MPSI

19.5 Espérance mathématique : linéarité et crois-
sance

Propriété de linéarité de l’espérance :
Pour toutes variables aléatoires X,Y : Ω Ñ R et pour tous réels λ, µ :

EpλX ` µY q “ λEpXq ` µEpY q

Propriété de croissance de l’espérance :
Pour toutes variables aléatoires X,Y : Ω Ñ R, on a :

X ď Y ùñ EpXq ď EpY q

Lemme : une définition plus théorique de l’espérance.
Soient pΩ,Pq un espace probabilisé et X : Ω Ñ R une variable aléatoire réelle.
On a :

EpXq “
ÿ

ωPΩ

XpωqPptωuq

En effet :
ÿ

ωPΩ

XpωqPptωuq “
ÿ

aPXpΩq

ÿ

ωPtX“au

XpωqPptωuq

“
ÿ

aPXpΩq

a
ÿ

ωPtX“au

Pptωuq

“
ÿ

aPXpΩq

aPpX “ aq

“ EpXq

Linéarité :

EpλX ` µY q “
ÿ

ωPΩ

pλX ` µY qpωqPptωuq

“
ÿ

ωPΩ

pλXpωq ` µY pωqqPptωuq

“ λ
ÿ

ωPΩ

XpωqPptωuq ` µ
ÿ

ωPΩ

Y pωqPptωuq

“ λEpXq ` µEpY q

Croissance : Supposons X ď Y . Alors :

@ ω P Ω, Xpωq ď Y pωq ùñ XpωqPptωuq ď Y pωqPptωuq

ùñ
ÿ

ωPΩ

XpωqPptωuq ď
ÿ

ωPΩ

Y pωqPptωuq

ùñ EpXq ď EpY q
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19.6 Théorème de transfert

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, X : Ω Ñ R une variable aléatoire réelle
et U : RÑ R.

EpupXqq “
ÿ

aPXpΩq

upaqPpX “ aq

Remarque : l’essentiel de la preuve réside dans les justifications à chaque égalité :
en effet, sans elles, la preuve tient en des égalités successives sur une ligne !
Tout n’est qu’une question de définitions et de partitions : visualiser la situation
la rend complètement évidente.

EpupXqq “
ÿ

ωPΩ

upXqpωqPptωuq

“
ÿ

aPXpΩq

ÿ

ωPX´1ptauq

upXqpωqPptωuq (car ptX´1ptauquqaPXpΩq est
une partition de Ω)

“
ÿ

aPXpΩq

upaq
ÿ

ωPX´1ptauq

Pptωuq (car ω P X´1ptauq ô Xpωq P
tau donc upXqpωq “ upXpωqq “
upaq, indépendant de ω)

“
ÿ

aPXpΩq

upaqPpX “ aq (car ptωuqωPX´1ptauq est une partition de
tX “ au)

19.7 Inégalité de Markov

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini et X : Ω Ñ R une variable aléatoire
positive.

@ a ą 0,PpX ě aq ď
EpXq

a

Soit a ą 0.
‚ On a que 1tXěau ď

X
a , montrons-le : @ ω P Ω, 1tXěaupωq ď p

X
a qpωq

1er cas : si ω P tX ě au (i.e. Xpωq ě a)
Alors 1tXěaupωq “ 1

Or Xpωq ě a ùñ Xpωq
a ě 1 ùñ pXa qpωq ě 1

Donc 1tXěaupωq ď p
X
a qpωq

2nd cas : si ω P tX ă au (i.e. Xpωq ă a)
Alors 1tXěaupωq = 0
Or X ě 0 et a ą 0 donc pXa qpωq ě 0

Donc 1tXěaupωq ď p
X
a qpωq

‚ On a alors 1tXěau ď
X
a ùñ Ep1tXěauq ď Ep 1

aXq ùñ PpX ě aq ď
EpXq

a
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19.8 Inégalité de Bienaymé-Tchebichev
Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini et X : Ω Ñ R une variable aléatoire
réelle.

@ a ą 0,Pp|X ´ EpXq| ě aq ď
V pXq

a2

On a Pp|X ´ EpXq| ě aq “ Pp|X ´ EpXq|2 ě a2q

Posons Y “ |X ´ EpXq|2 “ pX ´ EpXqq2 ě 0
D’après l’inégalité de Markov appliquée à Y et à a2 :

@ a ą 0,PpY ě a2q ď
EpY q

a2
“
EppX ´ EpXqq2q

a2
“
V pXq

a2

ô@ a ą 0,Pp|X ´ EpXq|2 ě a2q ď
V pXq

a2

ô @ a ą 0,Pp|X ´ EpXq| ě aq ď
V pXq

a2

19.9 Espérance et variance de deux variables aléa-
toires indépendantes

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes.

EpXY q “ EpXqEpY q

EpXY q “
ÿ

pa,bqPXpΩqˆY pΩq

abPppX,Y q, pa, bqq pThéorème de transfertq

“
ÿ

aPXpΩq

ÿ

bPY pΩq

abPpX “ aqPpY “ bq pX et Y sont indépendantesq

“
ÿ

aPXpΩq

»

—

–

aPpX “ aq
looooomooooon

indep. de b

ÿ

bPY pΩq

bPpY “ bq
looooomooooon

indep. de a

fi

ffi

fl

“

¨

˝

ÿ

aPXpΩq

aPpX “ aq

˛

‚

¨

˝

ÿ

bPY pΩq

bPpY “ bq

˛

‚

“ EpXqEpY q

V pX ` Y q “ V pXq ` V pY q

V pX ` Y q “ EppX ` Y q2q ´ EpX ` Y q2
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“ EpX2 ` Y 2 ` 2XY q ´ pEpXq ` EpY qq2

“ EpX2q ` EpY 2q ` 2EpXY q ´ EpXq2 ´ EpY 2q2 ´ 2EpXqEpY q

“ EpX2q ´ EpXq2
looooooooomooooooooon

“V pXq

`EpY 2q ´ EpY q2
looooooooomooooooooon

“V pY q

`2 p
((((

((((
((

EpXY q ´ EpXqEpY qq
loooooooooooooomoooooooooooooon

“0 carX et Y sont indépendantes

“ V pXq ` V pY q

19.10 Somme de deux variables aléatoires suivant
deux lois binomiales

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires réelles
sur Ω et n et m deux réels.
Si X et Y sont indépendantes, X ãÑ Bpn, pq et Y ãÑ Bpm, pq, alors X ` Y ãÑ

Bpn`m, pq.

On a :

#

XpΩq “ rr0, nss , @ k P rr0, nss,PpX “ kq “
`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k

Y pΩq “ rr0,mss , @ k P rr0,mss,PpY “ kq “
`

m
k

˘

pkp1´ pqm´k

Notons Z “ X ` Y .
ZpΩq “ rr0, n`mss et @ k P rr0, n`mss :

PpZ “ kq “
n
ÿ

l“0

PpX “ lqPtX“lupZ “ kq
loooooooomoooooooon

p˚q

formule des probabilités totales sur
le système complet d’événements
ptX “ luqlPrr0,nss
p˚q PtX“lupZ “ kq “ PtX“lupY “

k ´ Xq “ PtX“lupY “ k ´ lq “
PpY “ k ´ lq car X et Y sont in-
dépendantes

“

n
ÿ

l“0

ˆ

n

l

˙

plp1´ pqn´lPpY “ k ´ lq

“

n
ÿ

l“0

ˆ

n

l

˙

plp1´ pqn´l
ˆ

m

k ´ l

˙

pk´lp1´ pqm´pk´lq

“

n
ÿ

l“0

ˆ

n

l

˙ˆ

m

k ´ l

˙

pkp1´ pqpn`mq´k
loooooooooomoooooooooon

indep. de l

“

˜

n
ÿ

l“0

ˆ

n

l

˙ˆ

m

k ´ l

˙

¸

looooooooooomooooooooooon

“pn`mk q Formule de Vandermonde

pkp1´ pqpn`mq´k

“

ˆ

n`m

k

˙

pkp1´ pqpn`mq´k

Donc Z “ X ` Y ãÑ Bpn`m, pq
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19.11 Variance de la somme de n variables mu-
tuellement indépendantes

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini et X1, . . . , Xn des variables aléatoires
réelles sur Ω.

V

˜

n
ÿ

i“1

Xi

¸

“

n
ÿ

i“1

V pXiq ` 2
ÿ

1ďiăjďn

covpXi, Xjq

Montrons-le par récurrence simple : notons @n P N˚Ppnq la propriété à démon-
trer au rang n.
I Pp1q car tpi, jq P rr1, 1ss|1 ď i ă j ď 1u “ H donc la somme des covariances
est nulle et la propriété est alors évidente.
H Soit n P N˚, supposons Ppnq.

V

˜

n`1
ÿ

i“1

Xi

¸

“ V

˜

n
ÿ

i“1

Xi `Xn`1

¸

“ V

˜

n
ÿ

i“1

Xi

¸

` V pXn`1q ` 2cov

˜

p

n
ÿ

i“1

Xi, Xn`1q

¸

“

n
ÿ

i“1

V pXiq ` 2
ÿ

1ďiăjďn

covpXi, Xjq ` V pXn`1q

` 2
n
ÿ

i“1

covpXi, Xn`1q pPpnq et linéarité à gauche de covq

“

n`1
ÿ

i“1

V pXiq ` 2
ÿ

1ďiăjďn`1

covpXi, Xjq

ùñ Ppn` 1q

X1, . . . , Xn deux à deux indépendantes ùñ V

˜

n
ÿ

i“1

Xi

¸

“

n
ÿ

i“1

V pXiq

Immédiat d’après le premier point : la covariance de deux variables indépen-
dantes est nulle, donc la somme de toutes les covariances est nulle.

19.12 Espérance du produit de n variables mu-
tuellement indépendantes

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini et X1, . . . , Xn : Ω Ñ R des variables
aléatoires sur Ω mutuellement indépendantes.

EpX1 ˆ . . .ˆXnq “ EpX1q ˆ . . .ˆ EpXnq
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Montrons par récurrence simple @ n P N˚, Ppnq : "si X1, . . . , Xn sont mutuelle-
ment indépendantes alors EpX1 ˆ . . .ˆXnq “ EpX1q ˆ . . .ˆ EpXnq"
I Pp1q : immédiat
H Soit n P N, supposons Ppnq.
EpX1 ˆ . . .ˆXn`1q “ EppX1 ˆ . . .ˆXnq ˆXn`1q

Or X1, . . . , Xn`1 sont mutuellement indépendantes donc d’après le lemme des
coalitions, Y “ X1 ˆ . . .ˆXn et Xn`1 sont (mutuellement) indépendantes.

Donc EpY ˆXn`1q “ EpY q ˆ EpXn`1q

“ EpX1q ˆ . . .ˆ Epxnq ˆ EpXn`1q pPpnqq
ùñ EpX1 ˆ . . .ˆXn`1q “ EpX1q ˆ . . .ˆ EpXn`1q

ùñ Ppn` 1q

19.13 Somme de plusieurs variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes suivant une loi
de Bernoulli

Soient pΩ,Pq un espace probabilisé fini et X1, . . . , Xn des variables aléatoires de
Ω dans R mutuellement indépendantes, chacune suivant une loi de Bernoulli
de paramètre p Bppq.

X1 ` . . .`Xn ãÑ Bpn, pq

Montrons-le par récurrence simple en notant @n P N˚Ppnq la propriété au rang
n.
I Bp1, pq “ Bppq ùñ Pp1q
H Soit n P N˚, supposons Ppnq.
Soient X1, . . . , Xn`1 mutuellement indépendantes telles que @ i P rr1, nss, Xi ãÑ

Bppq
D’après le lemme des coalitions, X1, . . . , Xn sont mutuellement indépendantes,
donc d’après Ppnq : Y “ X1 ` . . .`Xn ãÑ Bpn, pq
Montrons que X1 ` . . .`Xn`1 “ Y `Xn`1 ãÑ Bpn` 1, pq
On a que Y est à valeurs dans rr0, nss et Xn`1 dans rr0, 1ss donc pY `Xn`1qpΩq “
rr0, n` 1ss
De plus, d’après la formule des probabilités totales sur le système complet d’évé-
nements ptXn`1 “ 0u, tXn`1 “ 1uq : @ krr0, n ` 1ss,PpXn`1 ` Y “ kq “
PpXn`1 “ 0qPtXn`1“0upY `Xn`1 “ kq `PpXn`1 “ 1qPtXn`1“1upY `Xn`1 “

kq “ PpXn`1 “ 0q
looooooomooooooon

“1´p

PpY “ kq
loooomoooon

p˚q

`PpXn`1 “ 1q
looooooomooooooon

“p

PpY “ k ´ 1q
looooooomooooooon

idemp˚q

p˚q : PtXn`1“0upY ` Xn`1 “ kq “ PtXn`1“0upY “ kq “ PpY “ kq car si
tXn`1 “ 0u est réalisé, alors tXn`1 ` Y “ ku “ tY “ ku, et tY “ ku et
tXn`1 “ 0u sont indépendants puisque X1, . . . , Xn`1 sont mutuellement indé-
pendants donc d’après le lemme des coalitions, Y “ X1` . . .`Xn et Xn`1 sont
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indépendants.
Donc

PpY `Xn`1 “ kq “ p1´ pq

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k ` p

ˆ

n

k ´ 1

˙

pk´1p1´ pqn´pk´1q

“

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn`1´k `

ˆ

n

k ´ 1

˙

pkp1´ pqn`1´k

“

»

—

—

—

—

–

ˆ

n

k

˙

`

ˆ

n

k ´ 1

˙

looooooooomooooooooon

“pn`1
k q

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

pkp1´ pqn`1´k pFormule de Pascalq

“

ˆ

n` 1

k

˙

pkp1´ pqn`1´k

Donc Y `Xn`1 ãÑ Bpn` 1, pq

Finalement : X1 ` . . .`Xn`1 ãÑ Bpn` 1, pq ùñ Ppn` 1q

"Les probabilistes ne meurent presque jamais"
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Chapitre 1

Complexes

1.1 Un module dans l’inégalité
Montrer que pour tout complexe a de module 1, |1` a| ě 1 ou |1` a2| ě 1|.

Soit a P C, |a| “ 1 ùñ D θ Ps ´ π, πs : a “ eiθ

1er cas : si θ P
“

´2π
3 , 2π

3

‰

Alors :

θ

2
P

„

´π

3
,
π

3



ùñ cosp
θ

2
q ě

1

2

ùñ |2 cosp
θ

2
q| ě 1 pt ÞÑ |t| croissante surR`q

ùñ |ei
θ
2 |

loomoon

“1

ˆ|2 cosp
θ

2
q| ě 1

ùñ |ei
θ
2

´

e´i
θ
2 ` ei

θ
2

¯

| ě 1 pformule d1Eulerq

ùñ |1` eiθ| ě 1

ùñ |1` a| ě 1

2nd cas : si θ P
‰

´π, ´2π
3

‰

Y
“

2π
3 , π

‰

Alors, par un raisonnement similaire :

cospθq ď ´
1

2
ùñ |2 cospθq| ě | ´ 1| pt ÞÑ |t| décroissante surR´q

ùñ |eθ|
loomoon

“1

ˆ2 cospθq| ě 1

ùñ |eiθ
`

e´iθ ` eiθ
˘

| ě 1 pformule d1Eulerq

ùñ |1` e2iθ| ě 1
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ùñ |1` a2| ě 1

1.2 Système d’équations complexes
Résoudre dans C le système :

pSq :

$

’

&

’

%

x “ y2

y “ z2

z “ x2

On a pSq ô

$

’

&

’

%

x “ y2

y “ z2

z “ y4

ô

$

’

&

’

%

x “ y2 pL1q

y “ z2 pL2q

z “ z8 pL3q

pL3q ô zpz7 ´ 1q “ 0 ô z “ 0 ou z7 “ 1 ô z “ 0 ou D k P rr0, 6ss : z “ eik
2π
7

pL2q ô y “ 0 ou D k P rr0, 6ss : y “ eik
4π
7 (formule de Moivre)

pL1q ô x “ 0 ou D k P rr0, 6ss : z “ eik
8π
7 (formule de Moivre)

L’ensemble des solutions de pSq est donc :

S “ tp0, 0, 0qu Y
!

peik
8π
7 , eik

4π
7 , eik

2π
7 q|k P rr0, 6ss

)

1.3 Triangles équilatéraux complexes
Soient P,Q et R trois points distincts du plan, d’affixes respectives p, q et r.

1. Montrer que PQR est équilatéral direct si, et seulement si p` qj` rj2 “

0 ∗

2. Caractériser de même "PQR est équilatéral indirect"
3. En déduire la propriété : PQR est équilatéralô p2`q2`r2 “ pq`pr`rq

1. PQR équilatéral direct ô P est l’image de R par la rotation d’angle π
3

et de centre Q
ô p “ ei

π
3 pr ´ qq ` q “ ´j2pr ´ qq ` q †

ô p` p´1´ j2q
loooomoooon

“j car 1`j`j2“0

q ` rj2 “ 0

ô p` qj ` rj2 “ 0

∗. "PQR est direct" signifie que l’on décrit le triangle dans l’ordre des points P,Q puis R
dans le sens trigonométrique.
Rappel : j “ ei

2π
3

†. car ´j2 “ ´
´

ei
2π
3

¯2
“ e´iπei

4π
3 “ ei

π
3
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2. PQR équilatéral indirect ô PRQ équilatéral direct
ô p` rj ` qj2 “ 0 en échangeant les rôles de q et r dans Q1.

3. PQR équilatéral ô PQR équilatéral direct ou indirect

ô

$

’

&

’

%

p` qj ` rj2 “ 0

ou

p` rj ` qj2 “ 0

ô pp` qj ` rj2qpp` rj ` qj2q “ 0
ô p2`qrj2`qrpj2q2`prj`prj2`pqj2`pqj`q2 j3

loomoon

“1

`r2 j3
loomoon

“1

“ 0

ô p2 ` q2 ` r2 “ pq ` pr ` rq
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Chapitre 2

Fonctions - Applications

2.1 Un prolongement par continuité (non déri-
vable)

Montrons que f : x ÞÑ
x

1` e
1
x

est prolongeable par continuité en 0 mais n’y est

pas dérivable.

Prolongement par continuité
lim
xÑ0

fpxq “ lim
xÑ0

x

1`e
1
x
“ 0 P R (limite non indéterminée)

Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant fp0q “ 0.

Montrons que le prolongement n’est pas dérivable
(On continue de noter f la fonction prolongée)
lim
xÑ0

fpxq´fp0q
x´0 “ lim

xÑ0

1

1`e
1
x

n’existe pas car lim
xÑ0`

1

1`e
1
x
“ 0 ‰ 1 “ lim

xÑ0´

1

1`e
1
x

Donc f n’est par dérivable en 0.

2.2 ex “ x`2 possède une unique solution sur R`

Posons f : x ÞÑ ex ´ x
f est dérivable sur R` comme somme et @ x P R`, f 1pxq “ ex ´ 1
f est dérivable sur R`zt0u et R` est un intervalle, avec @x P R`zt0u, f 1pxq ą 0
et f est continue en 0 (car dérivable) donc f est strictement croissante sur R`
Finalement : f est continue et strictement croissante sur l’intervalle R`, donc
d’après le théorème de la bijection continue, f induit une bijection de R` “
r0;`8r dans rfp0q; lim

xÑ`8
fpxqr“ r1;`8r

(car x “ opexq ùñ fpxq „ ex)
Donc @ y P r1;`8r, D !x P R` : fpxq “ y
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En particulier pour y “ 2 P r1;`8r :
D !x P R : ex ´ x “ 2

2.3 Preuve d’une induction de bijection

Montrons que f : x ÞÑ
x` 1

x` 2
induit une bijection de Rzt´2u sur Rzt1u et

précisons sa fonction réciproque.

@ px; yq P Rzt´2u ˆRzt1u, fpxq “ y

ô
x` 1

x´ 2
“ y

ô x` 1 “ ypx´ 2q pcar x´ 2 ‰ 0q

ô xp1´ yq “ ´2y ´ 1

ô x “
2y ` 1

y ´ 1
pcar y ´ 1 ‰ 0q

L’équation fpxq “ y possède une unique solution pour chaque y fixé, donc f

induit une bijection de Rzt´2u sur Rzt1u et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f´1 : Rzt´2u Ñ Rzt1u

y ÞÑ
2y ` 1

y ´ 1

2.4 Équation fonctionnelle de arctan

@ x P R`˚, arctanpxq ` arctanp
1

x
q “

π

2

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : R`˚ Ñ R

x ÞÑ arctanpxq ` arctanp 1
x q

f est dérivable sur R`˚ comme somme et composée de fonctions dérivables et
on a :
f 1pxq “ 1

1`x2 ´
1
x2

1
1`p 1x q

2 “
1

1`x2 ´
1

1`x2 “ 0

Donc f est constante sur R`˚ et :

@ x P R`˚, fpxq “ fp1q “ arctanp1q ` arctanp1q “
π

2

ùñ @ x P R`˚, arctanpxq ` arctanp
1

x
q “

π

2
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2.5 Démonstration de la bijectivité d’une appli-
cation donnée

On pose
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : R2 Ñ R

px; yq ÞÑ px` y;x´ yq
Montrer que f est bijective.

Ñ Montrons que f est injective
Soit ppx1, y1q, px2, y2qq P pR

2q2

fppx1, y1qq “ fppx2, y2qq

ùñ px1 ` y1;x1 ´ y1q “ px2 ` y2;x2 ´ y2q

ùñ

#

x1 ` y1 “ x2 ` y2 pL1q

x1 ´ y1 “ x2 ´ y2 pL2q

pL1q ` pL2q

2
ùñ x1 “ x2

pL1q ´ pL2q

2
ùñ y1 “ y2

ùñ px1; y1q “ px2; y2q

Ñ Montrons que f est surjective
Soit pa; bq P R2.
Posons px; yq “ pa`b2 , a´b2 q P R

2

fppx; yqq “ px` y;x´ yq “ pa`b2 ` a´b
2 ; a`b2 ´ a´b

2 q “ pa; bq

On a montré que : @ pa; bq P R2, D px; yq P R2 : fppx; yqq “ pa; bq

2.6 Équation à 3 paramètres
Soit pa, b, cq P R3.
Montrer qu’il existe un réel x tel que :

4ax3 ` 3bx2 ` 2cx “ a` b` c

Posons f : t ÞÑ at4 ` bt3 ` ct2 ´ pa` b` cqt, définie sur R.
Ñ f est continue sur r0, 1s comme fonction polynomiale.
Ñ f est dérivable sur s0, 1r comme fonction polynomiale.

Ñ

#

fp0q “ 0

fp1q “ a` b` c´ pa` b` cq “ 0
ùñ fp0q “ fp1q

Donc, d’après le théorème de Rolle, D x Ps0, 1r: f 1pxq “ 0
ùñ 4ax3 ` 3bx2 ` 2cx “ a` b` c

Or, s0, 1rĂ R, donc D x P R : 4ax3 ` 3bx2 ` 2cx “ a` b` c
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2.7 Dérivées bornées
Soit f : RÑ R de classe C2 sur R telle que f et f2 sont bornées sur R.
Montrer que f 1 est bornée sur R.

Soit a P R.
On a f de classe C2 sur R intervalle, a P R et f2 bornée, donc DM P R`˚ :
@ x P R, |f2pxq| ďM .
Ainsi, d’après l’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à l’ordre 1 en a :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
1
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
M |x´ a|2

2

Et, en particulier pour x “ a` 1, |fpa` 1q ´ fpaq ´ f 1paq| ď M
2

En outre, |f 1paq| “ | ´ f 1paq| “ | ´ f 1paq ` fpa` 1q ´ fpaq ´ fpa` 1q ` fpaq|
ùñ |f 1paq| ď |fpa ` 1q ´ fpaq ´ f 1paq| ` |fpa ` 1q| ` |fpaq| d’après l’inégalité
triangulaire
Et, f étant elle aussi bornée, on sait que DM 1 P R`˚ : @ x P R, |fpxq| ďM 1

Donc on a finalement |f 1paq| ď M
2 ` 2M 1, et M et M 1 sont indépendants de a

D’où f 1 est elle aussi bornée.
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Chapitre 3

Sommes

3.1 Somme des cospkθq

n
ř

k“0

cospkθq “
n
ř

k“0

Repeikθq “ Rep
n
ř

k“0

peiθqkq “ Rep pe
iθ
q
n`1

´1
eiθ´1

q

“ Rep e
ipn`1q θ

2 peipn`1q θ
2´e´ipn`1q θ

2 q

ei
θ
2 pei

θ
2´e´i

θ
2 q

q “ Repein
θ
2

sinppn`1q θ2 q

sinp θ2 q
q

“ cospn
θ

2
q
sinppn` 1q θ2 q

sinp θ2 q

3.2 Produit des entiers pairs / impairs

Pour tout n P N˚, calculer les deux produits :

n
ź

k“0

2k et
n
ź

k“1

2k ` 1

Soit n P N˚

Ñ
n
ś

k“1

2k “ 2n
n
ś

k“1

k “ 2nn!

Ñ On a
2n`1
ś

k“1

k “
n
ś

k“1

2kˆ
n
ś

k“0

2k`1, par séparation des indices pairs et impairs

Donc
n
ś

k“1

2k ` 1 “

2n`1
ś

k“1

k

n
ś

k“0

2k
“
p2n` 1q!

2nn!
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3.3 Imparité d’une expression

Prouver que @ n P N, D pan, bnq P Z2 :

#

p2`
?

3qn “ an ` bn
?

3

p2´
?

3qn “ an ´ bn
?

3

En déduire que @ n P N, tp2`
?

3qnu est impair.

Soit n P N ; d’après la formule du binôme, on a :

Ñ p2`
?

3qn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

2n´k
?

3
k

“

tn2 u
ř

k“0

`

n
2k

˘

2n´2k3k `
?

3
t
n´1
2 u
ř

k“0

`

n
2k`1

˘

22k`132k

(par séparation des indices pairs et impairs)

Ñ p2´
?

3qn “
tn2 u
ř

k“0

`

n
2k

˘

2n´2k p´1q2k
loomoon

“1

3k `
?

3
t
n´1
2 u
ř

k“0

`

n
2k`1

˘

22k`1 p´1q2k`1
loooomoooon

“´1

32k

(de la même manière)

“

tn2 u
ř

k“0

`

n
2k

˘

2n´2k3k ´
?

3
t
n´1
2 u
ř

k“0

`

n
2k`1

˘

22k`13k

Ainsi, posons :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

an “
tn2 u
ř

k“0

`

n
2k

˘

2n´2k3k P Z

t
n´1
2 u
ř

k“0

`

n
2k`1

˘

22k`13k P Z

On a bien

#

p2`
?

3qn “ an ` bn
?

3 pL1q

p2´
?

3qn “ an ´ bn
?

3 pL2q

En outre :
pL1q ` pL2q ùñ p2`

?
3qn “ 2an ´ p2´

?
3qn “ p2an ´ 1q ` p1´ p2´

?
3qnq

Or, 1 ă
?

3 ă 2
ùñ 0 ă 2´

?
3 ă 1

ùñ 0 ă p2´
?

3qn ă 1 (t ÞÑ tn strict. croissante sur R`)
ùñ 0 ă 1´ p2´

?
3qn ă 1

ùñ 1´ p2´
?

3qn P r0, 1r
Donc tp2`

?
3qnu “ tp2an ´ 1q

loooomoooon

PZ

`p1´ p2´
?

3qnqu “ 2an ´ 1

D’où tp2`
?

3qnu est impair.

3.4 Formule des colonnes

Prouver que :

@ pm,nq P N2,
n
ÿ

i“m

ˆ

i

m

˙

“

ˆ

n` 1

m` 1

˙
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Soit pm,nq P N2

1er cas : si m ą n

Alors rrm,nss “ �0, donc
n
ř

i“m

“ 0, par convention

Or,
`

n`1
m`1

˘

“ 0 par convention aussi, donc la formule est valide
2nd cas : sinon

On a
n
ř

i“m

`

i
m

˘

“
n
ř

i“m

`

i
m

˘

`
`

i
m`1

˘

´
`

i
m`1

˘

“
n
ř

i“m

`

i`1
m`1

˘

´
`

i
m`1

˘

(formule de Pascal)

“
n`1
ř

i“m`1

`

i
m`1

˘

´
n
ř

i“m

`

i
m`1

˘

(changement d’indice)

“

ˆ

n` 1

m` 1

˙

, car
`

m
m`1

˘

“ 0 par convention

3.5 Somme des
`

n
k

˘

sinpkxq

Calculer pour n P N et x P R : S “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

sinpkxq

S “
n
ř

k“0

Impeikxq

“ Im

ˆ

n
ř

k“0

`

n
k

˘

peixqk
˙

, car
`

n
k

˘

P R (formule de Moivre)

“ Imppeix ` 1qnq (formule du binôme)
“ Im

`

pei
x
2 pei

x
2 ` e´i

x
2

˘

(factorisation par l’angle moyen)

“ Im

¨

˚

˚

˝

ei
nx
2 ˆ 2n cosn

´x

2

¯

loooooomoooooon

PR

˛

‹

‹

‚

(formule d’Euler)

“ 2n cosn
´x

2

¯

sin
´nx

2

¯
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Chapitre 4

Intégration

4.1 Application d’une intégration par parties

Calculons I “
ż 1

0

arcsinptqdt

Soit a P r0; 1r. Notons Ipaq “
ż a

0

arcsinptqdt

Intégrons par parties en posant

#

u : t ÞÑ t

v : t ÞÑ arcsinptq
de classe C1 sur r0; as

(puisque r0; as Ăs ´ 1; 1r).

Ipaq “

ż a

0

1ˆ
loomoon

u1ptq

arcsinptq
looomooon

vptq

dt “ rt arcsinptq
loooomoooon

uptqvptq

sa0 ´

ż a

0

t
loomoon

uptq

1
?

1´ t2
looomooon

v1ptq

dt

“ a arcsinpaq ´

ż a

0

t
?

1´ t2
dt “ a arcsinpaq ´ r´

a

1´ t2sa0

“ a arcsinpaq `
a

1´ a2 ´ 1

Or lim
aÑ1

Ipaq “ I. p˚q

Donc I “ lim
aÑ1

a arcsinpaq `
?

1´ a2 ´ 1 “
π

2
´ 1

p˚q En effet : la fonction I : x ÞÑ

ż x

0

arcsinptqdt est continue en 1 car t ÞÑ arcsinptq

est continue sur r´1; 1s qui est un intervalle et 0 P r´1; 1s donc d’après le
théorème fondamental de l’intégration, I en est l’unique primitive sur r´1; 1s
qui s’annule en 0, ainsi I est dérivable sur r´1; 1s donc I est dérivable en 1, donc
I est continue en 1.
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4.2 Application d’un changement de variables

Calculons I “
ż 1

2

0

a

1´ x2dx en posant x “ cospuq.

Posons x “ cospuq. (u ÞÑ cospuq est de classe C1 sur rπ3 ; π2 s)
(Remarque : pas sur r0; 1

2 s !)
x u
1
2

π
3

0 π
2

et dx
du “ ´ sinpuq ùñ dx “ ´ sinpuqdu

I “

ż 1
2

0

a

1´ x2dx

“

ż π
3

π
2

a

1´ cos2puq
looooooomooooooon

“| sinpuq|“sinpuq

p´ sinpuqduq car sinpuq ě 0 sur r
π

3
;
π

2
s

“

ż π
2

π
3

sin2
puqdu

“

ż π
2

π
3

´
1

2
cosp2uq `

1

2
du

“ ´
1

2

ż π
2

π
3

cosp2uqdu`
1

2

ż π
2

π
3

1du

“
1

2
pp
π

2
´
π

3
q ´ r

sinp2uq

2
s
π
2
π
3
q

“
1

2
p
π

6
´ p0´

sinp 2π
3 q

2
qq

“
π

12
´

?
3

8

4.3 Intégrales avec des sin et cos

Soient I “
ż π

2

0

sinpxq

sinpxq ` cospxq
dx et J “

ż π
2

0

cospxq

sinpxq ` cospxq
dx.

Montrer que I “ J , et en déduire la valeur de I.

Montrons que I “ J .
(On peut poser le changement de variable u “ π

2 ´ x ; on montre ici une autre
méthode.)

J ´ I “

ż π
2

0

cospxq

sinpxq ` cospxq
dx´

ż π
2

0

sinpxq

sinpxq ` cospxq
dx
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“

ż π
2

0

cospxq ´ sinpxq

sinpxq ` cospxq
dx

“ rlnp| sinpxq ` cospxq|s
π
2
0

“ 0 ùñ I “ J

Ainsi : I “
2I

2
“
I ` J

2

“
1

2

˜

ż π
2

0

sinpxq

sinpxq ` cospxq
dx`

ż π
2

0

cospxq

sinpxq ` cospxq
dx

¸

“
1

2

˜

ż π
2

0

sinpxq ` cospxq

sinpxq ` cospxq
dx

¸

“
1

2

˜

ż π
2

0

1dx

¸

“
π

4

4.4 Intégrale d’une fonction symétrique

Soit f une fonction continue sur ra, bs telle que @ x P ra, bs, fpxq “ fpa` b´ xq.
Montrer que :

ż b

a

xfpxqdx “
a` b

2

ż b

a

fpxqdx

Effectuons le changement de variable u “ a` b´ x de classe C1 sur ra, bs.
On a du “ ´dx et x “ a` b´ u.

ż b

a

xfpxqdx “

ż b

a

xfpa` b´ xqdx ppropriété de fq

“

ż a

b

´pa` b´ uqfpuqdu

“

ż b

a

pa` bqfpuq ´ ufpuqdu

“ pa` bq

ż b

a

fpuqdu´

ż b

a

ufpuqdu

Donc : 2

ż b

a

xfpxqdx “ pa` bq

ż b

a

fpxqdx
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ùñ

ż b

a

xfpxqdx “
a` b

2

ż b

a

fpxqdx

Remarque : on peut par exemple calculer
ż π

0

x sinpxq

1` cos2pxq
dx en posant f : x ÞÑ

sinpxq
1`cos2pxq et en effectuant le changement de variable u “ ´ cospxq, ce qui donne
π2

4 .
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Chapitre 5

Équations différentielles

5.1 Une résolution d’équation différentielle avec
le théorème de superposition

Résolvons pEq : y1 ´ 2y “ chpxq sur R

ÉQUATION HOMOGÈNE

pHq : y1 ´ 2y “ 0

x ÞÑ ´2 a pour primitive sur R x ÞÑ ´2x donc SH “ tx ÞÑ λe`2x | λ P Ru

SOLUTION PARTICULIÈRE

On a pEq ô y1 ´ 2y “ ex

2 `
e´x

2

Posons

#

pE1q : y1 ´ 2y “ ex

2

pE2q : y1 ´ 2y “ e´x

2

Cherchons une solution particulière de pE1q de la forme y1 : x ÞÑ µex

y1 solution de pE1q ô @ x P R, y11 ´ 2y1 “
ex

2

ô @ x P R, µex ´ 2µex “
1

2
ex

ô µ´ 2µ “
1

2
pcar ex ‰ 0q

ô µ “ ´
1

2

Donc y1 : x ÞÑ ´ 1
2e
x est solution particulière de pE1q.

Cherchons une solution particulière de pE2q de la forme y2 : x ÞÑ µe´x

y2 solution de pE2q ô @ x P R, y12 ´ 2y2 “
e´x

2
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ô @ x P R,´µe´x ´ 2µe´x “
1

2
e´x

ô ´µ´ 2µ “
1

2
pcar e´x ‰ 0q

ô µ “ ´
1

6

Donc y2 : x ÞÑ ´ 1
6e
´x est solution particulière de pE2q.

SOLUTIONS

L’ensemble des solutions de pEq est :

SE “ tx ÞÑ ´
1

2
ex ´

1

6
e´x ` λe2x | λ P Ru

5.2 Équation fonctionnelle
Déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que @ px, yq P R2, fpx` yq “
fpxq ˆ fpyq

Fixons y P R.
x ÞÑ fpx ` yq et x ÞÑ fpxq ˆ fpyq sont dérivables comme composée et produit
respectivement.
Donc @ x P R, fpx` yq “ fpxqˆ fpyq ùñ d

dx rfpx` yqs “
d
dx rfpxqˆ fpyqs ùñ

f 1px` yq “ f 1pxq ˆ fpyq.
Pour y “ 0 P R : @ x P R, f 1pxq “ f 1p0qfpxq ùñ f 1 ´ af “ 0
en posant a “ f 1p0q. C’est une équation différentielle du premier ordre.

x ÞÑ ´ax est une primitive de x ÞÑ ´a sur R donc S “ tx ÞÑ λeax | λ P Ru.
On a donc montré que si f est solution de pEq, alors f est de la forme x ÞÑ λeax

avec λ P R.

Cherchons les fonctions de S qui sont solution de pEq :

@ px, yq P R2, λeapx`yq “ λeax ˆ λeay

ô@ px, yq P R2, λeapx`yq “ λ2eapx`yq

ô@ px, yq P R2, λ “ λ2 pcar eapx`yq ‰ 0q

ôλ P t0; 1u

On a donc montré que si une fonction de S est solution de pEq, alors elle est
soit nulle soit de la forme x ÞÑ eax.

On en déduit l’ensemble des solutions de pEq :

S “ tx ÞÑ 0u Y tx ÞÑ eax | a P Ru
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5.3 Équation du deuxième ordre à coefficients non
constants

On considère l’équation différentielle pEq : p1` exqy2 ` y1 ´ exy “ 0.
On pose z : x ÞÑ ypxq ` y1pxq.
Vérifier que y est solution de pEq si, et seulement si, z est solution d’une équation
différentielle linéaire du premier ordre à préciser.
En déduire les solutions de pEq.

1. On pose e : x ÞÑ ypxq ` y1pxq sur R.
Alors :

pEq : p1` exqy2 ` y1 ´ exy “ 0

ôp1` exqpy2 ` y1q ´ expy1 ` yq “ 0

ôp1` exq
looomooon

‰0

z1 ´ exz “ 0

ô pE2q : z1 `
ex

1` ex
z “ 0

z est donc solution de pE2q qui est du premier ordre.

2. x ÞÑ ´ ex

1`ex a pour primitive sur R x ÞÑ ´ lnp|1` ex|q “ ´ lnp1` exq

Donc SH2 “ tx ÞÑ λelnp1`exq “ λp1` exq | λ P Ru
De plus, z solution de pE2q ô y solution de pEq
Or z solution de pE2q ô D λ P R : @ x P R, zpxq “ λp1` exq “ ypxq ` y1pxq.
Notons pE3q : y1 ` y “ λp1` exq.
x ÞÑ x est une primitive de x ÞÑ 1 sur R donc SH3

“ tx ÞÑ µe´x | µ P Ru.
Cherchons une solution particulière de pE3q par la méthode de variation de la
constante.
On pose y0 : x ÞÑ cpxqe´x avec c une fonction dérivable sur R.

Alors : y0 solution de pE3q

ôD λ P R : @ x P R, y0pxq ` y
1
0pxq “ λp1` exq

ôD λ P R : @ x P R, c1pxqe´x `��
��cpxqe´x ´��

��cpxqe´x “ λp1` exq

ôD λ P R : @ x P R, c1pxq “ λe2x ` λex pe´x ‰ 0q

Prenons par exemple cpxq “ λ 1
2e

2x ` λex (avec λ P R).
Alors y0pxq “ λp e

2x

2 ` exqe´x “ λp e
x

2 ` 1q
Ainsi :

SE “ tx ÞÑ λp
ex

2
` 1q ` µe´x | pλ, µq P R2u
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Chapitre 6

Structures algébriques -
Ensembles

6.1
?
2 est irrationnel

Par l’absurde : supposons
?

2 P Q

Alors D !pp, qq P ZˆN˚ :

#?
2 “ p

q

p^ q “ 1

Donc 2 “ p2

q2

Donc p2 “ 2q2

Donc p2 est pair
Donc p est pair (en effet : par la contraposée : si p impair, notons p “ 2k ` 1
donc p2 “ 4k2 ` 2k ` 1 “ 2p2k2 ` kq ` 1 donc p2 impair)
Donc D k P Z : p “ 2k
Donc p2 “ 4k2 “ 2q2

Donc q2 “ 2k2

Donc q est pair
Donc p et q sont pairs, ce qui contredit p^ q “ 1

6.2 Inclusion, intersection, union

Soient E un ensemble, et pA,B,Cq P PpEq3.

Montrons que B Ă C ô

#

pAXBq Ă pAX Cq

pAYBq Ă pAY Cq

ùñ Supposons B Ă C.
— Soit x P pAXBq.

Alors x P A et x P B.
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Or, x P B ùñ x P C, car B Ă C.
Donc x P pAX Cq.

— Soit x P pAYBq.
Alors x P A ou x P B.
Or, x P B ùñ x P C, car B Ă C.
Donc x P pAY Cq.

Ainsi,

#

pAXBq Ă pAX Cq

pAYBq Ă pAY Cq

ðù Supposons

#

pAXBq Ă pAX Cq

pAYBq Ă pAY Cq

Soit x P B.
— 1er cas : si x P A.

Alors x P pAXBq.
Donc x P pAX Cq.
D’où x P C.

— 2nd cas : si x R A.
On a x P pAYBq, car x P B.
Donc x P pAY Cq.
D’où x P C, puisque x R A.

Ainsi, B Ă C.

6.3 Démonstration qu’une certaine application est
une loi de composition interne

On pose @ px, yq P R2, x‹y “ x`y´xˆy. Montrer que ‹ est une loi de compo-
sition interne, et préciser ses caractéristiques en tant que telle : commutative ?
associative ? Dotée d’un élément neutre ? d’éléments symétrisables ? Et si oui,
lesquels ?

ÝÑ Montrons que ‹ est une loi de composition interne (i.e. @ px, yq P R2,
x ‹ y P R).
Soit px, yq P R2.
On a x ‹ y “ x` y ´ xˆ y P R.
ÝÑ Montrons que ‹ est commutative (i.e. @ px, yq P R2, x ‹ y “ y ‹ x).
Soit px, yq P R2.
On a x‹y “ x`y´xˆy “ y`x´yˆx “ y ‹x, car + et ˆ sont commutatives
dans R.
ÝÑ Montrons que ‹ est associative (i.e. @ px, y, zq P R3, px ‹ yq ‹ z “ x ‹ py ‹ zq).
Soit px, y, zq P R3.
On a :

px ‹ yq ‹ z “ px` y ´ xˆ yq ‹ z
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“ px` y ´ xˆ yq ` z ´ px` y ´ xˆ yq ˆ z

“ x` y ´ xˆ y ` z ´ xˆ z ´ y ˆ z ` xˆ y ˆ z

“ x` py ` z ´ y ˆ zq ´ xˆ py ` z ´ y ˆ zq

“ x ‹ py ` z ´ y ˆ zq

“ x ‹ py ‹ zq

ÝÑ Montrons que 0 est élément neutre de ‹

˜

i.e. @ x P R,

#

x ‹ 0 “ x

0 ‹ x “ x

¸

.

Soit x P R.
On a x ‹ 0 “ x` 0´ xˆ 0 “ x, et 0 ‹ x “ x ‹ 0 “ x, car ‹ est commutative.
ÝÑ Montrons que tout élément de Rzt1u est symétrisable par ‹, et que @ x P

Rzt1u, x´1 “ x
x´1

˜

i.e. @ x P R,

#

x ‹ x
x´1 “ 0

x
x´1 ‹ x “ 0

¸

.

Soit x P Rzt1u.
On a x ‹ x

x´1 “ x ` x
x´1 ´ x ˆ x

x´1 “ 0, et x
x´1 ‹ x “ x ‹ x

x´1 “ 0, car ‹ est
commutative.
Au contraire, soit x “ 1.
Par l’absurde, supposons x symétrisable par ‹.

Alors D y P R :

#

x ‹ y “ 0

y ‹ x “ 0
.

Or, x ‹ y “ 0 ùñ 1` y ´ 1ˆ y “ 0 ùñ 1 “ 0, ce qui est absurde.
Donc 1 n’est pas symétrisable par ‹.

6.4 Images directe et réciproque d’une réunion
de deux ensembles

Soit E un ensemble.

@ pA,Bq P PpEq2,

#

fpAYBq “ fpAq Y fpBq

f´1pAYBq “ f´1pAq Y f´1pBq

Soit pA,Bq P PpEq2.

‚ Montrons que fpAYBq Ă fpAq Y fpBq.
Soit x P fpAYBq
Donc D y P AYB : fpyq “ x
1ercas : si y P A
Alors D y P A : fpyq “ x
Donc x P fpAq
2e cas : si y R A, alors y P B
Donc D y P B : fpyq “ x
Donc x P fpBq
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Ñ On a montré que x P fpAq ou x P fpBq
Donc x P fpAq Y fpBq

‚ Montrons que fpAq Y fpBq Ă fpAYBq
Soit x P fpAq Y fpBq
1ercas : si x P fpAq
Alors D y P A : fpyq “ x
Or A Ă AYB
Donc D y P AYB : fpyq “ x
Donc x P fpAYBq
2e cas : si x R fpAq, alors x P fpBq
Donc D y P B : fpyq “ x
B Ă AYB
Donc D y P AYB : fpyq “ x
Donc x P fpAYBq
Dans tous les cas x P fpAYBq

‚ Montrons que f´1pAYBq “ f´1pAq Y f´1pBq
x P f´1pAYBq
ô fpxq P AYB
ô fpxq P A ou fpxq P B
ô x P f´1pAq ou x P f´1pBq
ô x P f´1pAq Y f´1pBq

6.5 Différence symétrique de deux ensembles
Soit E un ensemble.
Pour tout pA,Bq P PpEq2, on appelle différence symétrique de A et B la partie
de E notée par A∆B définie par A∆B “ pAYBqzpAXBq.

1. Montrer que @ pA,Bq P PpEq2, A∆B “ pAzBq Y pBzAq.
2. Montrer que @ pA,B,Cq P PpEq3, A∆B “ A∆C ô B “ C.
3. Soit A P PpEq. Déterminer les parties X de E telles que A∆X “ H.

1. A∆B “ pAYBqzpAXBq

“ pAYBq X CEpAXBq

“ pAYBq X pCEpAq Y CEpBqq

“ pAX CEpAqq
looooooomooooooon

“H

YpAX CEpBqq
looooooomooooooon

“AzB

YpB X CEpAqq
looooooomooooooon

“BzA

YpB X CEpBqq
looooooomooooooon

“H

“ pAzBq Y pBzAq
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2. ð Supposons B “ C. Alors A∆B “ A∆C.
ñ Supposons A∆B “ A∆C.
Montrons que B “ C.
Ñ Montrons que B Ă C
Soit x P B.
‚ 1er cas : si x R A
Alors x P BzA.
Or x P A∆B “ A∆C
Donc x P CzA ou x P AzC, mais comme x R A, x R AzC donc x P CzA donc
x P C.
‚ 2nd cas : si x P A
Alors x R BzA et x R AzB.
Donc x R A∆B “ A∆C.
Donc x R CzA et x R AzC
Mais si x R AzC alors que x P A, c’est que x P C.
Finalement : B Ă C

Ñ Les rôles étant symétriques : C Ă B donc B “ C .

3. A∆X “ Hô pAzXq Y pXzAq “ H

ô AzX “ H et XzA “ H

ô A Ă X et X Ă A

ô X “ A

6.6 Groupe des éléments commutatifs
Soit pG, ‹q un groupe. On pose C “ tx P G | @ y P G, x ‹ y “ y ‹ xu
Montrer que pC, ‹q est un groupe.

Montrons que pC, ‹q est un sous-groupe de pG, ‹q.
— C Ă G par définition
— C ‰ H car e étant l’élément neutre de pG, ‹q, on a @ y P G, y ‹ e “ e ‹ y

donc e P C.
— @ px, yq P C2, x ‹ y´1 P C.

Lemme : @ x P C, x´1 P C.
Soit x P C.

@ y P G, x ‹ y “ y ‹ x

ùñ x´1 ‹ x ‹ y ‹ x´1 “ x´1 ‹ y ‹ x ‹ x´1

ùñ y ‹ x´1 “ x´1 ‹ y

ùñ x´1 P C

Montrons que @ z P G, px ‹ y´1q ‹ z “ z ‹ px ‹ y´1q.

px ‹ y´1q ‹ z “ x ‹ py´1 ‹ zq
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“ x ‹ pz ‹ y´1q pcar y´1 P Cq

“ px ‹ zq ‹ y´1

“ pz ‹ xq ‹ y´1 pcar x P Cq

“ z ‹ px ‹ y´1q

(pG, ‹q est un groupe donc ‹ est associative).
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Chapitre 7

Limites et continuité

7.1 Convergence d’une intégrale

Montrer que lim
xÑ`8

ż x

0

cos2ptq

1` t2
dt P R

t ÞÑ cos2ptq
1`t2 est continue sur R comme produit et composée de fonctions conti-

nues donc d’après le théorème fondamental de l’intégration, f en est l’unique
primitive sur R qui s’annule en 0.
En particulier, f est dérivable sur R avec f 1pxq “ cos2pxq

1`x2 ě 0, donc f est crois-
sante sur R.
D’autre part, pour x ě 0 :

@ t P r0, xs,
cos2ptq

1` t2
ď

1

1` t2

ùñ

ż x

0

cos2ptq

1` t2
dt ď

ż x

0

1

1` t2
dt

ùñ fpxq ď arctanpxq ď
π

2

Donc f est croissante et majorée, donc d’après le théorème de la limite mono-
tone, f converge .

7.2 Minimum d’une fonction divergente
Soit f : RÑ R une fonction continue sur R` et telle que lim

xÑ`8
fpxq “ `8.

Montrer que f admet un minimum sur R`.
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On a, d’après la définition de lim
xÑ`8

fpxq “ `8 appliquée à A “ |fp0q|`1 ą 0 :

D a ą 0 : @ x P R`, x ě a ùñ fpxq ě |fp0q| ` 1 ùñ fpxq ě fp0q

De plus, r0, as Ă R` donc f est continue sur r0, as, donc d’après le théorème
des bornes atteintes, M “ min

xPr0,as
fpxq existe.

Montrons que M “ min
xPR`

fpxq.

Montrons que @ x P R`, fpxq ěM .
1er cas : si x ě a
0 P r0, as donc fp0q ěM . Or fpxq ě fp0q donc fpxq ěM .
2nd cas : si 0 ď x ď a
Alors fpxq ěM Dans tous les cas, fpxq ěM .
Donc M “ min

xPR`
fpxq,

Donc f admet un minimum sur R` .

7.3 Températures terrestres

Soient n P N˚ et f : RÑ R continue sur r0, 1s telle que fp0q “ fp1q.
Montrer que D c P r0, 1´ 1

n s : fpc` 1
n q “ fpcq.

Indications... ∗

Interprétation : supposons que les températures à l’équateur sont continues. On
détermine un point qui sera le 0, puis on ramène la description du tour du
globe à l’intervalle r0, 1s (c’est-à-dire que, 1 correspond au tour complet – car
fp0q “ fp1q – et 1

2 correspond au point diamétralement opposé au 0).
Par exemple, pour n “ 2, cette propriété affirme qu’il existe deux points diamé-
tralement opposés à l’équateur avec la même température.

Résultat préliminaire :

n´1
ÿ

k“0

fp
k

n
`

1

n
q ´ fp

k

n
q “

n´1
ÿ

k“0

fp
k ` 1

n
q ´

n´1
ÿ

k“0

fp
k

n
q

“

�
�
�
��n´1

ÿ

k“0

fp
k

n
q ´ fp

0

n
q ` fp

n

n
q ´

�
�
�
��n´1

ÿ

k“0

fp
k

n
q

“ ´fp0q ` fp1q “ 0

∗. Considérer
n´1
ř

k“0

fp k
n
` 1
n
q ´ fp k

n
q

On pose g : x ÞÑ fpx` 1
n
q ´ fpxq

Cette somme ci-dessus vaut 0 et ne peut avoir tous ses termes strictement positifs ou stricte-
ment négatifs donc in existe a ď b dans r0, 1´ 1

n
s tels que gpaq ˆ gpbq ď 0.

188
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Résolution :
Posons g : x ÞÑ fpx` 1

n q ´ fpxq.
g est continue sur r0; 1´ 1

n s comme somme et composée de fonctions continues.

D’après le résultat préliminaire,
n´1
ř

k“0

gp kn q “ 0.

Ses termes ne sont donc ni tous strictement négatifs, ni tous strictement positifs,
donc il existe un k P rr0, n ´ 1ss tel que gp0q et gp kn q soient de signes différents,
i.e. gp0q ˆ gp kn qq ď 0.
D’après le théorème des valeurs intermédiaires, Dc P r0, kn s Ă r0; 1´ 1

n s : gpcq “ 0

ùñ D c P r0; 1´
1

n
s : fpc`

1

n
q “ fpcq
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Chapitre 8

Suites

8.1 Théorème de Césaro
Soit pznqnPN˚ une suite complexe telle que lim

nÑ`8
zn “ l P C.

On pose :

@ n P N˚,Mn “
1

n

n
ÿ

k“1

zk

Le théorème de Césaro – dont la démonstration est le but de cet exercice –
stipule que lim

nÑ`8
Mn “ l.

Soit ε ą 0.
Pour guider la preuve, le lecteur est invité à montrer que :

@ n P N˚, |Mn ´ l| ď
1

n

n
ÿ

k“1

|zk ´ l|

D n1 P N
˚ : @ n P N˚, n ě n1 ùñ |zk ´ l| ď

ε

2

@ n P N˚, n ě n1 ùñ
1

n

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l| ď
ε

2

pour terminer la preuve ensuite.

‚ Montrons que @ n P N˚, |Mn ´ l| ď
1
n

n
ř

k“1

|zk ´ l|.

@ n P N˚, Mn “
1

n

n
ÿ

k“1

zk

ùñMn ´ l “
1

n

n
ÿ

k“1

zk ´ l
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ùñ |Mn ´ l| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

n

˜

n
ÿ

k“1

zk ´ ln

¸
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ùñ |Mn ´ l| “
1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

zk ´ l
†

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p
1

n
ą 0q

ùñ |Mn ´ l| ď
1

n

n
ÿ

k“1

|zk ´ l| pinégalité tiangulaireq

‚ Montrons que D n1 P N
˚ : @ n P N˚, n ě n1 ùñ |zk ´ l| ď

ε
2

D’après la définition de zn Ñ l appliquée à ε
2 ą 0 :

D n1 P N
˚ : @ n P N˚, n ě n1 ùñ |zn ´ l| ď

ε

2
p˚q

‚ Montrons que @ n P N˚, n ě n1 ùñ
1
n

n
ř

k“n1

|zk ´ l| ď
ε
2

Soit n P N˚, supposons n ě n1.

@ k P rrn1, nss, |zk ´ l| ď
ε

2
pp˚q avec k au lieu de nq

ùñ

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l| ď
n
ÿ

k“n1

ε

2

ùñ
1

n

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l| ď
1

n

ε

2
loomoon

indep. k

n
ÿ

k“n1

1 p
1

n
ą 0q

ùñ
1

n

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l| ď
ε

2n
pn´ n1 ` 1q

ùñ
1

n

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l| ď
ε

2
´ εp

n1 ´ 1

2n
q

loooomoooon

ě0

ď
ε

2

ùñ
1

n

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l| ď
ε

2

‚ Montrons que @ ε ą 0, D n0 P N
˚ : @ n P N˚, n ě n0 ùñ |Mn ´ l| ď ε

Soit ε ą 0
Soit n P N˚ tel que n ě n1.

On a : |Mn ´ l| ď
1
n

n
ř

k“1

|zk ´ l| “
1
n

n1´1
ř

k“1

|zk ´ l| `
1
n

n
ř

k“n1

|zk ´ l|

†. ln “ l
n
ř

k“1
1 “

n
ř

k“1
l
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Or lim
nÑ`8

1
n

n1´1
ÿ

k“1

|zk ´ l|

loooooomoooooon

indep. n

“ 0

Donc d’après la définition appliquée à ε
2 ą 0 :

D n2 P N
˚ : @ n P N˚, n ě n2 ùñ |

ě0
hkkkkkkkikkkkkkkj

1

n

n1´1
ÿ

k“1

|zk ´ l| ´0|

looooooooooomooooooooooon

“ 1
n

n1´1
ř

k“1

|zk´l|

ď
ε

2

Posons n0 “ maxtn1, n2u.
Soit n ě n0. Donc :

|Mn ´ l| ď
1

n

n1´1
ÿ

k“1

|zk ´ l|

looooooomooooooon

ď ε
2 car něn0ěn1

`
1

n

n
ÿ

k“n1

|zk ´ l|

looooooomooooooon

ď ε
2 car něn0ěn2

ď
ε

2
`
ε

2
“ ε

Donc lim
nÑ`8

Mn “ l

8.2 Simplification d’une expression par un équi-
valent

Déterminer un équivalent simple de un “ arccosp
n3 ` 1

n3 ` 2
q.

#

n3 ` 1 „ n3

n3 ` 2 „ n3
p1q

ùñ
n3 ` 1

n3 ` 2
„
n3

n3
“ 1

ùñ lim
nÑ`8

n3 ` 1

n3 ` 2
“ lim
nÑ`8

1 “ 1

ùñ lim
nÑ`8

arccosp
n3 ` 1

n3 ` 2
q “ arccosp1q

ùñ lim
nÑ`8

un “ 0

ùñ cospunq ´ 1 „ ´
u2
n

2

ùñ
n3 ` 1

n3 ` 2
´ 1 „ ´

u2
n

2
p2q
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ùñ u2
n „ ´2p

n3 ` 1

n3 ` 2
´ 1q

ùñ |un| „

c

´2p
n3 ` 1´ pn3 ` 2q

n3 ` 2
q

ùñ un „

c

2

n3
p3q p4q

p1q : suites polynomiales
p2q : car n3

`1
n3`2 P r´1; 1s et @ x P r´1; 1s, cosparccospxqq “ x.

p3q : @ x P r´1; 1s, arccospxq P r0, πs donc |un| “ un.
p4q : car n3 ` 2 „ n3

8.3 Étude de suite récurrente de la forme un`1 “

fpunq

Déterminer la limite de punqninN définie par

#

u0 P r0; 2s

@ n P N, un`1 “
?

1` un

On pose f : x ÞÑ
?

1` x.
Intervalle de stabilité :

@ t P r0; 2s,0 ď t ď 2

ùñ fp0q ď fptq ď fp2q pf est croissanteq

ùñ 0 ď 1 ď fptq ď
?

3 ď 2

ùñ fptq P r0; 2s

ùñ @ n P N, un P r0; 2s

Point fixe :

fpxq “ xô
?

1` x “ x

ô x2 ´ x´ 1 “ 0

ô x “
1`

?
5

2
“ ϕ

(car on travaille sur l’intervalle r0; 2s)
f est 1

2 -lipschitzienne :
f est continue sur r0, 2s et dérivable sur s0; 2r (comme composée de telles fonc-
tions)
De plus, @ x Ps0; 2r, f 1pxq “ 1

2
?

1`x
ď 1

2 ě 0

D’après l’Inégalité des Accroissements Finis, f est 1
2 -lipschitzienne sur r0; 2s.
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Majoration :
@ n P N, un P r0; 2s, ϕ P r0; 2s, fpϕq “ ϕ et f est 1

2 -lipschitzienne donc :

@ n P N, |fpunq ´ fpϕq| ď
1

2
|un ´ ϕ| ùñ |un`1 ´ ϕ| ď

1

2
|un ´ ϕ|

On notre par récurrence évidente ∗ que @ n P N, |un ´ ϕ| ď 1
2n |u0 ´ ϕ|.

Or | 12 | ă 1 donc lim
nÑ`8

1
2n |u0 ´ ϕ|

looomooon

indep. n

“ 0

D’après le théorème des gendarmes : lim
nÑ`8

un “ ϕ

∗. |un ´ ϕ| ď 1
2
|un´1 ´ ϕ| ď

1
2

1
2
|un`2 ´ ϕ| ď

1
23
|un´3 ´ ϕ| ď ¨ ¨ ¨
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Chapitre 9

Arithmétique

9.1 Infinitude de 4P` 3

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus à 3 modulo 4.

Par l’absurde, supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombre premiers
de la forme 4k ` 3 pk P Nq.
Notons-les p1, . . . , pn et posons m “ 4pp1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pnq ´ 1.
Soit p un diviseur premier de m.
p ‰ 2 car m est impair donc p s’écrit soit 4k ` 1 soit 4k ` 3 avec k P N.
Or ce second cas n’est pas possible : en effet, si c’était le cas, p diviserait m et
m` 1 “ 4pp1 ¨ ¨ ¨ pnq donc p diviserait m` 1´m “ 1, ce qui est absurde.
Ainsi, tous les facteurs premiers de m sont congrus à 1 modulo 4.
Or l’écriture de m prouve qu’il est congru à ´1 modulo 4.
Par transitivité, ´1 ” 1 r4s, ce qui est absurde.

9.2 PGCD de deux expressions

Calculer @ n P N, Pn “ p5n ` 6nq ^ p5n`1 ` 6n`1q

En appliquant l’algorithme d’Euclide :
#

5n`1 ` 6n`1 “ 5p5n ` 6nq ` 5n

0 ď 6n ă 5n ` 6n

#

5n ` 6n “ 1 ¨ 6n ` 5n

0 ď 5n ă 6n
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Donc Pn “ p5n ` 6nq ^ p5n`1 ` 6n`1q “ 5n ^ 6n

Or 5^ 6 “ 1 donc @ n P N, 5n ^ 6n “ 1.
Donc Pn “ 1
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Chapitre 10

Développements limités

10.1 Développement limité de la bijection réci-
proque

On définit @ x P s ´ π
2 ,

π
2 r , fpxq “ 2 tanpxq ´ x.

On admet les trois points suivants :
— f admet le DL3p0q : fpxq “ x` 2

3x
3 ` opx3q (cf. méthode 9.2)

— f induit une bijection de s ´ π
2 ,

π
2 r sur R.

— @ x P s ´ π
2 ,

π
2 r, f

1pxq “ 2 tan2pxq ´ 1 ą 0
(Le lecteur peut à loisir démontrer ces trois points.)
Démontrer que f´1 possède un DL3p0q et le calculer.

f est de classe C3 sur s ´ π
2 ,

π
2 r comme somme de fonctions de classe C3, et

@ x Ps ´ π
2 ,

π
2 r, f

1pxq ‰ 0, donc f´1 est de classe C3 sur s ´ π
2 ,

π
2 r.

D’après le théorème de Taylor-Young, f´1 possède un DL3p0q.
Notons-le f´1pxq “ u0 ` u1x` u2x

2 ` u3x
3 ` opx3q.

Comme lim
xÑ0

fpxq “ 0, on peut écrire :

f´1pfpxqq “ u0 ` u1fpxq ` u2fpxq
2 ` u3fpxq

3 ` opfpxq3q
looomooon

“opx3q

Or

#

fpxq2 “ x2 ` opx3q

fpxq3 “ x3 ` opx3q

Donc f´1pfpxqq “ u0`u1px`
2
3x

3`opx3qq`u2px
2`opx3qq`u3px

3`opx3qq`opx3q

D’autre part : f´1pfpxqq “ x “ x` opx3q

Donc, par unicité du développement limité : u0 “ 0, u1 “ 1, u2 “ 0, 2
3u1`u3 “

0 ñ u3 “ ´
2
3

Finalement : f´1pxq “ x´
2

3
x3 ` opx3q
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10.2 Équivalent simple d’une expression
Soient a et b deux réels non nuls distincts.
Déterminer un équivalent simple au voisinage de 0 de l’expression p1` axq

1
a ´

p1` bxq
1
b .

lim
xÑ0

ax “ 0 donc p1 ` axq
1
a “ 1 ` 1

a paxq `
1
a p

1
a ´ 1q paxq

2

2 ` oppaxq2q “ 1 ` x `

1´a
2 x2 ` opx2q

De même p1` bxq
1
b “ 1` x` 1´b

2 x2 ` opx2q

Donc p1` axq
1
a ´ p1` bxq

1
b “ b´a

2 x2 ` opx2q.
Or b´a

2 ‰ 0 car a ‰ b, donc :

p1` axq
1
a ´ p1` bxq

1
b „

0

b´ a

2
x2

10.3 "Taux d’accroissement" pour la dérivée se-
conde

Soit f de classe C2 sur un intervalle I contenant a.
Montrer que :

lim
hÑ0

fpa` hq ` fpa´ hq ´ 2fpaq

h2
“ f2paq

f est de classe C2 sur un intervalle I et a P I donc d’après la formule de Taylor-
Young f admet au voisinage de a le développement limité à l’ordre 2 :

fpxq “ fpaq ` f 1paqpx´ aq `
f2paq

2
px´ aq2 ` oppx´ aq2q

Donc :

#

fpa` hq “ fpaq ` f 1paqh` f2paq
2 h2 ` oph2q

fpa´ hq “ fpaq ´ f 1paqh` f2paq
2 h2 ` oph2q

Par addition :

fpa` hq ` fpa´ hq “ 2fpaq ` f2paqh2 ` oph2q

ùñ
fpa` hq ` fpa´ hq ´ 2fpaq

h2
“ f2paq `

oph2q

h2
loomoon

“op1q

ùñ lim
hÑ0

fpa` hq ` fpa´ hq ´ 2fpaq

h2
“ lim
hÑ0

f2paq ` op1q “ f2paq
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Chapitre 11

Polynômes et Fractions
rationnelles

11.1 Coefficient d’une partie polaire d’un pôle
simple dans le cas particulier P

Q1

Décomposons en éléments simples F “
1

Xn ´ 1
F est sous forme irréductible, degpF q “ ´n ă 0 ùñ tF u “ 0

Les racines de Xn´ 1 sont les racine n-ièmes de 1, i.e. eik
2π
n pour k P rr0, n´ 1ss

qui sont simples.

La décomposition en éléments simples de F est alors
n´1
ř

k“0

αk

X´eik
2π
n

et αk “
P peik

2π
n q

Q1peik
2π
n q

avec P “ 1 et Q “ Xn ´ 1 ñ Q1 “ nXn´1

ùñ αk “
1

npeik
2π
n qn´1

“ eik
2π
n

npeik
2π
n qn

“ eik
2π
n

n

Finalement
n
ÿ

k“0

1
ne

ik 2π
n

X ´ eik
2π
n

11.2 Division euclidienne dépendant de n
Soient n ě 2, A “ Xn ´X ` 1 et B “ X2 ´ 3X ` 2.
Calculer le reste de la division euclidienne de A par B.

Notons Q et R les quotient en reste de la division euclidienne de A par B.

Alors :

#

A “ BQ`R p˚q

degpRq ă degpBq “ 2

199



PARTIE II. EXERCICES-TYPE MPSI

Notons donc R “ aX ` b aveca et b deux réels.
En substituant 1 à X dans p˚q, on trouve : Ap1q “��

�Bp1qQp1q`Rp1q ô 1 “ a`b
De même, en substituant 2 à X dans p˚q, on trouve : 2n ´ 1 “ 2a` b

Donc

#

a “ 2n ´ 2

b “ 3´ 2n
, donc R “ p2n ´ 2qX ` p3´ 2nq

11.3 Utilisation des relations coefficients-racines
Soit P “ X3 ` 2X2 ´X ` 3. On note α1, α2 et α3 ses racines.

Sans déterminer α1, α2 ni α3, calculer

#

α2
1 ` α

2
2 ` α

2
3

1
α1
` 1

α2
` 1

α3

D’après les relations coefficients-racines :
$

’

&

’

%

σ1 “ p´1q1 a3´1

a3
ùñ α1 ` α2 ` α3 “ ´2 p1q

σ2 “ p´1q2 a3´2

a3
ùñ α1α2 ` α1α3 ` α1α3 “ ´1 p2q

σ3 “ p´1q3 a3´3

a3
ùñ α1α2α3 “ ´3 p3q

Alors 1
α1
` 1

α2
` 1

α3
“ α1α2`α1α3`α1α3

α1α2α3
“ ´1
´3 “

1

3
d’après p2q et p3q.

Et α2
1`α

2
2`α

2
3 “ pα1`α2`α3q

2´2pα1α2`α1α3`α1α3q “ p´2q2´2ˆp´1q “ 6
d’après p1q et p3q.

11.4 Propriété de racines simples
Soit P P CrXs dont toutes les racines x1, . . . , xn sont simples non nulles.

Montrer que
n
ÿ

k“1

1

xkP 1pxkq
“ ´

1

P p0q

Soit k P rr1, nss.
Posons F “ 1

P P CpXq.
Puisque tous les pôles sont simples et xk P C, on peut décomposer F en éléments

simples sous la forme F “
n
ř

k“1

αk
X´xk

où αk “ 1
P 1pxkq

(cf. démo 12.11).

Donc F “
n
ř

k“1

1
P 1pxkqpX´xkq

“ 1
P

En substituant 0 à X dans F , on trouve : F p0q “ 1
P p0q “

n
ř

k“1

1
´xkP 1pxkq

(P p0q ‰ 0 car xk ‰ 0 donc 0 n’est pas racine de P .)

Donc
n
ÿ

k“1

1

xkP 1pxkq
“ ´

1

P p0q
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Chapitre 12

Espaces vectoriels

12.1 Égalité de deux sous-espaces vectoriels en-
gendrés

Soit E un K-espace vectoriel et x, y des vecteurs de E.

vectpx, yq “ vectpx` y, x´ yq

Ñ vectpx, yq Ă vectpx` y, x´ yq
vectpx` y, x´ yq est une sous-espace vectoriel de E et
x P vectpx` y, x´ yq car x “ 1

2 px` yq `
1
2 px´ yq

y P vectpx` y, x´ yq car y “ 1
2 px` yq ´

1
2 px´ yq

Or vectpx, yq est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant x et y.
Donc vectpx, yq Ă vectpx` y, x´ yq

Ñ vectpx` y, x´ yq Ă vectpx, yq
vectpx, yq est une sous-espace vectoriel de E et
x` y P vectpx, yq
x´ y P vectpx, yq
Or vectpx` y, x´ yq est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant x` y
et x´ y.
Donc vectpx` y, x´ yq Ă vectpx, yq

12.2 Noyau, image et composée nulle d’applica-
tions linéaires

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels, f P FpE,F q et g P FpF,Gq.

g ˝ f “ 0FpE,Gq ô Impfq Ă Kerpgq

201



PARTIE II. EXERCICES-TYPE MPSI

ñ Supposons g ˝ f “ 0FpE,Gq
Soit x P Impfq
Donc D x1 P E : fpx1q “ x
Donc gpfpx1qq “ gpxq
Or gpfpx1qq “ pg ˝ fqpx1q “ p0FpE,Gqqpx1q “ 0G
Donc gpxq “ 0G

Donc x P Kerpgq

ð Supposons Impfq Ă Kerpgq
Soit x P E
Donc fpxq P fpEq “ Impfq Ă Kerpgq
Donc gpfpxqq “ pg ˝ fqpxq “ 0G
Donc @ x P E, pg ˝ fqpxq “ 0G

Donc pg ˝ fq “ 0FpE,Gq

12.3 Exemple d’endomorphisme surjectif non in-
jectif et inversement

Surjectif non injectif

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : KrXs Ñ KrXs
P ÞÑ P 1

Ñ ϕ est un endomorphisme de KrXs
Ñ ϕ : KrXs Ñ KrXs
Ñ ϕ est linéaire car @ pP,Qq P KrXs2,@ pλ, µq P K2, ϕpλP ` µQq “
pλP ` µQq1 “ λP 1 ` µQ1 “ λϕpP q ` µϕpQq

Ñ ϕ n’est pas injective puisque Kerpϕq ‰ t0KrXsu puisque 1 P Kerpϕq
Ñ ϕ est surjective car Impϕq “ KrXs
Ă : car c’est un sous-espace vectoriel
Ą : Soit P P KrXs

Notons le P “
`8
ř

k“0

akX
k

Donc P 1 “ p
`8
ř

k“0

ak
k`1X

k`1q1 “ ϕp
`8
ř

k“0

ak
k`1X

k`1q

Donc P P Impϕq

Injectif non surjectif

Posons
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ : KrXs Ñ KrXs
P ÞÑ XP

Ñ ϕ est un endomorphisme de KrXs
Ñ ϕ : KrXs Ñ KrXs
Ñ ϕ est linéaire car @ pP,Qq P KrXs2,@ pλ, µq P K2, ϕpλP ` µQq “

XpλP ` µQq “ λXP ` µXQ “ λϕpP q ` µϕpQq
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Ñ ϕ n’est pas surjective puisque Impϕq ‰ KrXs puisque 1 R Impϕq
Par l’absurde : 1 P Impϕq ùñ D P P KrXs : 1 “ XP
ùñ degp1q

loomoon

“0

“ degpXq
loomoon

“1

` degpP q
loomoon

PNYt´8u

, ce qui est absurde.

Ñ ϕ est injective car Kerpϕq “ t0KrXsu
Ą : car Kerpϕq un sous-espace vectoriel de E
Ă : Soit P P KrXs

Donc ϕpP q “ XP “ 0KrXs
Donc P “ 0KrXs (car X ‰ 0KrXsq
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Chapitre 13

Espaces préhilbertiens réels

13.1 La trace forme un produit scalaire sur les
matrices

Montrons que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

S : MnpRq
2 Ñ R

pA,Bq ÞÑ trptA ¨Bq
définit un produit scalaire

surMnpRq.

Forme : par définition

Symétrie : @ pA,Bq PMnpRq
2, SpA,Bq “ trptA ¨Bq

“ trptptA ¨Bqq “ trptpBq ¨ tptpAqqq “ trptB ¨Aq “ SpB,Aq

Linéarité à gauche : @ pA,B,Cq PMnpRq
3,@ pλ, µq P R2,

SpλA` µB,Cq “ trptpλA` µBq ¨ Cq “ trpλtAC ` µtBCq

“ λtrptA ¨ Cq ` µtrptB ¨ Cq “ λSpA,Cq ` µSpB,Cq

(par linéarité de la transposition et de la trace).

Linéarité à droite : par symétrie et linéarité à gauche

Positivité : Soit A PMnpRq.

Notons A “ pai,jq1ďi,jďn et tA ¨A “ pbi,jq1ďi,jďn où bi,j “
n
ř

k“1

ai,kak,j .

Alors SpA,Aq “ trptA ¨Aq “
n
ř

i“1

n
ř

k“1

ak,iak,i
loomoon

PR

ě 0

Définition : @A PMnpRq, SpA,Aq “ 0 ùñ
n
ř

i“1

n
ÿ

k“1

a2
k,i

loomoon

PRñě0

“ 0

ùñ @ i P rr1, nss,
n
ř

k“1

a2
k,i

loomoon

PRñě0

“ 0 ùñ @ i P rr1, nss,@ k P rr1, nss, a2
k,i “ 0

ùñ @ i P rr1, nss,@ j P rr1, nss, ai,j “ 0 ùñ A “ 0MnpRq
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13.2 Calcul de l’image d’une rotation
Dans l’espace euclidien R2 usuel, x “ p1, 2q et ϕ est la rotation d’angle π

3 .
Calculer ϕpxq.

En notant B la base canonique de R2 :

CompBpϕpxqq “MatBpϕqCompBpxq “ Rp
π

3
q

ˆ

1
2

˙

“

˜

1
2 ´

?
3

2?
3

2
1
2

¸

ˆ

1
2

˙

“

ˆ 1
2 ´

?
3

?
3

2 ` 1

˙

Donc ϕpxq “ p
1

2
´
?

3,

?
3

2
` 1q

Remarque : l’outil complexe permet également d’effectuer ce calcul :
Notons z “ 1` 2i l’affixe de x et z1 l’affixe de ϕpxq.

z1 “ ei
π
3 z “ p

1

2
´
?

3q ` ip

?
3

2
` 1q

Donc ϕpxq “ p
1

2
´
?

3,

?
3

2
` 1q

13.3 Caractérisation d’une rotation par sa ma-
trice

Soient A “ 1?
5

ˆ

1 ´2
2 1

˙

et f son application linéaire canoniquement associée.

Reconnaître f .

tM ¨M “ I2 et detpMq “ 1 ùñ M P SO2pRq.
La base canonique Bc de R2 est orthonormale directe donc :

D !θ P s ´ π, πs : M “ Rpθq “

ˆ

cospθq ´ sinpθq
sinpθq cospθq

˙

OrM “MatBcpfq, et Bc est une base orthonormale deR2 doncM P O2pRq ùñ

f P OpR2q.
De plus, detpfq “ detpMq “ 1, donc f P SOpR2q.
Donc f est une rotation d’angle θ.

Par ailleurs,

#

cospθq “ 1?
5

sinpθq “ 2?
5

ùñ θ “ arctanp2q
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13.4 Caractérisation d’une réflexion par sa ma-
trice

Soient A “ 1?
5

ˆ

´1 2
2 1

˙

et f son application linéaire canoniquement associée.

Reconnaître f .

tA ¨A “ I2 et detpAq “ ´1 ùñ f P OpR2qzSOpR2q

Donc f est une réflexion de R2.
Déterminons son axe ∆.
On sait que ∆ “ Kerpf ´ idR3q “ tx P R3 | fpxq “ xu

fpxq “ xô
1
?

5

ˆ

´1 2
2 1

˙ˆ

x1

x2

˙

“

ˆ

x1

x2

˙

ô

#

´x1 ` 2x2 “
?

5x1

2x1 ` x2 “
?

5x2

ô

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

x1 “
1`

?
5

2
looomooon

“ϕ

x2

p1´
?

5`
4

1`
?

5
q

looooooooooomooooooooooon

“0

x2 “ 0

ô x1 “ ϕx2

Donc ∆ “ vectpp1, ϕqq

13.5 Représentation des isométries vectorielles

Soit E un espace euclidien et f P LpEq.
Montrer que :

r@px, yq P E2, px|yq “ 0 ùñ pfpxq|fpyqq “ 0s ô Dλ P R` : Dϕ P OpEq : f “ λϕ

ð Supposons D λ P R` : D ϕ P OpEq : f “ λϕ.
Montrons que @ px, yq P E2, px|yq “ 0 ùñ pfpxq|fpyqq “ 0.
Soit px, yq P E2.

px|yq “ 0 ùñ pϕpxq|ϕpyqq “ 0 pcar ϕ P OpEqq

ùñ λ2pϕpxq|ϕpyqq “ 0

ùñ pλϕpxq|λϕpyqq “ 0
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ùñ pfpxq|fpyqq “ 0

ñ Supposons @ px, yq P E2, px|yq “ 0 ùñ pfpxq|fpyqq “ 0 p˚q.
Montrons que D λ P R` : D ϕ P OpEq : f “ λϕ.
1er cas : si f “ 0LE , posons λ “ 0 P R` et ϕ “ idE P OpEq. Alors f “ λϕ.
2nd cas : si f ‰ 0LE , alors D α P E : fpαq ‰ 0E .
Comme f est linéaire, fp0Eq “ 0E donc α ‰ 0E .
Posons u “ α

||α|| qui est unitaire.

Posons ϕ “ 1
λf avec λ “ ||fpuq|| ą 0 car ||fpuq|| “

1

||α||
loomoon

ą0

||

‰0E
hkkikkj

fpαq ||
loooomoooon

ą0

.

‚ Montrons que @ px, yq P E2, ||x|| “ ||y|| ùñ ||fpxq|| “ ||fpyq|| p˚˚q :

||x|| “ ||y|| ùñ
a

px|xq “
a

py|yq

ùñ px|xq “ py|yq

ùñ px|xq ´ py|yq ` px|yq ´ py|xq “ 0

ùñ px` y|x´ yq “ 0

ùñ pfpx` yq|fpx´ yqq “ 0 pd1après p˚qq

ùñ pfpxq|fpxqq ´���
���pfpxq|fpyqq `���

���pfpyq|fpxqq ´ pfpyq|fpyqq “ 0

ùñ pfpxq|fpxqq “ pfpyq|fpyqq

ùñ ||fpxq|| “ ||fpyq||

‚ Montrons que ϕ P OpEq, i.e. @ x P E, ||ϕpxq|| “ ||x|| :
D’après p˚˚q : ||x|| “ || ||x|| ¨ u|| ùñ ||fpxq|| “ ||fp||x|| ¨ uq|| ùñ ||fpxq|| “
||x|| ¨ ||fpuq|| “ λ||x|| (car f P LpEq et ||x|| ě 0)

Donc ||ϕpxq|| “
1

λ
loomoon

ě0

||fpxq|| “ ||x||

On a bien λ P R` et ϕ P OpEq tels que f “ λϕ
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Chapitre 14

Séries

14.1 Équivalent de la somme harmonique

On note @ n P N, Hn “
n
ř

k“1

1
k la somme harmonique.

Hn „ lnpnq

‚ @ k P N˚,

@ t P rk; k ` 1s,k ď t ď k ` 1

ùñ
1

k ` 1
ď

1

t
ď

1

k
pcar t ÞÑ

1

t
est décroissante surR`˚q

ùñ

ż k`1

k

1

k ` 1
loomoon

indep. t

dt ď

ż k`1

k

1

t
dt ď

ż k`1

k

1

k
loomoon

indep. t

dt pcar k ` 1 ě kq

ùñ
1

k ` 1

ż k`1

k

dt ď

ż k`1

k

1

t
dt ď

1

k

ż k`1

k

dt

‚ Soit n P N˚.
En sommant la première inégalité pour k P rr1;n´ 1ss :

n´1
ÿ

k“1

1

k ` 1
loooomoooon

l“k`1

ď

n´1
ÿ

k“1

ż k`1

k

1

t
dt

ùñ

n
ÿ

k“2

1

k
ď

ż n

1

1

t
dt pRelation de Chaslesq

ùñ Hn ´ 1 ď lnpnq ´ lnp1q
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ùñ Hn ď lnpnq ` 1

En sommant la seconde inégalité pour k P rr1;nss :

n
ÿ

k“1

ż k`1

k

1

t
dt

n
ÿ

k“1

1

k
ùñ

ż n`1

1

1

t
dt ď Hn pRelation de Chaslesq

ùñ lnpnq ď lnpn` 1q ď Hn

ùñ lnpnq ď Hn

‚ On a @ n P N˚ lnpnq ď Hn ď lnpnq ` 1
Donc @ n ě 2, 1 ď Hn

lnpnq ď 1` 1
lnpnq (car lnpnq ě 0)

Or lim
nÑ`8

1 “ lim
nÑ`8

1` 1
lnpnq “ 1

Donc d’après le théorème des gendarmes : lim
nÑ`8

Hn
lnpnq “ 1

Donc Hn „ lnpnq

14.2 Utilisation du critère de négligeabilité

Montrons que
ř

ně1

lnpnq
n2 converge.

lnpnq
n2 “ op 1

n
?
n
q car

lnpnq
n2

1
n
?
n

“
lnpnq
?
n
Ñ 0 (car lnpnq “ op

?
nq)

Les séries
ř

ně1

lnpnq
n2 et

ř

ně1

1
n
?
n
sont à terme général positif,

et
ř

ně1

1
n
?
n
converge (série de Riemann, α “ 3

2 ą 1)

Donc d’après le critère de négligeabilité,
ř

ně1

lnpnq
n2 converge .

Montrons que
ř

ně1

1?
n lnpnq

diverge.

1
n “ op 1?

n lnpnq
q car

1
n
1?

n lnpnq

“
lnpnq
?
n
Ñ 0 (car lnpnq “ op

?
nq)

Les séries
ř

ně1

1
n et

ř

ně1

1?
n lnpnq

sont à terme général positif,

et
ř

ně1

1
n diverge (série de Riemann, α “ 1 ď 1)

Donc d’après le critère de négligeabilité,
ř

ně1

1?
n lnpnq

diverge .
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14.3 Exponentielle et somme d’une série

@ y P R,
`8
ÿ

k“0

yk

k!
“ ey

Soit y P R

Posons f : x ÞÑ ex, I “

#

r0; ys si y ě 0

ry; 0s sinon
un intervalle qui contient 0.

Soit n P N
f est de classe Cn`1 sur I et @ x P I, |f pn`1qpxq| “ |ex| “ ex ď K

où K “

#

1 si y ď 0

ey sinon
, qui est indépendant de x.

D’après l’inégalité de Taylor-Lagrange à l’ordre n en 0 :

@ x P I, |fpxq ´
n
ř

k“0

fpkqp0q
k! px´ 0qk ď K|x´0|n`1

pn`1q!

ùñ @ x P I, |ex ´
n
ř

k“0

xk

k! | ď
K|x|n`1

pn`1q!

Pour x “ y P I : @ x P I, |ey ´
n
ř

k“0

yk

k! | ď
K|y|n`1

pn`1q!

Or lim
nÑ`8

K|y|n`1

pn`1q! “ 0 (car K est indépendant de n et |y|n`1 “ oppn` 1q!q)
Donc d’après le théorème des gendarmes :

lim
nÑ`8

n
ÿ

k“0

yk

k!
“ ey

210



Chapitre 15

Matrices

15.1 Diagonalisation d’une matrice

Soit A “
ˆ

0 2
´1 3

˙

, notons f son application linéaire canoniquement associée.

Montrer qu’il existe une base B de R2 à déterminer telle que MatBpfq “
ˆ

1 0
0 2

˙

.

Pour avoirMatBpfq “

ˆ

1 0
0 2

˙

, il faut que

#

fpe1q “ e1 ô e1 P Kerpf ´ idR2q

fpe2q “ 2e2 ô e2 P Kerpf ´ 2idR2q

‚ Kerpf ´ idR2q “ tpx, yq P R2 | fppx, yqq “ px, yqu

fppx, yqq “ px, yq ô CompBcpfppx, yqqq “ CompBcppx, yqq

ôMatBcpfq ¨ CompBcppx, yqq “ CompBcppx, yqq

ô A

ˆ

x
y

˙

“

ˆ

x
y

˙

ô

#

2y “ x

´x` 3y “ y

ô x “ 2y

Donc Kerpf ´ idR2q “ typ2; 1q | y P Ru “ vectp p2; 1q
loomoon

“e1

q

‚ Par la même étude : Kerpf ´ 2idR2q “ typ1; 1q | y P Ru “ vectp p1; 1q
loomoon

“e2

q.

‚ On pose B “ pe1, e2q qui est une base de R2 (libre car non colinéaires, cardinal
égale la dimension).

Ainsi, B est une base de R2 dans laquelle MatBpfq “

ˆ

1 0
0 2

˙

.
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15.2 Calcul des puissances n-ièmes d’une matrice

Soit A “

¨

˝

2 ´2 ´3
´1 3 3
2 ´4 ´5

˛

‚.

1. Vérifier que A2 est combinaison linéaire de A et I3.
2. Calculer An pour n P N par la méthode du reste de la division euclidienne

(cf. méthode 12.2 avant-dernier point).

1. On a A2 “ ´A` 2I3. ∗

2. Notons Q et R les quotient et reste de la division euclidienne de Xn par
P “ X2 `X ´ 2 (de racines évidentes 1 et ´2). †
On a donc Xn “ QP `R p˚q avec degpRq ă degpP q “ 2.
Notons donc R “ aX ` b où a et b sont deux réels.
En substituant 1 à X dans p˚q, on trouve 1 “ a` b
En substituant ´2 à X dans p˚q, on trouve p´2qn “ ´2a` b

En soustrayant ces égalités : 3a “ 1 ´ p´2qn, soit a “ 1´p´2qn

3 , et donc b “
2`p´2qn

3 .
Or, d’après la question 1, P pAq “ 0, donc en substituant A à X dans p˚q, on
trouve alors que An “ QpAqP pAq `RpAq “ RpAq, donc :

An “
1

3
pA` I3q “

1

3

¨

˝

4´ p´2qn ´2` 2p´2qn ´3` 3p´2qn

´1` p´2qn 5´ 2p´2qn 3´ 3p´2qn

2´ 2p´2qn ´4` 4p´2qn ´3` 6p´2qn

˛

‚

15.3 Inversibilité des matrices à diagonale domi-
nante

Soit A “ pai,jq1ďi,jďn PMnpCq telle que @ i P rr1, nss, |ai,i| ą
n
ř

j“1
j‰i

|ai,j |

(On dit que A est à diagonale dominante).
Montrer que A est inversible.

Par l’absurde, supposons A non inversible.

Alors DX PMn,1pKqzt0Mn,1pKqu : AX “ 0Mn,1pKq ; notons X “

¨

˚

˝

x1

...
xn

˛

‹

‚

.

∗. Le calcul de A2 doit apparaître dans la résolution, mais l’enjeu de l’exercice n’étant pas
ce calcul-ci, il est laissé en vérification au lecteur.
†. Ce polynôme est un polynôme annulateur de A : on a trouvé son expression grâce à la

relation de la question 1.
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On a : D i0 P rr1, nss : |xi0 | “ max
iPrr1,nss

|xi|

(ce maximum existe car il porte sur un nombre fini de valeurs).
Avec la ligne i0 du produit AX, on a donc la relation :

n
ÿ

k“1

ai0,kxk “ 0 ùñ

n
ÿ

k“1
k‰i0

ai0,kxk “ ´ai0,i0xi0

ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1
k‰i0

ai0,kxk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ | ´ ai0,i0xi0 |

ùñ |ai0,i0xi0 | ď
n
ÿ

k“1
k‰i0

|ai0,kxk| p1q

(d’après l’inégalité triangulaire)
Or @ k P rr1, nsszti0u, |xk| ď |xi0 | ùñ |ai0,i0 ||xk| ď |ai0,i0 ||xi0 |

Donc
n
ř

k“1
k‰i0

|ai0,kxk| ď
n
ÿ

k“1
k‰i0

|ai0,k| |xi0 |
loomoon

indep. k
looooooooomooooooooon

“|xi0 |
n
ř

k“1
k‰i0

|ai0,k|

p2q

Or
n
ř

k“1
k‰i0

|ai0,k| ă |ai0,i0 | p3q ∗

De plus |xi0 | ą 0 (en effet, si xi0 “ 0 alors @ k P rr1, nss, xk “ 0 ùñ X “

0Mn,1pKq : exclu).

Alors |xi0 |
n
ř

k“1
k‰i0

|ai0,k| ă |xi0 ||ai0,i0 | d’après p3q.

Et par transitivité d’après p2q et p1q : |ai0,i0 ||xi0 | ă |ai0,i0 ||xi0 |, ce qui est absurde.

15.4 Décomposition d’une matrice en somme de
matrices de rang 1

Soit A PMn,ppKq de rang rgpAq “ r.
Montrer qu’il existe r matrices M1, . . . ,Mr dans Mn,ppKq toutes de rang égal
à 1 telles que :

A “
r
ÿ

k“1

Mk

A PMn,ppKq est de rang r donc elle est équivalente à Jn,p,r.
Donc D pP,Qq P GLnpKq ˆGLppKq : A “ P´1Jn,p,rQ.

∗. Car A est à diagonale dominante, propriété appliquée à i “ i0
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Or Jn,p,r “
r
ř

i“1

Ei,i avec Ei,i PMn,ppKq de rang 1. ∗

Donc A “
r
ř

i“1

P´1Ei,iQ
loooomoooon

“Mi

.

Or, ainsi définies, chaque Mi est équivalent à Ei,i de rang 1, donc Mi est de
rang 1.
Ainsi, A s’écrit comme la somme de r matrices de rang 1.

∗. On note Ei,j la matrice avec un 1 en ligne i colonne j et des 0 partout ailleurs – ce sont
les matrices de la base canonique de l’espace vectoriel des matrices.
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Chapitre 16

Déterminants

16.1 Calcul d’un déterminant par une relation de
récurrence

Calculer @ n P N˚, Dn “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 p0q
2 5 3
0 2 5 3

2
. . . . . .
. . . . . . 3

p0q 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

En développant par rapport à Cn :

Dn “ 5ˆ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 p0q
2 5 3
0 2 5 3

2
. . . . . .
. . . . . . 3

p0q 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n´1

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

“Dn´1

´3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 p0q
2 5 3
0 2 5 3

2
. . . . . .
. . . 5 3

p0q 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n´1

En développant par rapport à Ln :

Dn “ 5Dn´1 ´ 3ˆ 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 0 p0q
2 5 3
0 2 5 3

2
. . . . . .
. . . . . . 3

p0q 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n´2

looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

“Dn´2
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On a alors :

$

’

&

’

%

D1 “ 5

D2 “ 19

@ n ě 3, Dn ´ 5Dn´1 ` 6Dn´2 “ 0

On montre que @ n P N˚, Dn “ 3n`1 ´ 2n`1 (cf. démo 8.5)

16.2 Matrices à coefficients entiers

On noteMnpZq l’ensemble des matrices de taille pn, nq à coefficients entiers.

1. Soit A PMnpZq. Montrer que detpAq P Z.

2. Soit A PMnpZq inversible.
Montrer que A´1 PMnpZq ô detpAq “ ˘1.

1. detpAq “
ř

σPSn
εpσq
loomoon

PZ

n
ś

k“0

aσpkq,k
loomoon

PZ

P Z .

2. ñ Supposons que A´1 PMnpZq, montrons que detpAq “ ˘1.
detpA´1q “ 1

detpAq .
Or d’après la première question, detpAq,detpA´1q P Z.
Donc detpAq “ ˘1

ð Supposons detpAq “ ˘1, montrons que A´1 PMnpZq.
On a A´1 “ 1

detpAq
tCompAq “ ˘tCompAq

Notons tCompAq “ pbi,jq1ďi,jďn avec bi,j “ p´1qi`j∆i,j P Z car, d’après la
première question, A PMnpZq ùñ ∆i,j P Z.

Donc A´1 PMnpZq

16.3 Matrice de ˘ 1

Soit A une matrice carrée d’ordre n P N˚ dont tous les coefficients valent ˘1.
Montrer que detpAq est un entier divisible par 2n´1.

detpAq “

∣∣∣∣∣∣∣
˘1 ¨ ¨ ¨ ˘1
...

. . .
...

˘1 ¨ ¨ ¨ ˘1

∣∣∣∣∣∣∣
n

“

∣∣∣∣∣∣∣
˘1 b1,2 ¨ ¨ ¨ b1,n
...

...
. . .

...
˘1 bn,2 ¨ ¨ ¨ bn,n

∣∣∣∣∣∣∣
n

en effectuant Cn Ð Cn ` Cn´1 puis Cn´1 Ð Cn´1 ` Cn´2 puis ... puis C2 Ð

C2 ` C1.
On a alors @ pi, jq P rr2, nss2, bi,j P t´2; 0; 2u.
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Donc detpAq “ 2n´1

∣∣∣∣∣∣∣
˘1 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,n

...
...

. . .
...

˘1 an,2 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣
n

loooooooooooooomoooooooooooooon

PZ

par linéarité par rapport aux co-

lonnes C2 à Cn, avec @ pi, jq P rr2, nss2, ai,j P t´1; 0; 1u.

Donc 2n´1 | detpAq
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Chapitre 17

Dénombrement

17.1 Listes d’entiers naturels dont la somme vaut
n

On note En l’ensemble des listes d’entiers naturels dont la somme vaut n et
un “ cardpEnq.
Déterminer un pour tout n P N.

Méthode 1 : par partition
Posons @ k P rr1, nss, Ak “ tpe1, . . . , epq P En | ep “ ku.

La famille pA1, . . . , Anq forme une partition de En, donc cardpEnq “
n
ř

k“1

cardpAkq.

Or Ak est équipotent à En´k (car
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : Ak Ñ En´k
pe1, . . . , ep´1, kq ÞÑ pe1, . . . , ep´1q

est bijective).

Donc cardpAkq “ cardpEn´kq “ un´k, donc un “
n
ř

k“1

un´k “
n´1
ř

k“0

uk.

On montre ensuite par récurrence avec prédécesseurs que @n P N˚, un “ 2n´1 .

Méthode 2 : par équipotence
Pour n ě 1, En est en bijection avec t0; 1un´1.
En effet, l’application suivante est bijective :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

f : t0; 1un´1 Ñ En
pb1, . . . , bn´1q ÞÑ px1, . . . , xpq

où px1, . . . , xpq est construite comme

suit :
On écrit p1_

e1

1_
e2

1 ¨ ¨ ¨ 1 _
en´1

1q (avec n fois 1 et n´ "emplacements" notés ei) où

ei “

#

, si bi “ 1

` si bi “ 0
.
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Ainsi, on obtient bien une liste d’entiers dont la somme vaut n.
Donc cardpt0; 1un´1q “ cardpEnq “ 2n´1

17.2 Formule de Vandermonde

@ pm,n, pq P N3,
p
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙ˆ

n

p´ k

˙

“

ˆ

n`m

p

˙

Soient pm,n, pq P N3 et E de cardinal n`m.

Notons

$

’

&

’

%

E “ te1, . . . , en, en`1, . . . , en`mu

A “ te1, . . . , enu

B “ ten`1, . . . , en`mu

où les ei sont distincts 2 à 2.

On a cardpAq “ n et cardpBq “ m.
Pour dénombrer CE,p :
Pour parcourir chaque partie de CE,p exactement 1 fois, on peut pour chaque
k P rr0, pss choisir k éléments de B (

`

m
k

˘

choix) puis compléter avec p´k éléments
de A (

`

n
p´k

˘

choix).

Donc cardpCE,pq “
p
ÿ

k“0

ˆ

m

k

˙ˆ

n

p´ k

˙

“

ˆ

n`m

p

˙

17.3 Feuilles de match

Combien peut-on faire de "feuilles de match" faisant se rencontrer 2n équipes 2
à 2 en n matchs ?
On noteMn l’ensemble des feuilles de match entre 2n équipes et un “ cardpMnq.
(Il n’y a d’ordre ni sur les équipes d’un match, ni sur les matchs.)

Parmis les 2n équipes, on en choisit une que l’on note e.
Pour parcourir exactement une fois les éléments de Mn, on peut :

— construire le match de l’équipe e : 2n´ 1 choix
— construire le reste de la feuille de match avec une feuille de match entre

les 2n´ 2 “ 2pn´ 1q équipes restantes : un´1 choix.

D’où : un “ p2n´ 1qun´1 “ p2n´ 1qp2n´ 2qun´2 “ ¨ ¨ ¨ “
n´2
ś

k“0

2k ` 1 “
p2nq!

2nn!
(cf. exercice-type 3.2)
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17.4 Chemins sur une grille
En se déplaçant n P N fois sur une grille en allant à chaque étape soit à gauche
soit en haut, i.e. augmenter ou l’abscisse ou l’ordonnée de 1, combien y a-t-il de
chemin pour aller de l’origine p0; 0q au point pp, n´ pq (p P rr0, nss) ?

On choisit les p étapes parmi les n où on va à droite, i.e. on augmente l’abscisse,
soit

`

n
p

˘

choix, le reste des déplacement ne pouvant alors être que verticaux, i.e.
on augmente l’ordonnée.
Il y a donc

`

n
p

˘

chemins.
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Chapitre 18

Probabilités

18.1 Espérance d’un tirage simultané

Une urne contient N boules numérotées de 1 à N .
On prélève simultanément n boules, et l’on considère la variable aléatoire X,
qui prend pour valeur le plus grand des numéros des n boules tirées.
Déterminer la loi de X, puis calculer son espérance.

On a Ω “ Crr1,nss,n, muni de la probabilité uniforme.
XpΩq “ rrn,N ss.
Soit k P rrn,N ss, calculons PpX “ kq.
PpX “ kq “ cardtX“ku

cardΩ
Or, pour parcourir exactement une fois tous les éléments de tX “ ku, on peut :

1. prendre k dans le tirage : 1 choix possible ;

2. compléter le tirage avec n´ 1 boules parmi les k ´ 1 boules restantes de
numéro inférieur à k :

`

k´1
n´1

˘

choix possibles.

Donc cardtX “ ku “
`

k´1
n´1

˘

, d’où PpX “ kq “

`

k´1
n´1

˘

`

N
n

˘ .

En outre, on a :

EpXq “
N
ÿ

k“n

kPpX “ kq

“
1

`

N
n

˘

N
ÿ

k“n

k

ˆ

k ´ 1

n´ 1

˙

“
n
`

N
n

˘

N
ÿ

k“n

ˆ

k

n

˙ cette transformation du coefficient binomial se
montre immédiatement avec la définition facto-
rielle
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“
n
`

N
n

˘

N
ÿ

k“n

ˆ

k ` 1

n` 1

˙

´

ˆ

k

n` 1

˙

pFormule de Pascalq

“
n
`

N
n

˘

¨

˚

˚

˚

˝

ˆ

N ` 1

n` 1

˙

´

ˆ

n

n` 1

˙

looomooon

“0 par convention

˛

‹

‹

‹

‚

, psomme téléscopiqueq

“
n
`

N`1
n`1

˘

`

N
n

˘

“
npN ` 1q

n` 1

18.2 Main d’un jeu de cartes

On distribue une main de 8 cartes d’un jeu de 52 cartes.
Quelle est la probabilité d’avoir exactement 3 cartes de trèfle et au moins 1 carte
de cœur ?

L’univers est l’ensemble des 8-combinaisons de 52 cartes, muni de la probabilité
uniforme (son cardinal est

`

52
8

˘

).
Notons A l’événement : "la main compte exactement 3 cartes de trèfle et au
moins 1 carte de cœur".
Pour construire chaque main de A, on peut :

— choisir les 3 trèfles :
`

13
3

˘

choix
— choisir 1 cœur :

`

13
1

˘

choix
— compléter la main sans trèfle :

`

52´13
4

˘

choix
D’où

`

13
3

˘`

13
1

˘`

52´13
4

˘

possibilités.

Donc PpAq “

`

13
3

˘`

13
1

˘`

52´13
4

˘

`

52
8

˘ « 40, 6%

18.3 Pièce équilibrée ou non ?

On lance n fois une pièce. On observe une fréquence de Pile égale à 3
4 .

Doit-on en déduire que la pièce n’est pas équilibrée avec un risque de se tromper
inférieur ou égal à 5% pour n “ 10 ? pour n “ 100 ?

Notons F et N la fréquence et le nombre de Pile sur n lancers.
On sait que si la pièce est équilibrée, N ãÑ Bpn, 1

2 q.
On a F “ N

n donc EpF q “ 1
nEpNq “

1
2 et V pF q “ 1

n2V pNq “
1

4n .
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D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebichev : @ a ą 0,Pp|F ´ EpF q| ě aq ď
V pF q

a2
ô Pp|F ´ 1

2 | ě aq ď
1

4a2n
p˚q.

On s’intéresse à PpF ě 3
4 q “ PpF ´

1
2 ě

1
4 q ď Pp|F ´

1
2 | ě

1
4 q (car tF ´

1
2 ě

1
4u Ă t|F ´

1
2 | ě

1
4u).

Donc d’après p˚q appliquée à a “ 1
4 : Pp|F´ 1

2 | ě
1
4 q ď

4
n . Donc, par transitivité :

PpF ě 3
4 q ď

4
n .

Pour n “ 10 : PpF ě 3
4 q ď

4
10 “ 0, 4 ě 0, 05.

On ne donc pas garantir que la pièce n’est pas équilibrée avec un risque de 5 %
de se tromper.
Pour n “ 100 : PpF ě 3

4 q ď
4

100 “ 0, 04 ď 0, 05.
On donc affirmer que la pièce n’est pas équilibrée avec un risque de 5 % de se
tromper.

18.4 Paradoxe des anniversaires
On s’intéresse à la probabilité que deux personnes dans un groupe aient la même
date d’anniversaire (on ne considère pas les années bissextiles).
À partir de combien de personnes cette probabilité est-elle d’au moins 50 %?
au moins 99 %?
(On ne demande pas de formule donnant le nombre de personnes en fonction de
la probabilité recherchée, un tableau suffira à la recherche.)

L’univers est rr1; 365ssn muni de la probabilité uniforme.
Notons A l’événement : "au moins deux personnes on la même date d’anniver-
saire".
Donc A est l’événement : "deux personnes différentes ont toujours des dates
d’anniversaire différentes".
Les dates d’anniversaire forment un n-uplet à valeurs distinctes dans rr1; 365ss,
i.e. un n-arrangement de rr1; 365ss, donc cardpAq “ 365!

p365´nq!

Donc PpAq “ 1´ PpAq “ 1´
365!

p365´nq!

365n .

On trouve que

#

n ě 23 ùñ PpAq ě 0, 5

n ě 57 ùñ PpAq ě 0, 99

18.5 Fonction polynomiale associée à une variable
aléatoire

Soit pΩ,Pq un espace probabilisé fini.
Pour toute variable aléatoire réelle X : Ω Ñ N, on définit l’application :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gX : R Ñ R

t ÞÑ EptXq
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1. Vérifier que gX est une fonction polynomiale, et déterminer gXp1q et
g1Xp1q.

2. Calculer gX quand X ãÑ Uprr0, nssq et quand X ãÑ Bpn, pq.
3. Montrer que @X,Y : Ω Ñ N, gX “ gY ô X et Y suivent la même loi.
4. Montrer que @X,Y : Ω Ñ N, X et Y sont indépendantes ùñ gX`Y “
gX ˆ gY .

5. En déduire une preuve du théorème "si X ãÑ Bpn, pq, Y ãÑ Bpm, pq et
X et Y sont indépendantes alors X ` Y ãÑ Bpn`m, pq".

1. D’après le théorème de transfert : gXptq “ EptXq “
ř

kPN

PpX “ kqˆtk P RrXs

car PpX “ kq n’est non nul que pour un nombre fini de valeurs.
gXp1q “

ř

kPN

PpX “ kq “ 1

g1Xp1q “
ř

kPN˚
kPpX “ kq “

ř

kPN

kPpX “ kq “ EpXq

2. Soit X ãÑ Uprr0, nssq.
D’après le théorème de transfert :

gX “ EptXq “
n
ÿ

k“0

tk PpX “ kq
loooomoooon

“ 1
n`1 , indep. k

“
1

n` 1

n
ÿ

k“0

tk “

#

tn`1
´1

pn`1qpt´1q si t ‰ 1

1 si t “ 1

Soit X ãÑ Bpn, pq.
Alors @ k P rr0, nss,PpX “ kq “

`

n
k

˘

pkp1´ pqn´k.
D’après le théorème de transfert et la formule du binôme :

gX “ EptXq “
n
ÿ

k“0

tkPpX “ kq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ptpqkp1´ pqn´k “ pp1´ pq ` tpqn

3. Soient X,Y : Ω Ñ N.

gX “ gY ô @ t P R, EptXq “ EptY q

ô @ t P R,
ÿ

kPN

PpX “ kqtk “
ÿ

kPN

PpY “ kqtk

ô @ k P N,PpX “ kq “ PpY “ kq

(les fonction polynomiales coïn-
cident sur un infinité de valeurs
si, et seulement si les polynômes
sont égaux)

ô @ k P rr0, nss,PpX “ kq “ PpY “ kq

ô X et Y ont la même loi
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4. Supposons X et Y indépendants.

gX`Y ptq “ EptX`Y q “ EptX ˆ tY q “ EptXq ˆ EptY q “ gXptq ˆ gY ptq

(car X et Y sont indépendants donc tX et tY aussi)

5. Supposons X ãÑ Bpn, pq, Y ãÑ Bpm, pq et X et Y indépendantes.
D’après les questions 4 et 2 :

gX`Y ptq “ gXptq ˆ gY ptq “ ptp` p1´ pqq
nptp` p1´ pqqm “ ptp` p1´ pqqn`m

D’après la question 2 : si Z ãÑ Bpn`m, pq alors gZptq “ pptp` p1´ pqqn`m
D’après la question 3 : gX`Y “ gZ donc X ` Y et Z suivent la même loi, i.e.
X ` Y ãÑ Bpn`m, p

18.6 Loi d’un couple de variables aléatoires
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un univers Ω telles que
XpΩq “ Y pΩq “ rr0, nss et dont la loi conjointe est de la forme :

@ pi, jq P rr0, nss2,PppX,Y q “ pi, jqq “ λ

ˆ

n

i

˙ˆ

n

j

˙

1. Déterminer la valeur de la constante λ.
2. Déterminer les lois marginales de X et de Y .
3. X et Y sont-elles indépendantes ?

1. P est une probabilité et XpΩq ˆ Y pΩq “ rr0, nss2 donc :

ÿ

pi,jqPrr0,nss2

PppX,Y q “ pi, jqq “ 1 ô
n
ÿ

i“0

n
ÿ

j“0

λ
loomoon

indep. i,j

ˆ

n

i

˙

loomoon

indep. j

ˆ

n

j

˙

“ 1

ô λ
n
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙ n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

looomooon

indep. i

“ 1

ô λ

˜

n
ÿ

i“0

ˆ

n

i

˙

¸˜

n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

¸

“ 1

ô λ2n ˆ 2n “ 1 pFormule du binômeq

ô λ “
1

4n
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2. Déterminons la loi marginale de X :

@ i P rr0, nss,PpX “ iq “
n
ÿ

j“0

λ

ˆ

n

i

˙

loomoon

indep. j

ˆ

n

j

˙

“
1

4n

ˆ

n

i

˙ n
ÿ

j“0

ˆ

n

j

˙

looomooon

“2n

Donc @ i P rr0, nss,PpX “ iq “
1

2n

ˆ

n

i

˙

De même pour Y : @ j P rr0, nss,PpY “ jq “
1

2n

ˆ

n

j

˙

3. Montrons que X et Y sont indépendantes :

@ pi, jq P rr0, nss2,PpX “ iq ˆ PpY “ jq “
1

2n

ˆ

n

i

˙

ˆ
1

2n

ˆ

n

j

˙

“
1

4n

ˆ

n

i

˙ˆ

n

j

˙

“ PppX,Y q “ pi, jqq
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Chapitre 1

Polynômes

1.1 Arithmétique

1.1.1 Division euclidienne

2x3`4x2`6x`6 2x2 ` 2x` 1

´ 2x3`2x2 `x

2x2`5x`6 x` 1

´ 2x2`2x`1

3x`5

La division euclidienne permet de trouver la partie entière d’une fraction ra-
tionnelle.

1.1.2 PGCD

@ pA,Bq ‰ p0, 0q P KrXs2,

$

’

’

’

&

’

’

’

%

P P KrXs

P unitaire

P | A et P | B

@ C P KrXs, pC | A et C | Bq ùñ C | P

ùñ P “ A^B

@ pA,Bq P KrXs2, A^B “ 1 ô D pU, V q P KrXs2 : AU `BV “ 1

Remarque : ces résultats sont très similaires à ceux en arithmétique des entiers.
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1.2 Décomposition en éléments simples

1.2.1 Racines d’un polynôme

Relations coefficients-racines

Les relations coefficients-racines donnent des relations entre les coefficients d’un
polynôme et ses racines.
Elles peuvent servir à déterminer une racine manquante, ou à résoudre certains
systèmes dans lesquels on peut reconnaître lesdites relations et leur polynôme
associé.
(voir démonstration 12.6)

Ordre des racines

Pour déterminer l’ordre r d’une racine α d’un polynôme P , si on connaît P sous
forme...

développée : α est d’ordre r dans P si, et seulement si :
#

@ k P rr0, r ´ 1ss, P pkqpαq “ 0

P prqpαq ‰ 0

factorisée : α est d’ordre r dans P si, et seulement si :

DQ P KrXs :

#

P “ pX ´ αqrQ

Qpαq ‰ 0

Plus généralement, bien qu’on ne s’en serve jamais en pratique, on a par la défini-

tion : r “ maxtn P N|pX´αqn | P u et on a donc

#

@ k P rr0, rss, pX ´ αqk ffl P

@ k ě r ` 1, pX ´ αqk | P

1.2.2 Pôles d’une fraction rationnelle

Pôles de deuxième espèce

En pratique, on trouve les parties polaires de deuxième espèce de la même
manière que pour les pôles de première espèce (dans C).
Pour les méthodes, on multiplie le pôle en question par pX2 ` aX ` bq ou par
pX2 ` bX ` cqr et on évalue l’expression en une seule des racines non réelles de
pX2 ` bX ` cqr.
La relation donne alors deux inconnues réelles, puis on se sert de la propriété
suivante :

@ z P CzR,@ pa, b, c, dq P R4, a` zb “ c` zdô

#

a “ c

b “ d
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Cas particuliers

Voyons quelques cas particuliers : pour le premier, considérons l’exemple sui-

vant : F “
X

X4 ´ 1
dans RpXq (F est unitaire, irréductible, sa partie entière est

nulle)
On a que X4´1 “ pX2 ` 1q

looomooon

∆ă0

pX`1qpX´1q, donc la décomposition en éléments

simples de F est de la forme : F “
α

X ` 1
`

β

X ´ 1
`
γX ` δ

X2 ` 1

pX2 ` 1qF “
X

pX ` 1qpX ´ 1q
“ α

X2 ` 1

X ` 1
` β

X2 ` 1

X ´ 1
` γX ` δ

X Ð i ùñ γi` δ “ ´ 1
2 i

Donc δ “ 0 et γ “ ´ 1
2

1.2.3 La méthode

Soit F “ P
Q P CpXq écrite sous forme irréductible.

Si on note x1, . . . , xn les pôles de F et r1, . . . rn leurs ordres respectifs, alors
la fraction rationnelle F peut se décomposer de manière unique sous la forme
(αi,k P C) :

F “ tF u`

r1
ÿ

k“1

α1,k

pX ´ x1q
k
` . . .`

rn
ÿ

k“1

αn,k
pX ´ xnqk

Dans le reste de cette partie, on supposera tF u “ 0.

Évacuons un cas particulier : si F “ Q1

Q (Q P CpXq), alors F “
n
ř

i“1

ri
X´xi

.

1. Si F est paire ou impaire, alors l’écriture de F p´Xq “ ˘F pXq permet
de réduire le nombre d’inconnues.

2. Si xi P CzR, alors on sait que xi est aussi un pôle de F , ce qui permet
aussi de réduire le nombre d’inconnues à déterminer.

3. Si xi est un pôle simple, alors sa partie polaire correspondante est αi
X´xi

où αi “
P pxiq
Q1pxiq

.

4. Si xi est un pôle simple, on effectue X Ð xi dans les deux expressions
données par pX ´ xiqF avec F sous sa forme fractionnaire et sous sa
forme décomposée.

5. Si xi est un pôle d’ordre ri, alors sa partie polaire associée est α1

pX´xiq
`

α2

pX´xiq2
` . . .`

αri´1

pX´xiqri´1 `
αri

pX´xiqri
.

On effectue X Ð xi dans les deux expressions données par pX ´ xiq
riF

avec F sous sa forme fractionnaire et sous sa forme décomposée. Cela
donne alors le coefficient αri du terme αri

pX´xiqri
.
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Pour trouver les autres coefficients, on peut en dernier recours calculer
la décomposition en éléments simples de F´ αri

pX´xiqri
. BLa partie entière

n’est peut-être pas nulle à ce moment-là.
Sinon, on peut appliquer les idées suivantes :

6. On effectueX Ð x dansXF , ce qui donne α1,1`α1,2`. . .`α1,n´1`α1,n,
i.e. la somme des coefficients des premiers termes de chaque partie polaire,
de la forme α1,i

X´xi
.

7. S’il reste peu d’inconnues, on peut substituer à X des valeurs connues
pour avoir F pXq (connu) = une expression de la décomposition en élé-
ments simples avec les inconnues restantes.

1.3 Autres

1.3.1 Montrer qu’un polynôme est nul

— Si on connaît P sous forme développée, on montre que chacun de ses
coefficients est nul.

— On montre que P a une infinité de racines.
— Si P est de degré n, on montre que P a n ` 1 racines (comptées avec

leurs ordres) ou plus.
Remarque : pour montrer que P “ Q, on montre que P ´Q “ 0

1.3.2 Factorisation dans R ou C

— Si P ‰ 0 P CrXs, si on trouve degpP q racines de P comptées avec leurs
ordres, le théorème de d’Alembert-Gauss assure qu’il n’y en n’a pas plus
et donne alors la factorisation avec les facteurs en pX ´ αqr

— Pour factoriser P P Rrxs dans RrXs, on peut commencer par le factoriser
dans CrXs puis revenir dans RrXs en fusionnant les facteurs de racines
complexes conjuguées (on sait que si β P CzR est racine d’ordre r de P ,
alors β̄ est aussi racine d’ordre r dans P ).

— On peut parfois reconnaître des identités remarquables.

Exemple

Factorisons dans RrXs le polynôme P “ X4 ` 1.

z P C racine de P ôP pzq “ 0 ô z4 “ ´1 “ 1eiπ

ôD k P rr0, 3ss : z “ |1|
1
4 eip

π
4`k

2π
4 q

ô

$

’

’

’

&

’

’

’

%

z “ ei
π
4

z “ ei
3π
4

z “ ei
5π
4 “ ei

´3π
4

z “ ei
7π
4 “ ei

´π
4

231



PARTIE III. MÉTHODES MPSI

On a trouvé 4 racines distinctes ; or degpP q “ 4 donc d’après le théorème de
d’Alembert-Gauss, P possède 4 racines comptées avec leurs ordres donc ces 4
racines sont simples et :

P “ 1pX ´ ei
π
4 qpX ´ ei

´π
4 qpX ´ ei

3π
4 qpX ´ ei

´3π
4 q

“ pX2 ´
?

2X ` 1qpX2 `
?

2X ` 1q

P “ pX2 ´
?

2X ` 1qpX2 `
?

2X ` 1q

Identité remarquable P “ X4 ` 1 “ X4 ` 2X2 ` 1
looooooomooooooon

“pX2`1q2

´ 2X2
loomoon

“p
?

2Xq2

“ pX2 ´
?

2X ` 1q
looooooooomooooooooon

∆“´2ă0

pX2 `
?

2X ` 1q
looooooooomooooooooon

∆“´2ă0

Donc P dispose dans RrXs de la factorisation :

P “ pX2 ´
?

2X ` 1qpX2 `
?

2X ` 1q

1.3.3 Équations polynomiales de degré supérieur ou égal
à 3

Idées :
1. factoriser par une racine pour se ramener à un problème d’un degré de

moins
2. se ramener à des racines n-ièmes
3. poser un changement de variable (notamment pour les équations bicar-

rées)
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Espaces vectoriels

2.1 Bases

Soit B une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
Pour déterminer si B est une base de E :

— On montre que cardpBq “ dimpEq et que B est libre (ou génératrice de
E)

— On montre que B est libre et génératrice de E
— On montre que son déterminant dans une autre base (connue) de E est

non nul

2.2 Dimension

Pour déterminer la dimension d’un K-espace vectoriel E, on peut :
— Chercher une base B de E : on a alors dimpEq “ cardpBq d’après le

théorème de la dimension.
— Trouver un K-espace vectoriel F isomorphe à E dont on connaît la di-

mension : on a alors dimpEq “ dimpF q
— Trouver une famille libre infinie (généralement une suite) : or le cardinal

de toute famille libre est inférieur à la dimension de E, on en déduit donc
que E est de dimension infinie.

2.3 Égalité

Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
Pour montrer que E “ F , on peut :

— Si E et F sont de dimension finie, on montre que dimpEq “ dimpF q et
F Ă E uniquement (ou E Ă F uniquement)

— Sinon, on montre que E Ă F et F Ă E
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2.4 Somme directe
Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Pour montrer que E “ F ‘ G (i.e. F et G sont supplémentaires dans E), on
peut :

— Si E est de dimension finie et qu’on connaît dimpEq,dimpF q,dimpGq,
alors on peut montrer que F X G “ t0Eu et vérifier que dimpEq “
dimpF q ` dimpGq

— Sinon, on montre que F XG “ t0Eu et E “ F `G

2.5 Détermination de Impϕq
Soient E et F deux K-espaces vectoriels et ϕ P LpE,F q.
Pour déterminer Impϕq, on peut :

— Si on connaît une base pe1, . . . , enq, alors on a :

Impϕq “ vectpϕpe1q, . . . , ϕpenqq

(voir la démonstration en 13.8)
— Sinon, on la conjecture et on la montre par double inclusion
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Fonctions - Applications

3.1 Équations différentielles

3.1.1 Solutions particulières pour le 1er ordre

Si pEq : y1 ` αy “ β où α et β sont deux constantes, on cherche une solution
particulière de la forme y0 : x ÞÑ cste

Si pEq : y1 ` αy “ βeγx où α, β, γ sont des constantes, on cherche une solution
particulière de la forme y0 : x ÞÑ µeγx (même γ, µ est une constante).

3.1.2 Solutions particulières pour le 2e ordre

Soit l’équation différentielle pEq : ay2pxq`by1pxq`cypxq “ fpxq d’inconnue y et
d’équation caractéristique pEcq : ar2` br` c “ 0. Dans les cas simples suivant :

‚ Si fpxq “ uevx (u et v sont deux constantes).

Si v n’est pas racine de pEcq : y0 : x ÞÑ αevx

Si v est racine simple de pEcq : y0 : x ÞÑ αxevx

Si v est racine double de pEcq : y0 : x ÞÑ αx2evx

où v est le même et α est à déterminer en injectant dans pEq

‚ Si fpxq “ u cospvxq ou fpxq “ u sinpvxq pour K “ R (donc pu, vq P R2) :
On écrit fpxq “ uRepeivxq ou fpxq “ uImpeivxq et on utilise la méthode précé-
dente.
Ensuite, on se sert du fait que Repy0q est solution de pE1q : ay2 ` by1 ` cy “
Repfpxqq et, de manière analogue : Impy0q est solution de pE2q : ay2`by1`cy “
Impfpxqq.
Enfin on utilise le principe de superposition.
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3.1.3 Recollement de solutions et problèmes de Cauchy

Pour certaines équations différentielles initialement non sous forme résolue, on
effectue diverses opérations pour s’y ramener. Si toutefois on divise par une
fonctions, on doit séparer les domaines d’étude selon les zéros de cette fonction
(pour ne pas diviser par 0).
Il faut ensuite trouver une solution aux points exclus.
Enfin, on rassemble les solutions dans chaque domaine et aux points particuliers
pour trouver une combinaison donnant, si possible, une fonction continue sur
tout l’intervalle (et si possible aussi, dérivable).

Pour résoudre un problème de Cauchy, i.e. on connaît la forme générale des
solutions et des informations en un point x0, on évalue la forme générale en x0

et cela donne une équation qui permet de trouver la constante.
S’il y a plusieurs constante, il faut connaître autant de dérivées en x0 qu’il y a
de constantes inconnues, et cela mène à la résolution d’un système d’équations.

3.2 Étude des fonctions de R dans R
Soit f : RÑ R.
Pour étudier f , il faut :

1. déterminer son domaine de définition
2. déterminer d’éventuelles parité ou périodicité pour réduire le domaine

d’étude
3. déterminer les limites, la dérivée et son signe pour construire le tableau

de variations complet sur le domaine d’étude
4. déterminer les branches infinies
5. tracer l’allure du graphe

3.3 Divers

3.3.1 Égalité

Pour montrer que deux applications linéaires ϕ et ψ d’un espace vectoriel E
dans un espace vectoriel F sont égales, on peut choisir une base de E et une
base de F dans lesquelles on écrit les matrices de ϕ et ψ. Si leurs matrices sont
égales, (par injectivité de l’application qui à une application linéaire associe sa
matrice), alors ϕ “ ψ.

3.3.2 Matrice

Le principe : pour écrire la matrice d’une application linéaire f dans une base
B, on écrit à droite de la matrice, de haut en bas, les vecteurs ei de la base B,
et au-dessus de chaque colonne les composantes de chaque fpeiq dans B.
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3.3.3 Prolongement (par continuité)

Soient f une fonction et a R Df . On peut se demander si l’on peut prolonger f
en a par continuité.
Si oui, on pose fpaq “ lim

xÑa
fpxq. Alors on peut également voir si f prolongée

est dérivable en a : on calcule la limite du taux d’accroissement.
Un développement limité à l’ordre 1 en a permet aussi l’étude du prolongement
en a. En effet, celui-ci donne fpxq “ u0 ` u1px´ aq ` opx´ aq, et a se prolonge
donc par continuité en a en posant fpaq “ u0 (puisque lim

xÑa
fpxq “ u0).

Dans ce cas f est dérivable en a avec f 1paq “ u1 (en effet : fpxq “ u0 ` u1px´

aq ` opx´ aq ùñ lim
xÑa

fpxq´

“u0
hkkikkj

fpaq
x´a “ lim

xÑa
u1 `

opx´ aq

x´ a
looomooon

Ñ0

“ u1).

Le théorème de prolongement de classe Cn peut aussi servir dans ce cas :

Énoncé : Soit n P N Y t8u, I un intervalle, a P I et f : R ÞÑ R de classe Cn
sur Iztau telle que @ k P rr0, nss, lim

xÑa
f pkqpxq “ lk P R.

Si on prolonge f en a en posant fpaq “ l0 alors f est de classe Cn sur I et on
a @ k P rr1, nss, f pkqpaq “ lk.

Exemple d’utilisation : Posons f : x ÞÑ arccos 1
x

Montrons que f est prolongeable en 0 pour obtenir une fonction de classe C2

sur R`.
R` est un intervalle et 0 P R`.
f est de classe C2 sur R`zt0u (comme composée de fonctions de classe C2) et :

$

’

’

&

’

’

%

lim
xÑ0

fpxq “ π
2 P R

lim
xÑ0

f 1pxq “ lim
xÑ0

´1
1`x2 “ ´1 P R

lim
xÑ0

f2pxq “ lim
xÑ0

2x
p1`x2q2

“ 0 P R

Donc d’après le théorème de prolongement de classe C2, si on prolonge f en 0 en
posant fp0q “ π

2 , alors f est de classe C2 sur R` avec f 1p0q “ ´1 et f2p0q “ 0.

3.3.4 Justification rigoureuse de dérivabilité (ou de conti-
nuité)

Bien qu’en pratique on justifie la dérivabilité d’une fonction en la disant "somme,
produit et composée de fonctions dérivables", ce qui découle d’un théorème, on
peut également répondre de sa dérivabilité en la décomposant en somme, produit
et composée de fonctions élémentaires dont la dérivabilité est connue.
Même idée pour la continuité.
Exemple :
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Justifions en détails la dérivabilité de f : x ÞÑ x3 lnpsinpxqq sur s0, πr, et calculons
sa dérivée.

— f1 : x ÞÑ sinpxq est dérivable sur s0, πr
— f2 : x ÞÑ lnpxq est dérivable sur R`˚
— @ x Ps0, πr, f1pxq P R

`˚

— f3 “ f2 ˝ f1 : x ÞÑ lnpsinpxqq est donc dérivable sur s0, πr
— f4 : x ÞÑ x3 est dérivable sur s0, πr
— f “ f4 ˆ f3 : x ÞÑ x3 lnpsinpxqq est donc dérivable sur s0, πr.

Dérivée :

f 1pxq “
d

dx
rx3s lnpsinpxqq ` x3 d

dx
rlnpsinpxqqs

“ 3x2 lnpsinpxqq ` x3 d

dx
rsinpxqs

1

sinpxq

“ 3x2 lnpsinpxqq ` x3 cospxq

sinpxq

3.3.5 Une fonction puissance une autre

upxqvpxq “ evpxq lnpupxqq

On ne travaille jamais sur la première forme de cette expression, on se ramène
toujours à la seconde.

3.4 Bijectivité d’une fonction ou d’une applica-
tion

Soit f : E Ñ F . Pour montrer que f est bijective, on peut :
— Résoudre l’équation fpxq “ y d’inconnue x pour y fixé, et vérifier qu’elle

a toujours une unique solution. Alors on a en plus l’expression de f´1.
— Montrer que f est injective et surjective, i.e.

#

@ px1, x2q P E
2, fpx1q “ fpx2q ùñ x1 “ x2

@ y P F, D x P E : fpxq “ y

— Trouver une fonction g telle que

#

f ˝ g “ idF

g ˝ f “ idE
(alors f´1 “ g)

— Utiliser le Théorème de la Bijection Continue
Dans un K-espace vectoriel E, pour montrer que f est un automorphisme, il
faut montrer que f est un endomorphisme bijectif :

1. f : E Ñ E

2. f est linéaire
3. Kefpfq “ t0Eu
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4. Impfq “ E

Si f est une application linéaire, on peut :
— Si on connaît une base de E, on détermine si la famille des images des

vecteurs de cette base par f forme une base de F .
— Si E et F sont de dimension finie, on montre que dimpEq “ dimpF q et

montrer uniquement que f est injective (ou surjective uniquement)
— Trouver g P LpF,Eq telle que g ˝ f “ idE (ou f ˝ g “ idF )
— Choisir deux bases de E et F et écrire la matrice de f dans celles-ci : f

est bijective si, et seulement si sa matrice est inversible.
— Si dimpEq “ dimpF q “ rgpfq alors f est bijective.

Si f est un endomorphisme de E :
— f est bijective si, et seulement si, detpfq ‰ 0

Si E et F sont deux ensembles finis et f est une application de E dans F .
— Si f est injective et cardpEq “ cardpF q, alors f est bijective
— De même, si f est surjective et cardpEq “ cardpF q, alors f est bijective
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Complexes

4.1 Racines carrées en écriture algébrique
Pour utiliser la formule des racines n-ièmes dans le cas particulier n “ 2 (racines
carrées), il faut connaître le complexe sous sa forme trigonométrique, ce qui n’est
pas toujours évident. Pour ce cas particulier, on peut utiliser la méthode suivante
(illustrée sur un exemple) :

Notons z “ x` iy avec x et y réels.
On a : z2 “ 3` 4iñ px` iyq2 “ 3` 4iñ x2 ´ y2 ` 2ixy “ 3` 4i

ùñ

#

x2 ´ y2 “ 3 pL1q

2xy “ 4 pL2q

De plus : z2 “ 3` 4iñ |z2| “ |3` 4i| ñ x2 ` y2 “ 5 pL3q

Alors : pL1q`pL3q

2 ñ x2 “ 4 ñ x “ ˘2

Et : pL1q´pL3q

2 ñ y2 “ 1 ñ y “ ˘1
Or pL2q ñ x, y de même signe

Donc :

#

x “ 2

y “ 1
ou

#

x “ ´2

y “ ´1

Donc les racines carrées de 3` 4i sont ˘p2` iq

4.2 Factorisation par l’angle moitié (ou moyen)

Pour simplifier certaines expressions, on peut remarquer que 1`eiθ “ ei
θ
2 pe´i

θ
2`

ei
θ
2 q.

De façon analogue : 1´ eiθ “ ei
θ
2 pe´i

θ
2 ´ ei

θ
2 q.

On parle de factorisation par l’angle moitié.

Dans un cas plus général, on parle de factorisation par l’angle moyen : eix`eiy “
ei
x`y
2 pei

x´y
2 ` e´i

x´y
2 q.
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4.3 Linéarisation et opération inverse pour cosn

ou sinn

Pour linéariser une forme cosn (idem pour sinn), on utilise successivement les
formules d’Euler, du Binôme et de Moivre, puis on développe et on arrange, i.e.
on rassemble les exponentielles identiques au signe près (pour faire apparaître
la formule d’Euler à nouveau).
Attention ! Si on a un produit (par exemple cos3 sin7), il faut bien développer
tout ce qui peut l’être, et non traiter chaque parenthèse séparément !

Pour l’opération inverse, on écrit d’abord les cos et les sin comme partie réelle
ou imaginaire d’une puissance d’une exponentielle, puis on écrit l’exponentielle
comme eix “ cospxq ` i sinpxq et on développe avec la formule du binôme (sans
oublier de ré-appliquer la partie réelle ou la partie imaginaire à la fin !)

4.4 Factorisation de a cospxq ` b sinpxq
1. On pose z “ a` ib (car a et b sont réels)
2. On remarque que z “ ρeiθ “ ρ cospθq ` iρ sinpθq où ρ P R` et θ P R. ∗

Par unicité de l’écriture algébrique, on a alors :

#

a “ ρ cospθq

b “ ρ sinpθq

3. Enfin on écrit :

a cospxq ` b sinpxq “ ρ cospθq cospxq ` ρ sinpθq sinpxq

“ ρpcospθq cospxq ` sinpθq sinpxqq

“ ρ cospx´ θq †

∗. La seule difficulté consiste en passer z sous forme trigonométrique.
†. Remarque : cospθ ´ xq “ cospx´ θq
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Suites

5.1 Études de suites

5.1.1 Suites récurrentes de la forme un`1 “ fpunq

Soient une fonction f et une suite définie par

#

@ n P N, un`1 “ fpunq

u0

Dans le cas d’une étude ne rencontrant aucune particularité :
1. Résoudre fpxq “ x (notons ū la solution)
2. Trouver un intervalle stable par f contenant u0, i.e. un intervalle I tel

que @ n P N, un P I
3. Montrer que f est λ-lipschitzienne sur I, avec λ Ps0; 1r

4. En déduire que @ n P N, |un`1 ´ ū| ď λ|un ´ ū|
puis montrer par récurrence que @ n P N, |un ´ ū| ď λn|u0 ´ ū|

5. Conclure par le théorème des gendarmes que lim
nÑ`8

un “ ū

(cf. exercice-type 8.3 pour un exemple d’application)

5.1.2 Suites arithmético-géométriques
Le principe est d’expliciter le point fixe (une constante vérifiant la relation de
récurrence), puis de poser une suite auxiliaire définie comme la première suite
à laquelle on retranche le point fixe.
On l’écrit au rang suivant, on utilise la relation de récurrence de la première
suite et la relation entre les 2 suites pour simplifier l’expression pour arriver à
une forme récurrente de la seconde suite que l’on peut facilement expliciter.
On se sert alors une dernière fois du lien entre les 2 suites.

Autre méthode :
Soit pznqnPN une suite arithmético-géométrique.
Pour l’expliciter :
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— poser @ n P N, tn “ zn ` λ, où λ P R est une constante à déterminer,
— prendre λ tel que tn`1 “ µtn, où µ P R est une constante multiplicative

(ptnqnPN est alors géométrique),
— expliciter ptnqnPN puis pznqnPN.

Exemple : Explicitons la suite pznqnPN, définie par zn`1 “ 4zn ` 2.
Posons @ n P N, tn “ zn ` λ, où λ P R est une constante à déterminer.

On a : tn`1 “ zn`1 ` λ

“ 4zn ` 2` λ

“ 4ptn ´ λq ` 2` λ

“ 4tn ´ 3λ` 2

Prenons λ “ 2
3 P R.

Alors tn`1 “ 4tn.
Donc ptnqnPN est géométrique de raison 4.
D’où @ n P N, tn “ t0 ˆ 4n.

Ainsi : @ n P N, zn “ tn ´ λ

“ 4nt0 ´
2

3

“ 4n
ˆ

z0 `
2

3

˙

´
2

3

5.2 À la limite

5.2.1 Être majorée ou minorée à partir d’un certain rang
Pour montrer qu’une suite punqnPN qui converge vers l est majorée (idem pour
minorée) à partir d’un certain rang par un réel a, i.e. D n0 P N : @ n P N, n ě
n0 ùñ un ď a, on applique la définition @ ε ą 0, D n0 P N : @ n P N, n ě
n0 ùñ |un ´ l| ď ε à un ε qui permet d’impliquer un ď a. Pour se libérer de

la valeur absolue, on se sert de la propriété : x ď |y| ô

#

x ď y

´x ď y

On utilise le même procédé pour montrer qu’une suite divergeant vers `8 (resp.
´8) est minorée (resp. majorée) par un réel à partir d’un certain rang.

5.2.2 Montrer qu’une suite n’a pas de limite
Le théorème des suites extraites permet de montrer par l’absurde qu’une suite
n’a pas de limite.
Pour cela, on suppose que la suite punqnPN possède une limite l P R. Ensuite,
on exhibe une suite extraite de limite l1 ‰ l. Ce qui contredit le théorème des
suites extraites.
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Limites

6.1 Limites indéterminées
Pour calculer une limite indéterminée, on peut...

1. appliquer un théorème adapté (croissances comparées, négligeabilité,
théorème des gendarmes, limite de la dérivée, ...)

2. effectuer un changement de variable pour se ramener à une situation plus
simple

3. factoriser le numérateur et le dénominateur par leur terme prépondérant
4. reconnaître / faire apparaître un taux d’accroissement

Pour calculer des limites de la forme 1`8 (uvnn où un Ñ 1 et vn Ñ `8), qui
sont indéterminées, on écrit uvnn “ evn lnpunq puis on utilise généralement un
équivalent.
Attention ! aux opérations autorisées sur les équivalents, qui sont peu nom-
breuses B

6.2 Plan d’étude des branches infinies
Sur la page suivante se trouve un arbre permettant d’explorer les différents cas
pouvant arriver lors de l’étude – détaillée au long de l’arbre – des branches
infinies d’une fonction.

∗. Note pour le graphe : si a “ 0 alors Cf présente une branche parabolique de direction
l’axe des abscisses, i.e. y “ 0
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Soit f : RÑ R

lim
xÑ˘8

fpxq “ ˘8

lim
xÑ˘8

fpxq “ y0 P Rlim
xÑx0

fpxq “ ˘8

Asymptote y “ y0Asymptote x “ x0

lim
xÑ˘8

fpxq
x “ ˘8 lim

xÑ˘8

fpxq
x “ a P R

Branche parabolique
en ˘8 direction x “ 0

lim
xÑ˘8

fpxq ´ ax

“ b P R

lim
xÑ˘8

fpxq ´ ax

“ ˘8 ∗

Asymptote y “ ax` b
Branche para-
bolique en ˘8
direction y “ ax

Figure 6.1 – Plan d’étude des branches infinies
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6.3 Limite de la dérivée
Si on ne sait pas calculer lim

xÑa

fpxq´fpaq
x´a , le théorème de limite de la dérivée

permet de la retrouver si on sait calculer lim
xÑa

f 1pxq.

6.4 Autres

6.4.1 Pas de limite
Le "théorème de composition de la limite d’une suite par une fonction" permet
de montrer par l’absurde qu’une fonction n’a pas de limite.
L’exemple du cosinus est laissé en exercice au lecteur.

6.4.2 Être majorée au voisinage d’un réel
Si on connaît lim

xÑa
fpxq, on peut montrer que f est majorée ou minorée par un

réel au voisinage de a. Pour cela, on écrit la définition de lim
xÑa

fpxq “ l et on
l’applique à un ε qui convient.

6.4.3 Développements limités, équivalents et limites
Un développement limité permet de déterminer un équivalent, qui permet de
déduire la limite.
Voir le chapitre sur le développements limités.

246



Chapitre 7

Structures algébriques et
ensembles

7.1 Ensembles

7.1.1 max et sup d’un ensemble

Soient A un ensemble, v un réel.
Pour montrer que suppAq “ v, on peut montrer que

‚

#

v est un majorant deA

v est le plus petit des majorants

Autrement dit, pour une relation d’ordre R :

#

@ x P A, xRv
v1 majoreA ùñ vRv1,

‚ On peut aussi montrer que v majore A et trouver une suite de AN qui tend
vers v.

Pour montrer que maxpAq “ v, on peut montrer que v P A et v est un majorant
de A.

Inversement pour infpAq et minpAq.

Pour montrer que suppAq existe, on utilise généralement le théorème fondamen-
tal de l’algèbre.

7.1.2 Égalité de deux ensembles finis

Pour montrer que deux ensembles E et F finis sont égaux, on peut :
— montrer que cardpEq “ cardpF q puis que F Ă E (ou E Ă F ) uniquement.
— montrer que F Ă E et E Ă F .
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7.2 Groupes, anneaux, corps

7.2.1 Groupe

Soient H un ensemble et ‹ une loi de composition interne.
Pour montrer que pH, ‹q est un groupe :

— Soit on revient à la définition et on montre que :
— ‹ est une loi de composition sur H
— ‹ est associative
— ‹ a un élément neutre
— tout élément de H a un symétrique par ‹

— Soit, si on connaît un groupe pG, ‹q, on montre que
— H Ă G
— H ‰ H

— @ px, yq P H2, x ‹ y´1 P H
Remarque : pour montrer que H ‰ H, on exhibe généralement l’élément
neutre.

7.2.2 Anneau

Pour montrer que pA,`,ˆq est un anneau, il faut montrer que :
— pA,`q est un groupe commutatif

— pA,`q est un groupe
— ` est commutative

— ˆ associative
— Déterminer l’élément neutre pour ˆ
— ˆ est distributive sur `
— ˆ est commutative

(Plus de détails dans la sous-section "Corps")

7.2.3 Corps

Pour montrer que pA,`,ˆq est un corps, il faut montrer que :
— pA,`q est un groupe commutatif

— ` est une loi de composition interne sur A
(@ px, yq P A2,@ pλ, µq P K2, λx` µy P A)

— ` est associative
(@ px, y, zq P A3, px` yq ` z “ x` py ` zq)

— ` est commutative
(@ px, yq P A2, x` y “ y ` x)

— Tout élément de A est symétrisable par `
(@ x P A, D y P A : x` y “ 0A “ y ` x par commutativité)

— Déterminer l’élément neutre pour `
(On le note 0A, il est tel que @ x P A, x` 0A “ x)

— ˆ associative
(@ px, y, zq P A3, pxˆ yq ˆ z “ xˆ py ˆ zq)
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— Déterminer l’élément neutre pour ˆ
(On le note 1A, il est tel que @ x P A, xˆ 1A “ 1A ˆ x “ x)

— ˆ est commutative
(@ px, yq P A2, xˆ y “ y ˆ x)

— ˆ est distributive sur `
(@ px, y, zq P A3, xˆ py ` zq “ xˆ y ` xˆ z)

Attention : la quasi-totalité des propriétés à montrer ne dépendent pas fonda-
mentalement de la commutativité : celle-ci permet de démontrer la moitié des
égalités, mais tant qu’elle n’est pas démontrée, il faut montrer les "deux sens".
Par exemple pour les éléments symétrisables pour ` : il faut montrer que
#

x` y “ 0A

y ` x “ 0A

À l’écrit, IL FAUT écrire cela tel quel, montrer une des deux lignes et écrire
"idem par commutativité" s’il y a lieu.

249



Chapitre 8

Arithmétique

8.1 Équations diophantiennes

Résolvons pEq : 198x` 216y “ 36 d’inconnues px, yq P Z2.
pEq ô 11x` 12y “ 2
‚ p´2, 2q est une solution particulière évidente

px, yq solution de pEq ùñ 11x` 12y “ 2 “ 11ˆ p´2q ` 12ˆ p2q

ùñ 11px` 2q “ 12p2´ yq p˚q

ùñ 12 | 11px` 2q

ùñ 12 | x` 2 pthéorème de Gauss car12^ 11 “ 1q

ùñ D k P Z : x “ 12k ´ 2

p˚q ùñ y “ ´11k ` 2

‚ Réciproquement, ces expressions sont solution de pEq
Donc S “ tp12k ´ 2;´11k ` 2q|k P Zu

8.2 PGCD et PPCM

8.2.1 "Factorisation" d’un PGCD

Soient a, b, c dans N.
Montrons que pcaq ^ pcbq “ |c|pa^ bq
Notons d “ |c|pa^ bq

— d P N
— d | ac et d | bc car pa^ bq | añ |c|pa^ bq | ac, idem pour l’autre.
— @ k P Z, pk | ac ET k | bcq ùñ k | d

En effet : soit k P Z, supposons k | ac et k | bc.
On sait que D pu, vq P Z2 : a^ b “ au` bv ñ |c|pa^ bq “ au|c| ` bv|c|
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CHAPITRE 8. ARITHMÉTIQUE MPSI

Or k | ac et k | bc donc k | a|c| et k | b|c|
Donc k | au|c| ` bv|c| donc k | d

8.2.2 Détermination du PGCD et du PPCM

@ pa, b, cq P Z3,

$

’

&

’

%

c ě 0

c | a et c | b

@ k P Z, rk | a et k | bs ùñ k | c

ùñ a^ b “ c

@ pa, b, cq P Z3,

$

’

&

’

%

c ě 0

a | c et b | c

@ k P Z, ra | k et b | ks ùñ c | k

ùñ a_ b “ c

8.3 Partie entière

$

’

&

’

%

v P Z

v ď x

v ` 1 ą x

ùñ txu “ v
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Chapitre 9

Développements limités

9.1 DL de sommes, produits et composées
Rappel sur les notations : DLnpaq désigne un développement limité à l’ordre n
en a.
On note parfois DLn au lieu de DLnp0q.
On notera dans cette section f et g deux fonctions de R dans R et λ et µ deux
réels.

9.1.1 Combinaison linéaire
Pour calculer un DLnpaq de λfpxq ` µgpxq, on calcule les DLnpaq de f et de g
et on applique à ceux-ci la même combinaison linéaire, en regroupant à la fin la
combinaison linéaire des oppx´ aqnq pour ne le garder que sous cette forme-ci.

9.1.2 Produit
Pour simplifier, considérons un DLn de f ˆ g
Plusieurs précautions pour simplifier les calculs :

1. Si fpxq „
a
upx

p, i.e. le premier terme non nul du DLnp0q de f non nul
arrive pour un monôme de puissance p, alors on peut n’effectuer qu’un
DLn´p de g.

2. On procède la même manière avec le DLn de f .
3. Les deux DLn effectués, on ne développe pas tout : tous les termes qui

sont multipliés par un opq n’apparaîtrons pas dans le DL final.
4. Pour déterminer le opq du DL final, si chaque DL est écrit dans l’ordre

croissant des puissances, on regarde les puissances dans les opq résultant
du produit entre le premier terme du DL de f et le opq de g, et entre le
premier terme du DL de g et le opq de f (les puissances s’ajoutent), on
garde le plus petit.
Tout cela pour signifier qu’on garde le plus petit opq.
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9.1.3 Composée et quotient
Pour calculer un DLn de pg ˝ fqpxq, on effectue un DLn de f puis on pose un
changement de variable u “? (pas toujours fpxq) et on calcule le DLn de g avec
la variable u.
Ensuite on calcule u, u2, . . . , un, opunq, ce qui termine le calcul.

Pour le quotient fpxq
gpxq , il faut voir un produit et une composée par l’inverse :

fpxq ˆ 1
gpxq , où le DL de 1

gpxq s’obtient généralement en reconnaissant 1
1`x .

9.2 DL particuliers
1. On écrit le DL1 avec un équivalent
2. On le dérive, ce qui donne le DL2

3. On le primitive, ce qui donne le DL3

Et on réitère : voir exemples ci-dessous.

Pour tan :
tanpxq „ x ùñ tanpxq “ x` opxq
Or, tan est dérivable sur l’intervalle s ´ π

2 ,
π
2 r, 0 Ps ´

π
2 ,

π
2 r, et, @ x Ps ´

π
2 ,

π
2 r:

tan1pxq “ 1` tan2pxq

“ 1` px` opxqq2

“ 1` x2 ` opx2q

Donc, d’après le théorème de primitivation des développements limités :

tanpxq “ tanp0q ` x`
x3

3
` opx3q

“ x`
x3

3
` opx3q

En répétant l’opération, l’on obtient que :

tan1pxq “ 1` px`
x3

3
` opx3qq2

“ 1` x2 `
2

3
x4 ` opx4q

Puis que :

tanpxq “ tanp0q ` x`
x3

3
`

2x5

15
` opx5q

“ x`
x3

3
`

2x5

15
` opx5q
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Pour th : thpxq „ x ùñ thpxq “ x` opxq
Or, th est dérivable sur l’intervalle R, 0 P R, et, @ x P R :

th1pxq “ 1´ th2
pxq

“ 1´ px` opxqq2

“ 1´ x2 ` opx2q

Donc, d’après le théorème de primitivation des développements limités :

thpxq “ thp0q ` x´
x3

3
` opx3q

“ x´
x3

3
` opx3q

En répétant l’opération, l’on obtient que :

th1pxq “ 1´ px´
x3

3
` opx3qq2

“ 1´ x2 `
2

3
x4 ` opx4q

Puis que :

thpxq “ thp0q ` x´
x3

3
`

2x5

15
` opx5q

“ x´
x3

3
`

2x5

15
` opx5q

Pour arccos : arccos est dérivable sur l’intervalle s ´ 1; 1r, 0 Ps ´ 1; 1r, et,
@ x Ps ´ 1; 1r:

arccos1pxq “ ´
1

?
1´ x2

“ ´p1` p´x2qq´
1
2

“ ´

ˆ

1`

ˆ

´
p´x2q

2

˙

`
p´ 1

2 qp´
1
2 ´ 1qp´x2q2

2!
` opp´x2q2q

˙

,

car ´ x2 ÝÝÝÑ
xÑ0

0

“ ´1´
x2

2
´

3x4

8
` opx4q

Donc, d’après le théorème de primitivation des développements limités :

arccospxq “ arccosp0q ´ x´
x3

6
´

3x5

40
` opx5q

“
π

2
´ x´

x3

6
´

3x5

40
` opx5q

254



CHAPITRE 9. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS MPSI

Pour arcsin : arcsin est dérivable sur l’intervalle s ´ 1; 1r, 0 Ps ´ 1; 1r, et,
@ x Ps ´ 1; 1r:

arcsin1pxq “
1

?
1´ x2

“ p1` p´x2qq´
1
2

“ 1`

ˆ

´
p´x2q

2

˙

`
p´ 1

2 qp´
1
2 ´ 1qp´x2q2

2!
` opp´x2q2q,

car ´ x2 ÝÝÝÑ
xÑ0

0

“ 1`
x2

2
`

3x4

8
` opx4q

Donc, d’après le théorème de primitivation des développements limités :

arcsinpxq “ arcsinp0q ` x`
x3

6
`

3x5

40
` opx5q

“ x`
x3

6
`

3x5

40
` opx5q

9.3 Autres

9.3.1 DL et équivalents

Soient f : RÑ R, a P R, n P N˚, un ‰ 0 P R.

fpxq “ unpx´ aq
n ` oppx´ aqnq ô fpxq „

a
unpx´ aq

n

Ce résultat peut s’utiliser dans les 2 sens :
— Si on connaît un équivalent de f en a sous la forme d’un monôme, on en

déduit un développement limité.
— Si on connaît un DL à l’ordre m ě n de f et qu’on note un le premier

coefficient non nul, on en déduit un équivalent.

9.3.2 DL ailleurs qu’en 0

On pose un changement de variable y “ x´ a, on effectue le DLn avec y et on
revient à la variable initiale.

9.3.3 DL asymptotiques

Pour étudier f en ˘8, on pose le changement de variable y “ 1
x , on effectue le

DLn et on revient à la variable x.
Ce qui donne : fpxq “ u0x

n
`u1x

n´1
`...`un´1x`un
xn ` op 1

xn q

255



PARTIE III. MÉTHODES MPSI

9.3.4 DL, graphe et tangente
La connaissance d’un DL à l’ordre 2 permet de déterminer la position de la
tangente par rapport au graphe en un point : en effet le signe en px´ aq2 est le
même que celui de f2paq.

— S’il est positif, la courbe est convexe donc la tangente est en-dessous de
la courbe ;

— S’il est négatif , la courbe est concave donc la tangente est au-dessus de
la courbe ;

— S’il est nul, il y a un point d’inflexion : la tangente est de part et d’autre
de la courbe en coupant par le point d’abscisse a. Pour déterminer les
positions de la tangente à gauche et à droite, il faut déterminer un équi-
valent de "f moins la tangente" (l’écart) qui donne accès au signe de cet
écart.

Par exemple : si fpxq “ u0 ` u1px´ aq ` u2px´ aq
2 ` u3px´ aq

3 ` oppx´ aq3q
Alors l’équation de la tangente en a est y “ u0 ` u1px´ aq.
Si u2 “ 0 : si u3 ‰ 0, alors fpxq ´ pu0 ` u1px´ aqq „

a
u3px´ aq

3

Si @ i P rr3; k ´ 1ss, ui “ 0, on aura fpxq ´ pu0 ` u1px´ aqq „
a
ukpx´ aq

k.

Puis on regarde le signe de ukpx´ aqk à droite et à gauche.

9.3.5 Utilisation des DL
— Pour calculer une limite, on se sert des DL pour trouver un équivalent.
— Pour calculer des dérivées n-ièmes : par unicité des DL, on a d’une part

le DL calculé et d’autre part la formule de Taylor-Young.
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Chapitre 10

Séries

10.1 Études de séries

10.1.1 Séries à terme général de signe fixe à partir d’un
certain rang

On sait dans ce cas qu’il existe un rang à partir duquel la suite garde le même
signe, et l’étude est la même.
Dans ce cas les critères sont valides, sauf le critère de majoration qui nécessite
un terme général positif.

10.1.2 Séries alternées
On peut jouer sur la puissance du p´1q en sortant un moins de la somme. Le
critère spécial des séries alternées finit l’étude.

10.1.3 Séries télescopiques
Pour montrer qu’une série converge et calculer sa somme, on peut décomposer
son terme général en différence de deux termes consécutifs pour faire apparaître
une somme télescopique.

10.1.4 Somme d’une série
On sait qu’une série converge : pour calculer sa somme, on peut décomposer son
terme général en somme de deux termes dont on sait que leurs séries respectives
convergent (attention à cela !), et dont on peut déterminer les sommes plus
facilement.

10.2 Plan d’étude
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un Ñ 0 ?Divergence grossière

Riemann
Géométrique On peut conclure

Signe fixe àPCR?4 Critères

ř

něn0

|un| ? Convergence (absolue)

Critère spécial des
séries alternéesConclure

Limite somme
partielle

Méthode de
comparaison série
- intégrale (II.8 1)

Somme té-
léscopique

non

oui

oui

non

oui

non

oui

non

fonctionne

sinon

Figure 10.1 – Plan d’étude d’une série réelle
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Chapitre 11

Intégrales

11.1 Intégrales de fractions rationnelles

I1 “

ż 1

0

1

2x2 ` 8x` 8
dx

On remarque que
1

2x2 ` 8x` 8
“

1

2

1

px` 2q2

Donc I1 “
1

2

ż 1

0

1

px` 2q2
dx “

1

2

„

´1

x` 2

1

0

“
1

2
p´

1

3
`

1

2
q “

1

12

I2 “

ż 1

0

1

2x2 ´ 2x´ 4
dx

On remarque que
1

2x2 ´ 2x´ 4
“

1

2px2 ´ x´ 2q
“

1

2px` 1qpx´ 2q

Décomposons
1

px` 1qpx´ 2q
en éléments simples :

1

px` 1qpx´ 2q
“

α

x` 1
`

β

x´ 2
p˚q

Puis px` 1qp˚q ùñ
1

x´ 2
“ α`

βpx` 1q

x´ 2

Et xÐ ´1 ùñ α “ ´
1

3

Ensuite px´ 2qp˚q ùñ
1

x` 1
“ β `

αpx´ 2q

x` 1

Et xÐ 2 ùñ β “
1

3

Ainsi :
1

px` 1qpx´ 2q
“ ´

1

3

1

x` 1
`

1

3

1

x´ 2
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Et donc :

I2 “
1

2
ˆ

1

3

ˆ

´

ż 1

0

1

x` 1
dx`

ż 1

0

1

x´ 2
dx

˙

“
1

6
p´rlnp|x` 1|qs10 ` rlnp|x´ 2|qs10q

“
1

6
p´ lnp2q ` lnp1q ` lnp| ´ 1|q ´ lnp| ´ 2|qq

“ ´
lnp2q

3

I3 “

ż 1

0

1

2x2 ` 2x` 1
dx

1

2x2 ` 2x` 1
“

1

2px2 ` x` 1
2 q
“

1

2ppx` 1
2 q

2 ´ 1
4 `

1
2 q
“

1

2

1

px` 1
2 q

2 ` 1
4

“
1

2

1

1
4 r
px` 1

2 q
2

1
4

` 1s
“ 2ˆ

1

p2px` 1
2 qq

2 ` 1
“ 2ˆ

1

p2x` 1q2 ` 1

Donc I3 “ 2

ż 1

0

1

p2x` 1q2 ` 1
dx “ 2

„

1

2
arctanp2x` 1q

1

0
loooooooooooomoooooooooooon

Attention composée!

“ arctanp3q ´
π

4

I4 “

ż 1

0

3x` 5

2x2 ` 2x` 1
dx “

ż 1

0

3
4 p4x` 2q ` 7

2

2x2 ` 2x` 1
dx

“
3

4

ż 1

0

4x` 2

2x2 ` 2x` 1
dx`

7

2

ż 1

0

1

2x2 ` 2x` 1
dx

“
3

4
rlnp|2x2 ` 2x` 1|qs10 `

7

2
I3

“
3

4
lnp5q `

7

2
arctanp3q ´

7π

8
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I5 “

ż 1

0

2x3 ` 4x2 ` 6x` 6

2x2 ` 2x` 1
dx

2x3`4x2`6x`6 2x2 ` 2x` 1

´ 2x3`2x2 `x

2x2`5x`6 x` 1

´ 2x2`2x`1

3x`5

Donc 2x3 ` 4x2 ` 6x` 6 “ p2x2 ` 2x` 1qpx` 1q ` p3x` 5q

ùñ
2x3 ` 4x2 ` 6x` 6

2x2 ` 2x` 1
“ x`1`

3x` 5

2x2 ` 2x` 1
(car 2x2`2x`1 ‰ 0 sur r0; 1s)

ùñ I5 “

ż 1

0

x` 1 dx` I4

“
1

2
rx2s10 ` rxs

1
0 ` I4

“
3

4
lnp5q `

7

2
arctanp3q `

3

2
´

7π

8

11.2 Opérations spéciales sur les intégrales

11.2.1 Limite d’une intégrale dont la borne dépend d’une
variable

On part d’une inégalité "simple" qui permet de reconstruire la fonction intégrée,
en la majorant / minorant / bornant par une fonction dont on connaît l’intégrale.
Par croissance de l’intégrale (à écrire correctement), on intègre l’inégalité, ce qui
nous donne d’une part l’intégrale dont on cherche la limite et d’autre part une
intégrale que l’on sait calculer et qui dépend du paramètre.
Enfin, on invoque le théorème des gendarmes.

11.2.2 Dérivation d’une intégrale composée

Pour dériver une intégrale dont les bornes sont fonctions d’un paramètre x :

1. On coupe l’intégrale en 2 pour faire apparaître une constante sur une
borne de chaque, et on change le signe de l’une pour avoir la constante
"en bas".

Ce faisant, si on note Ipxq “
ż upxq

a

fptqdt, on a une expression de la forme

Ipupxqq ´ Ipvpxqq.

2. Le Théorème fondamental de l’Intégration permet, avec la continuité de
f , de justifier la dérivabilité de I.
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3. On dérive alors l’intégrale initiale comme somme et en faisant attention
aux compositions.

Montrons que la fonction J : x ÞÑ

ż x

?
x

et
2

dt est dérivable sur R`˚ et calculons

sa dérivée.
Posons I : x ÞÑ

ż x

2

et
2

dt

On a @ x P R`˚, Jpxq “
ż x

?
x

et
2

dt “ ´

ż

?
x

2

et
2

dt`

ż x

2

et
2

dt “ Ipxq ´ Ip
?
xq

La fonction t ÞÑ et
2

est continue sur l’intervalle R`˚ comme composée de fonc-
tions continues et 2 P R`˚ donc d’après le théorème fondamental de l’intégra-
tion, I en est l’unique primitive qui s’annule en 2 ; en particulier I est dérivable
sur R`˚ et @ x P R`˚, I 1pxq “ ex

2

.
Donc J est dérivable sur R`˚ comme somme, produit et composée de fonctions
dérivables et :

@ x P R`˚, J 1pxq “
d

dx
rIpxqs ´

d

dx
rIp
?
xqs

“ ex
2

´
1

2
?
x
e
?
x2

“ ex
2

´
ex

2
?
x

11.2.3 Intégrale d’une fonction non de classe C1 sur une
borne

Il se peut que l’on veuille intégrer une fonction qui n’est pas de classe C1 sur
une borne (voir l’exemple de arcsin en 1 section 2.1 des exercices-type).
On passe cette borne en paramètre variable, on intègre avec celui-ci, puis par un
argument de continuité (à démontrer, souvent avec le Théorème fondamental de
l’Intégration), la limite de ce paramètre vers la valeur initiale de la borne donne
l’intégrale recherchée.

11.2.4 Changement de variable

Pour poser un changement de variable u “ fpxq :

1. du
dx “ f 1pxq donc du “ f 1pxqdx : on fait d’abord apparaître f 1pxq à côté
de dx, ce qui donnera le du.

2. On fait "disparaître" x en transformant l’expression pour n’y laisser que
du u

3. On change les bornes ! que l’on peut préparer avec un petit tableau.

(voir exercice-type 4.2)
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11.2.5 Calcul de primitive avec une intégrale
Le Théorème fondamental de l’Intégration et une intégration permettent de cal-
culer une primitive d’une fonction.
Pour cela on intègre f par parties entre a P R et x, en voyant la fonction dans
l’intégrale comme 1ˆ f .
On dérive alors f et on primitive 1.
Exemple de arctan laissé en exercice au lecteur.
Remarque : on peut aussi rechercher une primitive avec un changement de va-
riable.
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Chapitre 12

Matrices

12.1 Inversibilité

A P GLnpKq ô @ Y PMn,1pKq, D !X PMn,1pKq : AX “ Y

De plus ce résultat affirme que X “ A´1Y qui donne accès aux coefficients de
A´1

Si on veut juste montrer que A est inversible, on a aussi le résultat qui demande
moins de calculs :

A P GLnpKq ô @X PMn,1pKq, AX “ 0Mn,1pKq ùñ X “ 0Mn,1pKq

Pour montrer que A n’est pas inversible, on peut expliciter une matrice colonne
non nulle qui multipliée par A donne la matrice nulle.
On dispose également d’autre résultats :

A P GLnpKq ô rgpAq “ n

On peut également déterminer A´1 en appliquant des opérations élémentaires
sur les lignes ou les colonnes (mais pas de mélange !) sur une méthode éventuel-
lement inspirée du Pivot de Gauss pour transformer A en In. On trouve alors
A´1 en appliquant à In les mêmes opérations (dans le même ordre).

Si on dispose d’un polynôme annulateur de A – notons-le P “
n
ř

k“1

akX
k`a0In –

on remarque que : P pAq “ 0 ô
n
ř

k“1

akA
k “ ´a0In ô A

ˆ

1
´a0

n
ř

k“1

akA
k´1

˙

“ In

ce qui donne une expression de A´1 en fonction des puissances de A.
Enfin, on a aussi :

A P GLnpKq ô detpAq ‰ 0

12.2 Puissance n-ième
Pour déterminer An, on peut :
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— conjecturer sa forme et la montrer par récurrence
— décomposer A en somme de deux matrices qui commutent et dont on

détermine plus simplement les puissances, puis utiliser la formule du bi-
nôme

— trouver un polynôme P tel que P pAq est la matrice nulle. On note Q et
R les quotient et reste de la division euclidienne de Xn par P . On a donc
Xn “ QP `R et donc An “���

��QpAqP pAq
looooomooooon

car P pAq“0

`RpAq, donc An “ RpAq

(voir exercice-type 15.2)
— Par diagonalisation : on note f l’application linéaire canoniquement as-

sociée à A, on trouve une base dans laquelle la matrice de f devient une
matrice D diagonale. On explicite la matrice de passage P : on a alors
que An “ P´1DnP
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Permutations

13.1 Signature
Pour calculer la signature d’une permutation σ, on peut compter le nombre n
de transpositions (alors εpσq “ p´1qn), mais une décomposition en produit de
cycles suffit : si on trouve des cycles de longueurs p1, . . . , pn, comme εpσ1σ2q “

εpσ1qεpσ2q, on a que εpσq “ p´1qp1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ p´1qpn .

13.2 Décomposition en produit de transpositions
de permutations de rr1, nss

Sur la page suivante se trouve un schéma type "algorithme itératif" permettant
de trouver la décomposition en produit de transpositions d’une permutation de
rr1, nss.
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I “ rr1;nss

D i P I : σpiq “ i ? I Ð Iztiu

j “ min I

σpjq “ j ?

I Ð Iztju
j Ð σpjq

Ajouter j au
support de cycle
pj, σpjq, σ2pjq, . . .q

I “ H ?
On a formé
un cycle, on

passe au suivant

Fin de la décomposition en produit de cycles

Produit de transpositions : ex Ñ pi1, i2, i3qn “ pi1, i2qnpi2, i3qn

oui

nonoui

oui

cycle suivant

Figure 13.1 – Décomposition d’une permutation
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Déterminants

14.1 Déterminant d’un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, u P LpEq.
Pour calculer detpuq, il suffit de choisir une base B de E et de calculer
detBpupe1q, . . . , upenqq. Pour cela, on peut s’aider de MatBpuq.
Remarque : la valeur du déterminant ne dépend pas de la base B choisie, même
si la matrice de u en dépend.

14.2 Calcul d’un déterminant

Pour calculer un déterminant, on peut lui appliquer une succession d’opérations
élémentaires sur les lignes et les colonnes pour faire apparaître un déterminant
plus simple.
Le plus souvent (mais pas tout le temps), on utilise une méthode semblable au
Pivot de Gauss pour trianguler le déterminant (le résultat est alors le produit
des éléments diagonaux) ; dans d’autres cas on essaie de se ramener à une des
situations ci-dessous.
Attention à l’ordre dans lequel les opérations sont effectuées : une opération ne
doit pas se servir d’une ligne ou colonne déjà modifiée.
On ne modifie pas la valeur d’un déterminant en ajoutant à l’une de ses colonnes
une combinaison linéaire des autres.
Une opération du type Ci Ð αCi multiplie la valeur du déterminant a par α.
Une permutation σ de l’ordre des colonnes d’un déterminant multiplie sa valeur
par εpσq. Par conséquent, une opération du type Ci Ø Cj inverse le signe du
déterminant.
Idem avec les lignes.
Remarque : quand le Pivot de Gauss ne fonctionne pas, souvent effectuer la
somme des lignes / colonnes peut démêler la situation.
Quand les déterminants ont une forme un peu particulière avec quelques bonnes
propriétés, un développement par rapport à une ligne ou une colonne permet de
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faire apparaître le même déterminant avec une taille inférieure : on peut ainsi
établir une relation de récurrence (souvent d’ordre 2), qui ramène le calcul du
déterminant à l’étude d’une suite. (voir exercice-type 16.1)
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Chapitre 15

Dénombrement

15.1 Dénombrement d’un ensemble
Pour dénombrer un ensemble E, i.e. montrer qu’il est fini et trouver son cardinal,
on peut :

— chercher n P N et trouver ϕ : rr1, nss Ñ E (ou dans l’autre sens bijective.
— chercher un ensemble F dont on connaît le cardinal et trouver ϕ : E Ñ F

(ou l’inverse) bijective.
— Trouver une partition de E dont on connaît (ou trouver plus simplement)

les cardinaux de chaque partie ; ainsi le cardinal de E est la somme de
ceux des parties de sa partition.
On peut parfois faire apparaître une relation de récurrence.

— Dérouler un protocole de dénombrement.
— Dans une rédaction protocole, il est parfois difficile de compter une unique

fois les éléments de l’ensemble : dans ce cas on s’assure de tous les compter
le même nombre de fois, connu, puis on divise le résultat par ce nombre.

— Dénombrer un ensemble dont on connaît le cardinal, en faisant intervenir
le cardinal que l’on cherche et d’autres cardinaux connus. Par résolution
de l’équation (simple), on trouve le cardinal cherché.

Pour dénombrer un ensemble, il est parfois plus simple de dérouler un protocole
de dénombrement que d’étudier une partition. Pour des exemples et la rédaction,
voir le chapitre Dénombrement dans la partie Démonstrations.
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Chapitre 16

Probabilités

16.1 Modélisation des expériences aléatoires
Lors d’une expérience aléatoire, si on [répétition] et que [ordre compte] :

oui/oui : l’univers est un produit cartésien. On modélise par des p-uplets.
non/oui : l’univers est l’ensemble des p-arrangements. On modélise par des

listes.
non/non : l’univers est l’ensemble des p-combinaisons. On modélise par des

(sous-)ensembles.
Remarque : ce ne sont que des situations générales, un problème particulier peut
amener à des constructions différentes.

16.2 Variance
Pour calculer la variance d’une variable aléatoire, on utilise en pratique la for-
mule V pXq “ EpX2q ´ EpXq2

Souvent EpXq a été calculé au préalable, et le théorème de transfert permet de
calculer EpX2q

16.3 Décomposition d’une variable aléatoire
On utilise souvent des variables indicatrices pour en décomposer une autre.
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Chapitre 17

Espaces préhilbertiens réels

17.1 Algorithme d’orthonormalisation de Schimdt

Soient pE, p.|.qq un espace préhilbertien réel, pe1, . . . , enq une famille finie de
vecteurs de E.
Si cette famille est libre, alors il existe une unique famille de vecteurs de E
orthonormale pf1, . . . , fnq telle que :

@ i P rr1, nss,

#

vectpe1, . . . , eiq “ vectpf1, . . . , fiq

pei|fiq ą 0

Les vecteurs f1, . . . fn s’obtiennent par l’algorithme formé par la relation de
récurrence :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

f1 “
e1
||e1||

@ i P rr2, nss, fi “
ei´

i´1
ř

k“1

pei|fkqfk

||ei´
i´1
ř

k“1

pei|fkqfk||

17.2 Montrer qu’une famille est une base ortho-
normale

Pour montrer qu’une famille F est une base othonormée de E, on montre que
cardpFq “ dimpEq et que F est une famille orthonormée.
Pour ce dernier point, on peut montrer que F est orthogonale et normée, i.e.

(avec des notations évidentes)

#

@ pi, jq P rr1, nss2, pei|ejq “ 0

@ i P rr1, nss, ||ei|| “ 1
, mais c’est équi-

valent à montrer que @ pi, jq P rr1, nss2, pei|ejq “ δi,j (démonstration simple
laissée en exercice au lecteur).
Autrement, une famille est orthonormale si, et seulement si, sa matrice est or-
thogonale.
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17.3 Détermination du projecteur orthogonal

Soient pE, p.|.qq un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E et x un
vecteur de E.
Pour déterminer pKF pxq, on peut :

— Si pe1, . . . , epq est une base orthonormale de F , alors pKF pxq “
p
ř

k“1

px|ekqek

(la base orthonormale de F peut s’obtenir par orthonormalisation d’une
base de F quelconque.)

— Utiliser le fait que pKF ` p
K
FK “ idE : l’intérêt est d’autant plus grand que

la dimension de FK est plus petite que celle de F , notamment pour la
recherche d’une base orthonormale.

— y “ pKF pxq ô

#

y P F p1q

x´ y P FK p2q

La base de F ne doit pas forcément être orthonormale.

p1q ô D !pλ1, . . . , λpq P R
p : y “

p
ř

k“1

λkek

p2q ô @ i P rr1, pss, px´ y|eiq “ 0
Ce qui donne un système à résoudre avec p équations et de p inconnues
λi

— On peut mélanger les méthodes ci-dessus

17.4 Détermination de la distance d’un vecteur à
un sous-espace vectoriel

On a que dpx, F q “ min
yPF

||x´ y|| “ ||x´ pKF pxq|| “
b

||x||2 ´ ||pKF pxq||
2

Donc le calcul de distance soit se précède d’un calcul de projeté orthogonal, soit
de minimum.

17.5 Isométries vectorielles

Soient pE, p.|.qq un espace euclidien et ϕ une application.
Pour montrer que ϕ est une isométrie vectorielle, il faut montrer que :

— ϕ P LpEq
— ϕ conserve la norme

OU ϕ conserve le produit scalaire
OU ϕ conserve les bases orthonormales, i.e. la famille des images par ϕ
d’une base orthonormale de E forme une base orthonormale de E.

On peut aussi déterminer si sa matrice est orthogonale (la réciproque est vraie).
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17.6 Base orthonormale
Soient pE, p.|.qq une base orthonormale, B une base de E, F une famille de
vecteurs de E telle que cardpF q “ dimpEq.
F est une base orthonormale de E si, et seulement si MatBpFq est orthogonale.

17.7 Matrices orthogonales
Soit A PMnpRq.

— A P OnpRq ô la famille de ses colonnes forme une base orthonormale de
Mn,1pRq muni du produit scalaire canonique.

— A P OnpRq ô la famille de ses lignes forme une base orthonormale de
M1,npRq muni du produit scalaire canonique.

— A P OnpRq ô
tA ¨A “ In

17.8 Mesure de l’angle entre deux vecteurs
Soient x et y deux vecteurs d’un espace euclidien pE, p.|.qq. Pour calculer l’angle
θ entre x et y, on peut calculer leur produit scalaire px|yq, leur produit mixte
rx, ys, les normes ||x|| de x et ||y|| de y.

On utilise ensuite les formules

#

px|yq “ ||x|| ¨ ||y|| ¨ cospθq

rx, ys “ ||x|| ¨ ||y|| ¨ sinpθq

pour écrire

#

cospθq “ px|yq
||x||¨||y||

sinpθq “ rx,ys
||x||¨||y||

De là, selon les valeurs trouvées, on peut soit effectuer le quotient des lignes et
passer à l’arctangente, soit passer la première ligne à l’arccos, ce qui laisse deux
possibilités : pour déterminer le signe, on passe la seconde ligne à l’arcsin.
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Divers

18.1 Rang et trace
Pour calculer le rang d’une matrice, on peut lui appliquer une succession de
transformations élémentaires en s’inspirant de la méthode de Gauss. Le but
est de trianguler la matrice, i.e. échelonner ses colonnes/lignes. La famille des
colonnes/lignes échelonnées forme alors une base de l’espace vectoriel engendré
par la famille des colonnes/lignes de la matrice initiale. Le rang de la matrice
est donc le nombre de colonnes/lignes échelonnées.

Attention ! Pour interpréter la famille des lignes ou des colonnes comme une
base, il ne faut avoir travaillé que sur les lignes uniquement ou que sur les
colonnes uniquement, sans mélange.

Pour calculer le rang d’une application linéaire en dimension finie, on peut
calculer le rang de sa matrice, ou utiliser le théorème du rang.

La trace d’une application linéaire en dimension finie est celle de sa matrice.

18.2 Sommes

18.2.1 Séparation d’indices pairs et impairs
Pour trouver les bornes de la somme des...

... pairs : ... impairs :
0 ď 2l ď n 0 ď 2l ` 1 ď n Attention si n0 ‰ 0
ô 0 ď l ď n

2 ´ 1
2 ď l ď n´1

2
0 ď l ď tn2 u 0 ď l ď tn´1

2 u l P N

Puis on écrit :

n
ÿ

l“0

al “

tn2 u
ÿ

l“0

a2l `

t
n´1
2 u
ÿ

l“0

a2l`1
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Exprimons cospnxq et sinpnxq en fonction de cospxq et sinpxq
Soit n P N.
cospnxq “ Repeinxq “ Reppeixqnq “ Reppcospxq ` i sinpxqqnq

“ Rep
n
ř

k“0

`

n
k

˘

pcospxqqn´kpi sinpxqqkq “ Rep
n
ř

k“0

ik sinkpxq cosn´kpxqq (formule du

binôme)

“ Rep
tn2 u
ř

k“0

`

n
2k

˘

i2k sin2k
pxq cosn´2kpxq`

t
n´1
2 u
ř

k“0

`

n
2k`1

˘

i2k`1 sin2k`1
pxq cosn´2k´1pxqq

“ Rep

tn2 u
ÿ

k“0

ˆ

n

2k

˙

p´1qk sin2k
pxq cosn´2kpxq

loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

PR

`i

t
n´1
2 u
ÿ

k“0

ˆ

n

2k ` 1

˙

p´1qk sin2k`1
pxq cosn´2k´1pxq

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon

PR

q

Donc cospnxq “

tn2 u
ÿ

k“0

ˆ

n

2k

˙

p´1qk sin2k
pxq cosn´2kpxq

De même en remplaçant Re par Im :

sinpnxq “

t
n´1
2 u
ÿ

k“0

ˆ

n

2k ` 1

˙

p´1qk sin2k`1
pxq cosn´2k´1pxq

18.2.2 Permutations de sommes

Les sommes rectangulaires, de la forme
n
ř

k“n0

m
ř

l“m0

ak,l permutent sans souci.

Les sommes triangulaires, de la forme
n
ř

k“n0

k
ř

l“n0

ak,l permutent différemment :

Pour s’y retrouver, on peut écrire au brouillon :
ř

n0ďlďkďn

ak,l

On peut y lire les inégalités :

#

n0 ď k ď n

n0 ď l ď k
qui sont celles déjà utilisées,

et

#

n0 ď l ď n

l ď k ď n
qui sont celles utilisées après permutation.

Pour le voir, on peut souligner ces différents jeux d’inégalités.
Attention à bien permuter les sommes après avoir changé les bornes !

Soit n P N.
n
ř

k“1

k2k “
n
ř

k“1

p
k
ř

l“1

1q2k “
n
ř

k“1

k
ř

l“1

2k “
n
ř

l“1

n
ř

k“l

2k “
n
ř

l“1

p
n
ř

k“0

2k ´
l´1
ř

k“0

2kq
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“
n
ř

l“1

p
2n`1 ´ 1

2´ 1
´

2l´1`1 ´ 1

2´ 1
q (formule des sommes géométriques)

“
n
ř

l“1

p2n`1 ´ 2lq “ 2n`1
n
ř

l“1

1´ p
n
ř

l“0

2l ´ 20q (car 2n`1 est indépendant de k)

“ n2n`1 ´
2n`1 ´ 1

2´ 1
` 1 (formule des sommes géométriques)

“ pn´ 1q2n`1 ` 2

18.3 Pivot de Gauss

‚ Cas général : à chaque étape, on fait ajoute aux lignes des combinaisons li-
néaire des autres pour faire disparaître une même inconnue. On commence par
la ligne 2 et celles en-dessous, puis la 3 eet celles en-dessous, jusqu’à ce que la
dernière ligne ne contienne qu’une seule inconnue.
Autrement dit, en notant les inconnues x1, . . . , xn, à la première étape, L1

contient x1, . . . , xn, L2, . . . , Ln contiennent x2, . . . , xn.
À la deuxième étape, L1 contient x1, . . . , xn, L2 contient x2, . . . , xn, et L3 jus-
qu’à Ln contiennent x3, . . . , xn.
etc.
À la neétape, L1 contient x1, . . . , xn, L2 contient x2, . . . , xn, et ainsi de suite
jusqu’à Ln contient xn
Pour le phase de remontée, on exprime xn à x1 successivement avec les lignes
Ln à L1.

‚ Cas particulier 1 : si au cours de la phase de triangulation, une ligne s’écrit
0 “ 0, on l’enlève du système ; si elle s’écrit v “ 0 (avec v ‰ 0) alors le système
n’a pas de solutions.

‚ Cas particulier 2 : si, à la fin de la phase de triangulation, la dernière ligne
contient plus d’une inconnue (dites "non triangulées"), on les passe de l’autre
côté du signe “ et on les considère comme paramètres.

‚ Cas particulier 3 : on appelle kepivot le coefficient ak,k devant l’inconnue xk
à la ligne Lk. Si lors de la phase de triangulation l’un des pivots est nul, on
échange la ligne en question avec celle en-dessous.

18.4 Inégalités

Quelques idées pour démontrer certaines inégalités :

18.4.1 Avec des intégrales

On peut démontrer certaines inégalités en intégrant les dérivées de chaque
membre, pour lesquels l’inégalité est transparente.
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18.4.2 Inégalité d’une valeur absolue

|x| ď aô

#

x ď a

´x ď a
ô ´a ď x ď a

On peut aussi, s’il s’agit de fonctions, montrer que l’une est λ-lipschitzienne.

18.5 Trouver deux nombres dont on connaît la
somme et le produit

Sur un exemple :

Soient u et v deux complexes tels que

#

u` v “ 2

uˆ v “ 1

u et v sont les racines de l’équation pz ´ uqpz ´ vq “ 0 ô z2 ´ pu` vqz ` uv “
0 ô z2 ´ 2z ` 1 “ 0 ô pz ´ 1q2 “ 0
1 en est la racine double évidente, donc u “ v “ 1

Merci pour votre acquisition de cet ouvrage !
En ce qui concerne les petites blagues mathématiques que vous avez trouvées à la fin des cha-
pitres de la partie I, elles sont extraites du livre "Blagues mathématiques et autres curiosités"
de Bruno Winckler, que vous pouvez aussi trouver sur Internet en PDF. Certaines ont été
remaniées pour s’affranchir de leur contexte initial.
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